
584 Н. М. Добровольский, Т. К. Иконникова, Е. С. Крупицын, В. Ю. Матвеев и др.

УДК 511.3

Владимир Григорьевич Чирский
(к 70-летию со дня рождения)

Н. М. Добровольский, Т. К. Иконникова, Е. С. Крупицын, В. Ю. Матвеев,

Ю. В. Нестеренко, В. Н. Чубариков, М. В. Шамолин

Владимир Григорьевич Чирский родился в Москве 30 июня 1949 года. Его родителями были
Григорий Михайлович Чирский, начальник одного из управлений МПС и Елена Ивановна
Фирстова, преподаватель английского языка на Госкурсах «Иняз». Его брат, Алексей Григо-
рьевич Чирский, 1932 года рождения, был горным инженером. У него прекрасная семья, жена
– Галина Владимировна, две дочери, Наталья и Ольга, четыре внука и внучка.

Владимир Григорьевич окончил среднюю школу №710 с серебряной медалью. Он учился
на механико – математическом факультете МГУ имени М. В. Ломоносова и на третьем курсе
начал изучать теорию чисел под руководством профессора А. Б. Шидловского, заведующе-
го кафедрой теории чисел МГУ. По окончании факультета был рекомендован в аспирантуру
отделения математики. К этому моменту им были опубликованы 4 статьи. С 1973 года начал
работать на кафедре математического анализа сначала почасовиком, с 1975 года ассистентом
кафедры. Защитил кандидатскую диссертацию в 1978 году и с 1983 года работал доцентом
кафедры математического анализа. После защиты в 2000 году докторской диссертации рабо-
тает профессором этой кафедры с 2001 года по настоящее время. С 1998 г. по 2006 г. работал
заместителем декана механико–математического факультета по учебной работе. С 2007 го-
да исполняет обязанности заведующего кафедрой теории чисел МПГУ, с 2006 года работает
профессором в РАНХиГС. Кроме того, он является редактором раздела «Теория чисел» РЖ
«Математика» ВИНИТИ РАН.

В. Г. Чирский преподавал и читал лекции на различных факультетах МГУ: механико-
математическом, химическом, геологическом, факультете психологии. Он является ответ-
ственным на кафедре за преподавание на химическом факультете. Он участвовал в изда-
нии 5 учебных пособий по математическому анализу и приложениям математики к задачам
естествознания. Кроме того, он многие годы был старшим экзаменатором на вступительных
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экзаменах по математике на различных факультетах МГУ. Опыт этих экзаменов нашел от-
ражение в 6 пособиях по элементарной математике. Под его руководством защищены две
кандидатские диссертации, подготовлены к защите диссертации еще двух его учеников.

Научные интересы В. Г. Чирского относятся к теории трансцендентных чисел в 𝑝 – адиче-
ских полях и прямых произведений этих полей. Используемый им метод представляет собой
некоторую модификацию метода Зигеля-Шидловского в теории трансцендентных чисел. Из-
начально этот метод использовался для исследования арифметической природы 𝐸 – функций.
Целая функция

𝑓 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛
𝑛!
𝑧𝑛 (1)

называется 𝐸– функцией, если выполнены следующие условия:

(i) Все коэффициенты 𝑐𝑛 принадлежат некоторому алгебраическому числовому полю K
конечной степени κ над полем Q рациональных чисел.

(ii) Максимумы абсолютных величин алгебраически сопряжённых с числом 𝑐𝑛 чисел для
любого 𝜀 > 0 представляют собой 𝑂 (𝑛𝜀𝑛), 𝑛 → ∞. Для так называемой 𝐸– функции в
узком смысле это соотношение заменяется на 𝑂 (𝐶𝑛), 𝑛 → ∞ с некоторой постоянной
𝐶 > 1.

(iii) Существует последовательность натуральных чисел 𝑑𝑛 такая, что при 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛
числа 𝑑𝑛𝑐𝑘 принадлежат кольцу целых чисел ZK поля K и 𝑑𝑛 = 𝑂 (𝑛𝜀𝑛), 𝑛 → ∞. (Для
𝐸– функции в узком смысле это соотношение заменяется на 𝑂 (𝐶𝑛), 𝑛→ ∞ с некоторой
постоянной 𝐶 > 1.)

В работах А. Б. Шидловского были получены основные теоремы о значениях 𝐸– функций,
получившие широкую известность. Сформулируем одну из них.

Теорема. (А. Б. Шидловский) Пусть 𝐸 – функции 𝑓1 (𝑧) , . . . , 𝑓𝑚(𝑧) составляют решение
системы линейных дифференциальных уравнений

𝑦′𝑖 = 𝑄𝑖,0 (𝑧) +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑄𝑖,𝑗 (𝑧) 𝑦𝑗 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 (2)

с коэффициентами из поля C(𝑧) рациональных функций от 𝑧 и алгебраически независимы над
этим полем. Пусть 𝛼 – алгебраическое число, отличное от нуля и особых точек системы
(2). Тогда числа 𝑓1 (𝛼) , . . . , 𝑓𝑚 (𝛼) алгебраически независимы, т.е. для любого отличного от
нулевого многочлена 𝑃 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) выполняется неравенство

𝑃 (𝑓1 (𝛼) , . . . , 𝑓𝑚(𝛼)) ̸= 0.

Эта теорема имеет многочисленные приложения к обобщённым гипергеометрическим 𝐸 –
функциям вида

∞∑︁
𝑛=0

(𝑎1)𝑛 . . . (𝑎𝑙)𝑛
(𝑏1)𝑛 . . . (𝑏𝑚)𝑛

(︂
𝑧

𝑚− 𝑙

)︂(𝑚−𝑙)𝑛
, (3)

где все числа 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚 – рациональные, причём каждое из чисел 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚 отлично
от нуля и целых отрицательных чисел, число 𝑚 − 𝑙 положительное, а символ (𝑐)𝑛 определён
равенствами: (𝑐)0 = 1, (𝑐)𝑛 = 𝑐 (𝑐+ 1) . . . (𝑐+ 𝑛− 1), 𝑛 = 1, 2, . . . . Практически полное решение
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задачи об условиях, при которых обобщённые гипергеометрические 𝐸 – функции алгебраиче-
ски независимы над полем C(𝑧), получено в работах ученика А. Б. Шидловского, профессора
В. Х. Салихова.

В основополагающей работе К. Зигеля отмечена возможность применения этого метода к
другому классу 𝐺 – функций. Ряд

𝑓 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑧
𝑛 (4)

называется𝐺 – функцией, если все коэффициенты 𝑐𝑛 принадлежат некоторому алгебраическо-
му числовому полю K конечной степени κ над полем Q рациональных чисел и удовлетворяют
тем же условиям, что и коэффициенты 𝐸 – функции в узком смысле. Исследуя арифметиче-
ские свойства значений функций этого класса, Э. Бомбиери в 1981 году ввёл понятие глобаль-
ного (алгебраического) соотношения. Пусть 𝑃 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) – отличный от нулевого многочлен
с коэффициентами из поля K и пусть степенные ряды 𝑓1 (𝑧) , . . . , 𝑓𝑚(𝑧) имеют коэффициенты
из поля K и точка 𝛼 ∈ K. Соотношение

𝑃 (𝑓1 (𝛼) , . . . , 𝑓𝑚(𝛼)) = 0

называется глобальным, если оно выполняется во всех полях K𝑣, в которых сходятся все ряды
𝑓1 (𝛼) , . . . , 𝑓𝑚 (𝛼).

В работах В. Г. Чирского введён в рассмотрение новый класс степенных рядов, к которому
удалось применить метод Зигеля–Шидловского для исследования глобальных соотношений,
класс 𝐹−рядов. Естественным шагом стало исследование рядов вида

𝑓 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛 · 𝑛! · 𝑧𝑛. (5)

Будем говорить, что этот ряд принадлежит классу 𝐹 (K, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝑞), если

(i) Все коэффициенты 𝑐𝑛 принадлежат некоторому алгебраическому числовому полю K
конечной степени κ над полем Q рациональных чисел.

(ii) Максимумы абсолютных величин алгебраически сопряжённых с числом 𝑐𝑛 чисел пред-
ставляют собой 𝑂

(︀
𝑒𝐶1𝑛

)︀
, 𝑛→ ∞ с некоторой постоянной 𝐶1.

(iii) Существует последовательность натуральных чисел 𝑑𝑛 такая, что при 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛
числа 𝑑𝑛𝑐𝑘 принадлежат кольцу целых чисел ZK поля K и 𝑑𝑛 = 𝑞𝑛𝑑0,𝑛, 𝑞 ∈ N а числа 𝑑0,𝑛
делятся только на простые числа 𝑝, не превосходящие 𝐶2𝑛0 и для всех таких простых 𝑝

выполняется неравенство 𝜗𝑝 (𝑑0,𝑛) 6 𝐶3

(︁
log𝑝 𝑛+ 𝑛

𝑝2

)︁
.

Из свойства 3 следует, что если простое число 𝑝 не делит число 𝑞, то ряд (5), например,

с рациональными коэффициентами 𝑐𝑛, имеет в поле Q𝑝 радиус сходимости, равный 𝑝
1

𝑝−1 > 1.
Именно это обстоятельство позволяет применить к исследованию арифметических свойств
значений таких рядов формулу произведения.

Известным примером 𝐹–ряда является ряд Эйлера
∑︀∞

𝑛=0 𝑛! · (−𝑧)
𝑛. Разумеется, если ряд

(5) отличен от многочлена, он имеет в поле C нулевой радиус сходимости.
Легко заметить также, что если коэффициенты 𝑐𝑛 ряда (5) удовлетворяют перечисленным

условиям, то ряд (4) с теми же коэффициентами 𝑐𝑛 является 𝐺 – функцией, а ряд (1) с теми
же коэффициентами 𝑐𝑛 является 𝐸– функцией в узком смысле.

Сформулированные ниже теоремы представляют собой некоторые аналоги основных тео-
рем А. Б. Шидловского, справедливые для 𝐹 – рядов.
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Теорема 1 (Теорема 1.1 из (7) ). Пусть 𝐹− ряды 𝑓1 (𝑧) ≡ 1, 𝑓2 (𝑧) , . . . , 𝑓𝑚 (𝑧) линейно
независимы над полем K(𝑧) и составляют решение системы линейных дифференциальных
уравнений

𝑦′𝑖 = 𝑄𝑖,0 (𝑧) +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑄𝑖,𝑗 (𝑧) 𝑦𝑗 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 (6)

с коэффициентами из поля C(𝑧) рациональных функций от 𝑧.
Пусть 𝜉 ̸= 0, 𝜉 ∈ K – регулярная точка системы (6). Пусть

𝐿 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) = ℎ1𝑦1 + . . .+ ℎ𝑚𝑦𝑚−

ненулевая линейная форма, ℎ𝑖 ∈ ZK, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Пусть 𝐻 (𝐿) = max𝐻(ℎ𝑖).
Существует эффективно вычисляемая постоянная 𝐻0 такая, что для любого

𝐻 > max (𝐻0, 𝐻 (𝐿))

существуют эффективно вычисляемая постоянная 𝐶0, простое число 𝑝, удовлетворяющие
неравенствам

𝑃𝑙 (𝐻) = 𝑙

(︂
ln𝐻

ln ln𝐻

)︂
6 𝑝 6 𝑢

(︂
ln𝐻

ln ln𝐻

(︂
1 +

𝐶0√
ln ln𝐻

)︂)︂
= 𝑃𝑢(𝐻)

и нормирование 𝑣 поля K, продолжающее 𝑝 – адическое нормирование поля Q такие, что
имеет место неравенство

𝐿 (𝜉) = 𝐿 (𝑓1 (𝜉) , . . . , 𝑓𝑚 (𝜉)) ̸= 0.

Замечание. Можно также для хотя бы одного 𝑣, продолжающее 𝑝 – адическое нормиро-
вание поля Q установить оценку

|𝐿 (𝜉)|𝑣 > 𝐻
−𝑚−𝑚+3+2𝑚𝐶5√

ln ln𝐻 .

Эта теорема допускает формулировку в несколько иных терминах. Рассмотрим множество
точек вида:

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . .) ,

образующих бесконечномерное пространство. Это пространство представляет собой прямое
произведение полей 𝑝 – адических чисел. Именно, координата с номером 𝑛 этого вектора
представляет собой 𝑝𝑛 – адическое число, где 𝑝𝑛 – простое число с номером 𝑛. Напомним,
что 𝑝 – адические числа являются пополнением поля рациональных чисел по 𝑝 – адическому
нормированию. Для рационального числа 𝑎 символ |𝑎|𝑝обозначает величину 𝑝 – адического

нормирования, т.е. |𝑎|𝑝 = 𝑝−𝜗𝑝(𝑎), где, в свою очередь, символ 𝜗𝑝(𝑎) обозначает степень, в
которой простое число 𝑝 входит в разложение числа 𝑎 на простые множители. Это прямое
произведение имеет естественную структуру коммутативного кольца с единицей (и с делите-
лями нуля). Его принято называть кольцом полиадических чисел. Элементы a кольца целых
полиадических чисел имеют каноническое представление в виде

a =

∞∑︁
𝑚=1

𝑎𝑚𝑚!, 𝑎𝑚 ∈ N, 0 6 𝑎𝑚 6 𝑚. (7)

Степень, в которой простое число 𝑝 входит в разложение числа 𝑛! на простые множители
равна 𝑛−𝑆𝑛

𝑝−1 , где 𝑆𝑛 обозначает сумму цифр в 𝑝 – ичном разложении числа 𝑛. Следовательно,
для любого 𝑝 при 𝑛→ ∞ выполняется соотношение |𝑎𝑛𝑛!|𝑝 → 0. Это - достаточное условие для
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того, чтобы ряд (7) сходился в поле Q𝑝. Сумму этого ряда (7) в поле Q𝑝 обозначаем a(𝑝). Как
отмечено выше, полиадическое число a можно рассматривать, как точку бесконечномерного
пространства с координатами a(𝑝)𝑛), где 𝑝𝑛 – простое число с номером 𝑛. Следует отметить, что
ряды вида

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Q могут сходиться не во всех полях Q𝑝. В случае, когда такой ряд

расходится лишь в конечном множестве полей Q𝑝, мы говорим о почти полиадических числах
и отождествляем их с элементами прямого произведения всех полей Q𝑝, кроме упомянутого
выше конечного множества.

Можно рассмотреть и прямое произведение полей K𝑣, где 𝑣 продолжает 𝑝 – адическое
нормирование поля Q на поле K алгебраических чисел конечной степени κ. Если 𝑣 продол-
жает 𝑝 – адическое нормирование, то поле K𝑣 представляет собой алгебраическое расширение
поля 𝑝 – адических чисел Q𝑝 степени κ𝑣 и справедливо равенство

∑︀
𝑣 κ𝑣 = κ, где суммиро-

вание производится по всем нормированиям 𝑣, продолжающим 𝑝 – адическое нормирование.
Мы рассматриваем нормализованные нормирования, для которых |𝑝|𝑣 = 𝑝−

κ𝑣
κ . Если норми-

рование 𝑣 продолжает обычную абсолютную величину, то ему соответствует алгебраически
сопряжённое поле K(𝑖) и κ𝑣 = 1, если K(𝑖) – подполе поля действительных чисел и κ𝑣 = 2,
если нет. Равенство

∑︀
𝑣 κ𝑣 = κ выполняется и в этом случае.

При этом мы будем говорить о K – полиадических и, соответственно, о K – почти полиа-
дических числах. Для элемента a этого прямого произведения обозначаем a(𝑣) его координату
в поле K𝑣.

Если существует 𝑃 (𝑥) – многочлен с рациональными коэффициентами, отличный от тож-
дественного нуля такой, что 𝑃 (a) = 0 (иными словами, 𝑃

(︀
a(𝑣)
)︀
= 0 в каждом поле K𝑣 это-

го прямого произведения), то говорим, что a – алгебраический элемент. Если элемент a не
является алгебраическим, то его называют трансцендентным. Трансцендентность элемента
означает, что для любого 𝑃 (𝑥) – многочлена с рациональными коэффициентами, отличного
от тождественного нуля, существует простое число 𝑝 и нормирование 𝑣 поля K, продолжаю-
щее 𝑝 – адическое нормирование поля Q такие, что 𝑃

(︀
a(𝑣)
)︀
̸= 0 в поле K𝑣. Назовём элемент

a бесконечно трансцендентным, если для любого 𝑃 (𝑥) – многочлена с рациональными коэф-
фициентами, отличного от тождественного нуля, существует бесконечное множество простых
чисел 𝑝, для каждого из которых есть нормирование 𝑣 поля K, продолжающее 𝑝 – адическое
нормирование такое, что 𝑃

(︀
a(𝑣)
)︀
̸= 0 в поле K𝑣. Элемент a называется глобально трансцен-

дентным, если для любого 𝑃 (𝑥) – многочлена с рациональными коэффициентами, отличного
от тождественного нуля, неравенство 𝑃

(︀
a(𝑣)
)︀
̸= 0 выполняется во всех полях K𝑣 рассматри-

ваемого прямого произведения.

Теорема 2. Пусть 𝐹 – ряды 𝑓1 (𝑧) ≡ 1, 𝑓2 (𝑧) , . . . , 𝑓𝑚(𝑧) составляют решение системы
(6) и линейно независимы над полем K(𝑧). Пусть 𝜉 ∈ K – регулярная точка системы (6).
Пусть

𝐿 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) = ℎ1𝑦1 + . . .+ ℎ𝑚𝑦𝑚 −−
ненулевая линейная форма, ℎ𝑖 ∈ ZK, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Тогда существует бесконечное множество
простых чисел 𝑝 и нормирований 𝑣 поля K, продолжающих 𝑝 – адическое нормирование поля
Q, таких, что в поле K𝑣

𝐿 (𝑓1 (𝜉) , . . . , 𝑓𝑚 (𝜉)) ̸= 0.

Иными словами, ряды 𝑓1 (𝜉) , . . . , 𝑓𝑚 (𝜉) бесконечно линейно независимы.

Теорема 3. Пусть 𝐹 – ряды 𝑓1 (𝑧) , 𝑓2 (𝑧) , . . . , 𝑓𝑚(𝑧) составляют решение системы (6)
и алгебраически независимы над полем K(𝑧). Пусть 𝜉 ∈ K – регулярная точка системы
(6). Пусть 𝑃 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) – ненулевой многочлен с коэффициентами из ZK. Тогда существу-
ет бесконечное множество простых чисел 𝑝 и нормирований 𝑣 поля K, продолжающих 𝑝 –
адическое нормирование поля Q, таких, что в поле K𝑣

𝑃 (𝑓1 (𝜉) , . . . , 𝑓𝑚 (𝜉)) ̸= 0.
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Иными словами, ряды 𝑓1 (𝜉) , . . . , 𝑓𝑚 (𝜉) бесконечно алгебраически независимы

Сформулированные теоремы имеют приложения к обобщенным гипергеометрическим ря-
дам. Символ Похгаммера определён равенствами

(𝑎)0 = 1, (𝑎)𝑛 = 𝑎 (𝑎+ 1) . . . (𝑎+ 𝑛− 1) , 𝑛 > 1.

Для множества действительных чисел 𝑆 = {𝛼1, . . . , 𝛼𝑟;𝛽1, . . . , 𝛽𝑠}, относительно которых пред-
полагаем, что числа 𝛽1, . . . , 𝛽𝑠 – не целые неположительные, принято обозначать

𝑟𝐹𝑠

(︂
𝛼1 . . . 𝛼𝑟
𝛽1 . . . 𝛽𝑠

; 𝑧

)︂
=

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1)𝑛 . . . (𝛼𝑟)𝑛
(𝛽1)𝑛. . . (𝛽𝑠)𝑛𝑛!

𝑧𝑛− (8)

так называемый обобщённый гипергеометрический ряд. Можно рассматривать несколько бо-
лее общие ряды вида

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1)𝑛 . . . (𝛼𝑟)𝑛
(𝛽1)𝑛. . . (𝛽𝑠)𝑛

𝑧𝑛. (9)

Ряды (8) и (9) относятся к так называемым рядам Жевре порядков 𝑠+ 1− 𝑟 и 𝑠− 𝑟, соответ-
ственно.

Если 𝑟 − 𝑠 < 0, то рассматриваемый ряд (9) представляет собой целую функцию ( ряд
(8) представляет целую функцию при 𝑟 − 𝑠 6 0). К этим случаям относятся показатель-
ная функция, функции Бесселя, функции Куммера и большое количество других, важных в
математике функций. При условии рациональности чисел 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟;𝛽1, . . . , 𝛽𝑠 они входят в
класс 𝐸 – функций Зигеля и к исследованию их значений применим известный метод Зигеля-
Шидловского в теории трансцендентных чисел [1]. Применению этого метода к гипергеомет-
рическим 𝐸 – функциям посвящены работы В. Х. Салихова [8]–[10]. в которых получено
близкое к полному решение проблемы. При 𝑟 − 𝑠 = 0 ряд (9) имеет конечный радиус схо-
димости ( ряд (8) имеет конечный радиус сходимости при 𝑟 − 𝑠 = −1). К таким функциям
относятся логарифмическая функция, гипергеометрическая функция Гаусса, многие алгеб-
раические функции, неполные эллиптические интегралы и др. При условии рациональности
чисел 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟;𝛽1, . . . , 𝛽𝑠 они входят в класс 𝐺 – функций Зигеля и исследованию их посвя-
щены работы А. И. Галочкина [11], Г. В. Чудновского [10], Э. Бомбьери [5], И. Андре [13] и
др.

Если же 𝑟 − 𝑠 > 0, то ряд (9), отличный от многочлена, имеет нулевой радиус сходимости
в поле C. (Ряд (8) имеет нулевой радиус сходимости при 𝑟 − 𝑠 > 0). В этом случае получа-
ются 𝐹 – ряды. Исследованию свойств таких рядов посвящены, например, работы [17]–[20].
В случае, когда среди параметров рассматриваемых гипергеометрических рядов содержатся
иррациональные алгебраические числа, используя аппроксимации Эрмита–Паде, приведен-
ные в [21], удается доказать бесконечную линейную независимость значений таких рядов в
алгебраических точках [22].

Ещё одно направление исследований – вопросы алгебраической независимости элементов
C𝑝 над полем Q𝑝. В работах В. Г. Чирского и П. Бундшу [34], [35], [46], [59] установлены теоре-
мы, дающие достаточные условия алгебраической независимости над полем Q𝑝совокупностей
рядов вида

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑝
𝑟𝑛 ,

где 𝑎𝑛 – единицы кольца Z𝑝, а 𝑟𝑛 – возрастающая последовательность рациональных чисел.
Рассмотрены также задачи об алгебраической независимости над полем Q𝑝 значений анали-
тических функций в точках такого вида.
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