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Аннотация

Развитие техники выдвигает более сложные задачи, эффективное решение которых
связано с уточнением математических моделей изучаемых процессов пластического фор-
моизменения металлических систем (металлов, сталей, цветных сплавов) различных хими-
ческих составов и технологий получения (традиционный слитковый передел, порошковое
производство, наноструктурные материалы). Для построения решения используется инте-
грирование дифференциальных уравнений, описывающих физические процессы, происхо-
дящие при пластическом течении или вариационный подход, основанный на построении
исходного функционала, но в том и другом случае точность математического модели-
рования процесса будет зависеть от принятой математической модели среды. В работе

1Работа выполнена в рамках реализации федеральной целевой программы «Исследование и разработки по
приоритетным направлениям развития научно-технологического комплекса России на 2014-2020 годы» (уни-
кальный идентификатор проекта RFMEF 157717X0271)
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рассмотрены этапы развития различных моделей пластических сред, от простейшей жест-
копластической модели, не учитывающей изменение свойств материала, к более сложным –
вязко пластической модели, учитывающей появление вязкости при повышении температу-
ры обработки и дилатирующей модели, которая позволяет учитывать изменение плотности
материала и тем самым прогнозировать деформационное разрушение. Правильное исполь-
зование математических моделей пластических сред дает возможность повысить точность
расчета технологических режимов, сокращая тем самым время на освоение выпуска новой
продукции и может быть применено для разработки технологических процессов получе-
ния изделий методами аддитивных технологий на основе лазерного спекания и сплавления
порошковых сплавов, технологий термопластической обработки и процессов упрочняющей
химико-термической и термической обработок металлических систем различных химиче-
ских составов.

Ключевые слова: пластическое формоизменение, математическая модель среды, жест-
копластическая, вязкопластическая, дилатирующая, математические соотношения, пла-
стическое течение, металлические системы, порошковые сплавы.
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Abstract

The development of technology puts forward more complex problems, the effective solution
of which is associated with the refinement of mathematical models of the studied plastic forming
processes of metal systems (metals, steels, non-ferrous alloys) of various chemical compositions
and production technologies (traditional ingot processing, powder production, nanostructured
materials). To build a solution, the integration of differential equations to describe the physical
processes occurring during plastic flow or a variation approach based on the construction of
the original functional is used, but in either case the accuracy of the mathematical modelling
of the process will depend on the accepted mathematical model of the medium. The paper
discusses the development stages of different models of plastic media, from a simple rigid-
plastic model, without taking into account the change in the material properties, to more
complex ones - a viscoplastic model that regards the appearance of viscosity with increasing
processing temperature and a dilating model that allows to take into consideration changes in
material density and thereby predict strain destruction. The correct use of mathematical models
of plastic media makes it possible to improve the accuracy of technological regimes calculation,
thereby reducing the time to develop the new product, and can be used for the development
of technological processes for obtaining products by means of the additive technology based
on laser sintering and fusing the powder alloys, thermoplastic processing technologies and
processes of thermochemical hardening and heat treatment of metallic systems of different
chemical compositions.

Keywords: plastic forming, mathematical medium model, rigid-plastic, viscoplastic, dilating,
mathematical correlations, plastic flow, metal systems, powder alloys.
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1. Введение

Пластическая деформация металлов является одним из древнейших видов обработки ме-
таллов давлением. Технологии производства деталей давлением постоянно совершенствуются.
В месте с ними совершенствуются и методы исследований и расчета технологических про-
цессов. Однако развитие техники выдвигает более сложные задачи, эффективное решение
которых связано как с уточнением математических моделей изучаемых процессов, так и с
совершенствованием расчетных методов. Особое значение приобретает точность расчета на-
пряжений, деформаций, температуры, повреждаемости с учетом неравномерности их распре-
деления.
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2. Материалы и методика исследования

Теоретические исследования силовых режимов, деформированного и напряженного состо-
яния для процессов пластического течения различных сред, выполняются на основе основных
математических соотношений. Для построения решения используется интегрирование диффе-
ренциальных уравнений, что связано с большими трудностями математического характера,
особенно в случае исследования нестационарных процессов, так как методы точного инте-
грирования систем уравнений, описывающих пластическое течение, разработаны лишь для
простейших случаев. В связи с этим часто применяется вариационный подход, обладающий
большей общностью при решении задач пластического течения металла, характеризующейся
разнообразными схемами развития жестких и пластических областей. Однако в любом случае
для построения согласованных полей для пластических сред необходимо составление системы
дифференциальных уравнений, которая будет зависеть от принятой математической модели
среды. Рассмотрим этапы совершенствования математических моделей, описывающих пове-
дение материала при пластическом формоизменении различных металлических систем.

3. Жесткопластическая модель среды

Жесткопластическая модель среды применяют к телам, которые при напряжениях ниже
предела текучести не деформируются; течение развивается лишь при напряжениях, удовле-
творяющих условию текучести (𝜎 = 𝜎𝑠) [1]. При достаточно малых нагрузках тело находится
в упругом состоянии. С возрастанием нагрузок в теле возникают области пластической дефор-
мации, для неупрочняющегося материала это будут области текучести. Границы последних
заранее неизвестны и определяются из условий непрерывности. Математические трудности,
возникающие при решении подобных смешанных задач, весьма велики; известны решения
лишь для простейших случаев. В связи с этим приобретают важное значение дальнейшие
возможные упрощения в постановке задачи.

Прежде всего следует упомянуть о часто используемом допущении о не сжимаемости ма-
териала. Это приводит к заметному упрощению уравнений и во многих вопросах является
вполне приемлемым приближением. Однако основная трудность, заключающаяся в необходи-
мости решения смешанной упругопластической задачи, не устраняется (рис. 1).

Рис.1: а) схема упругопластического тела; в) схема упругопластического упрочняющегося
тела

В последнее время получила значительное развитие схема жесткопластического тела; в
этой схеме полностью пренебрегают упругими деформациями. Тогда уравнения пластического
состояния упрощаются; это будет, например, уравнение Сен-Венана-Мизеса (рис. 2).
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Рис.2: б) схема жесткопластического тела; г) схема жесткопластического упрочняющегося
тела

Иными словами, для модуля упругости принимается бесконечное значение, что соответ-
ствует переходу от графика деформации с упругим участком к графику деформации с одной
лишь площадкой текучести. Пунктирные линии со стрелками показывают, как протекает в
обоих случаях разгрузка.

В такой постановке тело остается совершенно недеформируемым (жестким), пока напря-
женное состояние в нем не станет где-либо удовлетворять условию текучести и не возникает
возможность пластического течения. При этом некоторые части тела останутся жесткими, и
нужно найти такие решения в пластических зонах, чтобы скорости на их границах соответ-
ствовали скоростям движения жестких частей.

Естественно, что эта схема не всегда пригодна. Она приведет к подходящему приближен-
ному решению, если пластическая область такова, что ничто не сдерживает развития пла-
стических деформаций. Примером такого рода может служить задача о растяжении полосы с
достаточно большим отверстием; здесь пластическая деформация локализуется в ослабленном
сечении. Благодаря этому пластические деформации могут значительно превзойти упругие,
что оправдывает использование схемы жесткопластического тела.

Если же пластическая область заключена внутри упругой или же пластическое течение
затруднено вследствие особенностей геометрической формы тела или специального характера
граничных условий, то схема жесткопластического тела может привести к значительным по-
грешностям. В ряде случаев (например, при чистом изгибе стержня) упругие области исчезают
лишь при бесконечно большой кривизне, т. е. указанный предельный переход требует анализа
больших деформаций. Отсутствуют теоремы, которые позволили бы судить о близости ре-
шений упругопластических задач к решениям жесткопластических. Тем не менее концепция
жесткопластического тела уже позволила построить ряд новых решений, хорошо подтвер-
жденных опытами, и более правильно сформулировать многие задачи теории пластичности.

В заключение заметим, что, подобно схеме жесткопластического тела (характеризуемого
площадкой текучести), иногда вводится схема жестко-упрочняющегося тела,показанная на
рис. 2г, для случая линейного упрочнения. Здесь также полностью пренебрегают упругими
деформациями.

Математическое моделирование в предположении, что материал жесткопластический,
несжимаемый, изотропный, будем выполнять с использованием следующих основных урав-
нений (2-4):

Условие текучести запишем в виде

𝑓(𝜎ij) = 𝜎𝑢 + 𝑓(𝜉𝑢) = 0 (1)

В приведенных выражениях 𝜉𝑢 и 𝜎𝑢 – соответственно интенсивности скоростей деформаций
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и напряжений, определяемые выражениями

𝜉𝑢 =

√
2

3

√︂
(𝜉𝑥 − 𝜉𝑦)2 + (𝜉𝑦 − 𝜉𝑧)2 + (𝜉𝑧 − 𝜉𝑥)2 +

3

2
(𝜂2𝑥𝑦 + 𝜂2𝑦𝑧 + 𝜂2𝑧𝑥); (2)

𝜎𝑢 =
1√
2

√︂
(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)2 + (𝜎𝑦 − 𝜎𝑧)2 + (𝜎𝑧 − 𝜎𝑥)2 +

3

2
(𝜏2𝑥𝑦 + 𝜏2𝑦𝑧 + 𝜏2𝑧𝑥); (3)

При построении численных решений технологических задач теории пластичности прини-
маем:

– в случае медленного пластического течения уравнение равновесия

1𝑖𝑗,𝑗 = 0; (4)

– определяющие уравнения в формулировке Леви-Мизеса

𝜉𝑖𝑗 =
3

2

𝜉𝑢
1𝑢
𝑠𝑖𝑗 ; (5)

– соотношения связи компонентов скоростей деформаций с компонентами вектора скорости
перемещения

𝜉𝑖𝑗 = (𝜈𝑖,𝑗 + 𝜈𝑗,𝑖)/2; (6)

– условие несжимаемости
𝜉𝑖𝑗 = 0; (7)

– начальные условия для компонентов скорости

𝜈𝑖|𝑡=0 = 𝜈𝑖(𝑡0); (8)

В приведенных выражениях 𝜎𝑖𝑗 – компоненты тензора напряжений; 𝑠𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝑖𝑗 – ком-
поненты девиатора напряжений; 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера; 𝜉𝑖𝑗 – компоненты скоростей дефор-
маций; 𝑣𝑖 – компоненты вектора скоростей; 𝑡 – время; индексы 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3.

Связь между инвариантами 𝜎𝑢, 𝜀𝑢 и 𝜉𝑢 может определяться уравнением состояния в общем
виде

𝜎𝑢 = 𝜎𝑢(𝜀𝑢, 𝜉𝑢, 𝑇, 𝜒𝑘); (9)

где 𝜀𝑢 – интенсивность деформаций; Т – температура; 𝜒𝑘 – физико-структурные параметры,
характеризующие состояние материала в рассматриваемый момент времени и определяемые
соответствующими кинетическими уравнениями. В качестве физико-структурных параметров
обрабатываемых материалов могут, например, рассматриваться скалярные характеристики
поврежденности структуры микродефектами, зернистости поликристаллических агрегатов,
энергетические характеристики необратимых изменений кристаллической решетки и другие.

Рассмотренная система уравнений является замкнутой относительно функций 𝜎𝑖𝑗 , 𝜉𝑖𝑗 и 𝜈𝑖.
Они должны быть проинтегрированы по объему V.

Для построения единственного решения сформулируем граничные условия в любой те-
кущий момент деформирования 𝑡 на поверхности тела S объемом V в предположении, что
поверхность S состоит из трех частей 𝑆 = 𝑆𝑣 ∪ 𝑆𝑠 ∪ 𝑆𝑓 .

На поверхности 𝑆𝑣
𝜈𝑖 = 𝜈*𝑖 , (10)

где ?*𝑖 – заданная скорость перемещения - в технологических задачах, как правило, скорость
инструмента.

На поверхности 𝑆𝑠
𝜈𝑛𝑖 = 𝜈*𝑛𝑖

, (10)
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где ?*𝑛𝑖
– нормальные составляющие скорости. Условие (10) называют иногда условием

обтекания или непроницаемости, согласно которому приконтактные частицы деформируемой
среды перемещаются по поверхности инструмента.

Если, в касательной к поверхности Ss, к плоскости инструмента имеет место скольжение
деформируемого металла со скоростью ?𝑛, направление и величина которой известна, то гра-
ничные условия включают учет трения. Напряжение от сил трения определяется с помощью
какого-либо известного закона трения, который в общем виде определяется выражением

𝜏𝑘 = 𝜏𝑘(𝑓𝑛, 𝜈𝑠, ...), (11)

где 𝑓𝑛 – нормальное давление.
На поверхности 𝑆𝑓 – задается вектор поверхностного напряжения

𝑓𝑖 = 𝑓*𝑖 . (12)

В частном случае, если плоскость свободна от нагрузок, то 𝑓* = 0.
Начальное условие задачи определим в виде задания исходных координат точек тела в

начальный момент времени 𝑡 = 𝑡0

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡) (𝑖 = 1, 2, 3) (13)

Кроме того, в качестве начальных условий можно задавать значения механических и
физико-структурных характеристик в каждой точке тела.

Решение сформулированной задачи ищется в виде совокупности функций:

𝜈𝑖 = 𝜈𝑖 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ; 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ; (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3) (14)

в пределах пластически деформируемого объема V, которые связаны системой уравнений (1-8)
и граничными условиями (9-13).

Известно, что сформулированная выше система уравнений, для решения статических за-
дач может трактоваться как система уравнений типа Эйлера для некоторого функционала и
решение их эквивалентно исследованию на экстремум соответствующего функционала. Для
решения технологических задач ОМД будем использовать принцип возможных перемещений
с представлением соответствующего функционала для множественных состояний деформиру-
емого тела. В качестве возможных перемещений принимаются величины, пропорциональные
скоростям перемещений точек деформируемой среды. Для нестационарной стадии деформи-
рования задача решается шаговым методом, т. е. функционал рассматривается справедливым
на некотором достаточно малом временном отрезке △𝑡.

Вводятся следующие допущения:
– весь материал в рассматриваемом объеме V находится в пластическом состоянии;
– значение интенсивности напряжений 𝜎𝑢 = 𝜎𝑠 (𝜎𝑠 – сопротивление материала пластиче-

ской деформации), в рассматриваемый момент времени, задано (или вычислено) по известно-
му с предыдущего шага решению в соответствии с уравнением состояния (6);

– ускорение материала на текущем шаге решения задачи не варьируется, а плотность ма-
териала в процессе всего периода деформирования остается неизменной и принимается равной
ее начальному значению.

Касательное напряжение трения на контактной поверхности определяется по закону
Прандтля

𝜏𝑘 = 𝜇𝜏𝑠 (15)

где 𝜇 – коэффициент трения по напряжению текучести (0 6 𝜇 6 1) иногда коэффициент
𝜇 называют фактором трения. Величина 𝜏𝑠 принимается осредненной, а коэффициент 𝜇 –
постоянным, по всей поверхности контакта.
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Функционал полной мощности для вычисление силовых режимов, эквивалентный системе
уравнений с учетом принятых допущений для статической задачи принимает следующий вид

𝐽 =

∫︁
𝑉
1𝑢𝜉𝑢𝑑𝑉 +

∫︁
𝑆𝑠

𝜇𝜏𝑠| 𝜈𝑠𝑖 | 𝑑𝑆 −
∫︁
𝑆𝑓

𝑓*𝑖 𝜈𝑖𝑑𝑆 , (16)

где 𝑓*𝑖 – известное напряжение на поверхности тела.
Согласно принципу Журдена действительное поле скоростей, в отличие от всех кинемати-

чески возможных, сообщает функционалу полной мощности минимальное значение.
Минимум функционала (16) должен быть найден для класса функций, соответствующих

условию несжимаемости. При численном решении задачи поле скоростей приближается к дей-
ствительному всегда с ограниченной точностью и для жесткопластического течения условие
несжимаемости должно быть выполнено в пределах этой точности. Отклонение от него в пре-
делах заданной точности не оказывает существенного влияния на полученное решение.

4. Вязкопластическая модель среды

Соединение вязких и пластических элементов приводит к так называемым вязкопластиче-
ским средам. Подобная модель впервые была предложена Ф. Н. Шведовым и, независимо от
него Бингамом для описания движения структурообразующих суспензий в условиях чистого
сдвига. Позже А. А. Ильюшин предложил [5] пространственное обобщение уравнения состо-
яния Шведова-Бингама и решил ряд задач для случая плоских течений вязкопластической
среды, имея ввиду приложение полученных результатов к задачам о течении металлов. При
этом закон деформации имеет вид [1]

𝜎 = 𝜎𝑠 + 𝜇
𝑑𝜀

𝑑𝑡

где 𝜎𝑠 – предел текучести, 𝜇 – коэффициент вязкости.
Эта схема отражает тот факт, что для многих веществ заметное течение появляется лишь

при определенной нагрузке; скорость течения при этом зависит от вязкости среды. Вязкопла-
стическими свойствами характеризуются многие реальные вещества – металлы при достаточ-
но высоких температурах, густые смазочные вещества. Совершенствование многих техноло-
гических процессов (горячей и полугорячей обработки металлов) требует изучения движения
вязкопластических материалов, основывающихся на уравнениях вязкопластического течения.
Рассмотрим более подробно вязкопластическую среду, которая находит широкое практическое
применение.

Математическое моделирование в предположении, что материал вязкопластический, будем
выполнять с использованием следующих основных уравнений [1]:

Условие несжимаемости запишем в виде

𝜀𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗 = 0 (17)

Далее, компоненты напряжения 𝜎𝑖𝑗 складываются из компонент напряжения 𝜎
/
𝑖𝑗 связанных

с пластическими свойствами, и компонент напряжения 𝜎//𝑖𝑗 , вызываемых вязким сопротивле-
нием

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎
/
𝑖𝑗 + 𝜎

//
𝑖𝑗 (18)

Компоненты напряжения 𝜎/𝑖𝑗 определяются уравнениями теории пластичности Мизеса,

𝑠
/
𝑖𝑗 =

2𝜏𝑠
𝐻
𝜀𝑖𝑗 (19)
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причем удовлетворяется условие текучести Мизеса

𝑠
//
𝑖𝑗 𝑠

/
𝑖𝑗 = 2𝜏2𝑠 (20)

Пусть вязкое сопротивление следует закону линейной вязкости Ньютона,

𝑠
//
𝑖𝑗 = 2𝜇/𝜀𝑖𝑗(3𝜇

/ = 𝜇) (21)

Складывая напряжения, приходим к соотношения вязкопластической среды

𝑠𝑖𝑗 = 2
(︁ 𝜏𝑠
𝐻

+ 𝜇/
)︁
𝜀𝑖𝑗 (22)

Отсюда вытекает зависимость

𝑇 = 𝜏𝑠 + 𝜇/𝐻 (23)

являющаяся обобщением уравнения (22).
Зависимости (23) вместе с условием несжимаемости (17) и тремя уравнениями движения

образуют систему десяти уравнений для десяти неизвестных функций 𝑠𝑖𝑗 , 𝜎, 𝜐𝑖.
Подставляя компоненты напряжения согласно (23) в дифференциальные уравнения рав-

новесия, получим (вместе с уравнением несжимаемости (18) систему четырех уравнений для
среднего давления 𝜎 и составляющих скорости 𝜐𝑖 эта система имеет сложный вид и здесь нет
смысла ее выписывать.

Для вычисления силовых режимов процесса пластического деформирования вязкопласти-
ческих сред используем функционал полной мощности, эквивалентный системе уравнений.
Исходя из метода баланса мощностей [6, 7] записывается некоторый функционал, составляю-
щие которого полностью характеризуют состояние деформируемой среды в данных условиях
обработки, представляющий собой разность мощностей внутренних и внешних сил, действу-
ющих на систему:

𝑊внутр. −𝑊внеш. = 0. (24)

Под мощностью внутренних сил понимаются затраты мощности, определяемые выраже-
нием:

𝑊внутр. =𝑊пл. +𝑊вяз. (25)

где 𝑊пл. – пластическая компонента мощности; 𝑊вяз. – вязкая компонента мощности.
Под мощностью внешних сил понимается мощность, получаемая от воздействия осевой

деформирующей нагрузки.
Запишем функционал в форме, непосредственно используемой для расчета вязкопласти-

ческих сред.

𝐼 =

∫︁
𝜈
𝜏𝑠𝐻𝑑𝑣 +

∫︁
𝜈

1/2𝜇𝐻
2𝑑𝑣 −

∫︁
𝐹 *
𝑥⃗𝑣⃗0𝑑𝐹

* = 0, (26)

где 𝜏𝑠 – предел текучести сдвига; 𝜇 – коэффициент вязкости; Н – интенсивность скорости
деформации сдвига; 𝐹 – площадь поверхности разрыва; −→𝑥 – вектор поверхностных сил; −→𝑣0 –
вектор скорости движения инструмента (скорости деформирования); 𝐹 * – площадь поверхно-
сти воздействия внешних сил.
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5. Дилатирующая среда

Необходимость учета необратимого изменения объема материала возникает при расчетах
многих технологических процессов, например, формования порошковых материалов, обработ-
ки давлением и резанием пористых металлов, уплотнения и резания грунтов, истечения сы-
пучих материалов при выпуске их из емкостей, проникания тел различной формы в пористые
среды, закрытой прокладке трубопроводов способом прокола и т.д. Проводимые исследования
пластического формоизменения дилатирующих материалов показывают, что эксплуатацион-
ные свойства изделий зависят не только от механических характеристик, но и от физико-
структурных свойств обрабатываемых материалов, к которым относится и повреждаемость
материала дефектами деформационного характера, связанная с пластическим разрыхлением
(или уплотнением) мезоструктуры деформируемого материала. Известно, что основным фи-
зическим механизмом повреждаемости металлов при их больших пластических деформациях,
является порообразование. Порообразование (наличие объемной фракции пор) в условиях пла-
стической деформации, имеющей сдвиговую физическую природу, приводит к необратимому
изменению объема деформируемого материала – его пластической дилатансии.

В результате экспериментальных и теоретических исследований, выполненных в нашей
стране и за рубежом, разработаны некоторые методы расчета основных параметров процессов
пластического деформирования дилатирующих материалов.

Качественное проектирование технологических процессов основывается как на передовом
производственном опыте, так и на теоретическом и экспериментальном анализах этих процес-
сов. Определяющие соотношения деформационной повреждаемости современной механики
повреждаемости (Damage Mechanics) строятся на эффекте дилатансии. Следует также отме-
тить, что решение этой задачи требует детального учета локальных свойств обрабатываемого
материала, связанных с неоднородным распределением напряжений, скоростей, деформаций и
пластической дилатансии. Предполагается использование и основных положений теории дви-
жения сплошной среды т. е. исследование кинетики пластической деформации, что возможно
только с в сочетании современных методов теории пластичности и механики повреждаемости
металлических материалов, а также и достижений вычислительной техники.

Явление пластической дилатансии впервые было обнаружено в 1885 г. О. Рейнольдсом
[8] в 1885 г. в опытах с песком и объяснено с помощью простейшей математической модели
механического поведения песка в виде системы одинаковых жестких регулярно упакованных
шаров. При наиболее плотной укладке шаров на плоскости каждый из них соприкасается с
шестью соседними шарами, а при наименее плотной – с четырьмя; поэтому в первом случае
сдвиг вызывает разрыхление – переход к менее плотной упаковке шаров, а во втором случае –
уплотнение – переход к более плотной упаковке. Первый случай соответствует положительной
дилатансии – увеличению объема, а второй – отрицательной – уменьшению объема. В класси-
ческой теории пластичности [9, 10] рассматриваются несжимаемые материалы (как правило,
компактные металлы), не проявляющие дилатансии.

В развитие идей О. Рейнольдса рядом авторов были предложены более сложные матема-
тические модели, связанные с различными способами укладки жестких шаров в пространстве,
использовавшиеся не только для качественного объяснения, но и для количественного описа-
ния эффекта дилатансии [11, 12]. Возможности такого подхода обусловлены тем, что геомет-
рические характеристики различных правильных шаровых упаковок существенно отличаются
друг от друга. Например, координационное число (количество соседних контактов) простой
кубической упаковки равно 6, а коэффициент компактности (отношение объема шаров ко все-
му объему, включая пустоты между шарами) – 52,36 %; те же величины для ромбоэдрической
упаковки равны соответственно 12 и 74,05 %.

Кроме того, во многих случаях дилатирующие материалы подвергаются преимущественно-
му уплотнению. Таковы, например, процессы прокатки, экструзии и прессования порошковых
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и пористых металлов и сплавов [13-19].
Поэтому в связи с необходимостью учета уплотнения материала гипотеза о связно-сыпучей

среде, соответствующей идеальной пластичности, встретила ряд возражений, опиравшихся на
экспериментальные результаты.

Необходимые обобщения условия, обеспечивавшие в той или иной степени согласование
теории дилатансии с экспериментами, выполнили в 1957 г. Д. Друккер, Р. Гибсон и Д. Хенкель,
в 1959 г. – Э. Дженике и Р. Шилд, в 1969 г. – Н. Су, Дж. Вейдлер и П. Пэсли, в 1970 г.
– Ф. Димаджио и И. Сандлер, – полученные ими результаты [20] сводились в основном к
построению замкнутых поверхностей текучести в пространстве напряжений.

Наибольшее распространение в расчетах технологических процессов порошковой метал-
лургии получили квадратичное условие текучести Р. Грина [21].

Рис.3: Обобщенное условие текучести Грина.

Основные соотношения пластического течения дилатирующих сред содержат уравнение
неразрывности

𝜌

(︂
𝑣

𝜕𝑟
+
𝑣

𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︂
+ 𝑣

𝜌

𝜕𝑟
+ 𝑤

𝜌

𝜕𝑧
= 0 (27)

где 𝜌 – плотность среды, 𝜌 = 𝜌0 (𝑒𝑥𝑝− 𝜀); 𝜌0 – начальная плотность; 𝜀 – объемная деформация
(дилатансия), 𝜀 =

∫︀
𝜀̇𝑑𝑡; 𝜀̇ – скорость дилатансии; 𝑡 – время.

Выписанные соотношения для пластического формоизменения позволяют составить ос-
новное энергетическое уравнение, которое характеризует состояние материала при данных
условиях обработки.

Для анализа указанных процессов деформации, исходя из баланса мощности внутренних
и внешних сил можно составить энергетический функционал, который полностью характери-
зуют состояние деформируемой среды в данных условиях обработки.

Под мощностью внешних сил понимается мощность, получаемая от воздействия осевой
деформирующей нагрузки. Запишем составляющие мощности внешних и внутренних сил в
форме, непосредственно используемой для расчета:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑊пл. =

∫︀
𝑉

𝜎𝑖𝑗 · 𝜀̇𝑖𝑗 𝑑𝑉

𝑊𝑚𝑝. =
∫︀
𝐹𝑘

𝑓 · 𝜏𝑠 · [𝜈𝑘] 𝑑𝐹𝑘

𝑊внешн. =
∫︀
𝑆*

−→
𝑋 ·

−→
𝑉 𝑑𝑆

где 𝜎𝑖𝑗 – компоненты тензора напряжений; 𝜀̇𝑖𝑗 – компоненты тензора скоростей деформа-
ции; V – объём; f – коэффициент трения; [𝜈𝑘] – скорость скольжения металла по инструменту;

𝐹𝑘 – площадь контакта границы с инструментом;
−→
𝑋 – вектор поверхностных сил;

−→
𝑉 – век-

тор скорости движения инструмента (скорости деформирования); 𝑆 – площадь торца рабочей
части инструмента.

Таким образом, с учетом всего вышеизложенного, общее выражение функционала, описы-
вающего состояние деформируемой среды в произвольный момент времени, имеет вид:∫︁ .

𝑉

(︁
??̇ + 𝑇𝐻

)︁
+

∫︁ .

𝐹
𝑓?𝑠 [?𝑘] 𝑑𝐹𝑘 +

∫︁ .

𝑆
𝑋 𝑉 𝑑𝑆 = 0 (28)

Функционал (28) используется для анализа процессов пластического формоизменения ди-
латирующих сред при статических скоростях деформации.

6. Заключение

В работе показано, что использование различных моделей пластических сред: жесткопла-
стическая, вязкопластическая, дилатирующая, позволяет повышать точность расчета напря-
жений, деформаций, температуры, повреждаемости с учетом неравномерности их распреде-
ления при решении прикладных задач.

Сформулированы их основные определяющие соотношения пластического формоизмене-
ния и составлены энергетические функционалы, позволяющие определять кинематику тече-
ния материала, силовые, температурные режимы, напряженное и деформированное состо-
яния, деформационную повреждаемость. Таким образом, можно построить связанные поля
основных физических процессов, происходящих в материале при пластических деформациях.
Это позволяет теоретически прогнозировать и определять параметры технологических про-
цессов с визуализацией схем процессов и исследованием кинетики, полученных значений в
виде графиков.

Полученные результаты исследований могут быть применены для разработки технологи-
ческих процессов получения изделий методами аддитивных технологий с использованием ла-
зерного воздействия на поликристаллические металлические системы (спекание и сплавление
порошковых сплавов), технологий термопластической обработки и технологий упрочняющей
химико-термической и термической обработок металлических систем различных химических
составов, разработки оптимальных режимов ресурсосберегающих процессов термопластиче-
ской обработки сталей и сплавов с использованием различных методов оптимизации, матема-
тического анализа и теории приближений [22-32].
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