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Аннотация

В статье рассказано об арифметических свойствах значений некоторых 𝐹–рядов. 𝐹–ряд
– это ряд вида

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 · 𝑛! 𝑧𝑛,

коэффициенты 𝑎𝑛 которого принадлежат некоторому алгебраическому полю K конечной
степени над полем Q. При этом наибольшая из абсолютных величин сопряженных с 𝑎𝑛 чи-
сел не превосходит величину 𝑒𝐶1𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . .. Кроме того, существует последовательность
натуральных чисел 𝑑𝑛 = 𝑑0,𝑛𝑞

𝑛, 𝑞 ∈ N, такая, что 𝑑𝑛𝑎𝑘 ∈ ZK, 𝑛 = 0, 1, . . ., 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛.
При этом 𝑑0,𝑛 делится только на простые числа 𝑝, 𝑝 6 𝐶2𝑛 и

𝑜𝑟𝑑𝑝𝑑0,𝑛 6 𝐶3

(︂
log𝑛𝑝 +

𝑛

𝑝2

)︂
.

Устанавливается некоторая общая теорема, подобная теореме В.Х. Салихова для 𝐸–
функций. Эта теорема дает условие алгебраической независимости над C(𝑧) для 𝐹–рядов,
каждый из которых является решением линейного дифференциального уравнения первого
порядка. Приведем примеры применения этой общей теоремы к некоторым гипергеомет-
рическим рядам.

Полученные результаты позволяют применять общие теоремы В.Г. Чирского об ариф-
метических свойствах значений 𝐹–рядов.

В результате получено, что значения рассматриваемых рядов как в алгебраических
точках, так и в полиадических точках, хорошо приближаемых натуральными числами,
бесконечно алгебраически независимы.

В работе также упомянуты некоторые приложения полиадических и почти полиадиче-
ских чисел к ряду задач.

Ключевые слова: 𝐹 – ряды, бесконечная алгебраическая независимость, полиадические
числа.
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Abstract

The paper describes certain arithmetic properties of values of 𝐹–series, i.e. of series of the
form

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 · 𝑛! 𝑧𝑛.

Here 𝑎𝑛 ∈ K, a certain algebraic number field of a finite degree over Q. The maximum of the
absolute values of the conjugates to 𝑎𝑛 doesn’t exceed 𝑒𝐶1𝑛.

Also there exists a sequence of rational integers
𝑑𝑛 = 𝑑0,𝑛𝑞

𝑛, 𝑞 ∈ N, 𝑛 = 0, 1, . . . such that 𝑑𝑛𝑎𝑘 ∈ ZK, 𝑛 = 0, 1, . . ., 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛.
Meanwhile 𝑑0,𝑛 is divisible only by primes 𝑝, 𝑝 6 𝐶2𝑛 and

𝑜𝑟𝑑𝑝𝑑0,𝑛 6 𝐶3

(︂
log𝑛𝑝 +

𝑛

𝑝2

)︂
.

Some general theorem is proved in analogy to Salikhov’s theorem for the 𝐸–functions.
It gives conditions of the algebraic independence over C(𝑧) of a set of 𝐹–series, each being

a solution of a linear differential equation of the first order.
Certain applications to hypergeometric series are given.
The results allow to apply general theorems after V.G. Chirskii on the atrithmetic properties

of the values of 𝐹–series.
The result is that the values of the considered series at algebraic points, as well as at polyadic

points, which are well approximable by rational integers, are infinitely algebraically independent.
The paper also mentions some applications of polyadic and almost polyadic numbers to some

practical problems.
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1. Введение

Основные понятия теории полиадических чисел изложены в книге А. Г. Постникова [1].
Подробное изложение метода Зигеля–Шидловского содержится в книге А. Б. Шидловского
[2]. Теория арифметических свойств 𝐹–рядов рассматривается в работах [3]–[26].
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2. Основная часть. Формулировки теорем

Назовем полиадическое число a алгебраическим, если существует отличный от нуля мно-
гочлен 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами такой, что полиадическое число 𝑃 (a) равно нулю, т.е.
для любого простого числа 𝑝 в кольце Z𝑝 выполнено равенство 𝑃 (𝑎(𝑝)) = 0.

Полиадическое число, которое не является алгебраическим, естественно называть транс-
цендентным полиадическим числом. В этом случае для любого отличного от нуля многочлена
𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами существует хотя бы одно простое число 𝑝 такое, что в кольце
Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃 (𝑎(𝑝)) ̸= 0.

Будем называть полиадическое число бесконечно трансцендентным, если для любого от-
личного от нуля многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами существует бесконечное множе-
ство простых чисел 𝑝 таких, что в кольце Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃 (𝑎(𝑝)) ̸= 0.

Наконец, будем называть полиадическое число глобально трансцендентным, если для лю-
бого отличного от нуля многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами и любого простого числа
𝑝 в кольце Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃 (𝑎(𝑝)) ̸= 0.

Отметим, что из бесконечной трансцендентности a не следует трансцендентность 𝑎(𝑝) хотя
бы для одного простого числа 𝑝.

Назовем полиадические числа a1, . . . , a𝑚 алгебраически зависимыми, если существует от-
личный от нуля многочлен 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) с целыми коэффициентами такой, что полиадическое
число 𝑃 (a1, . . . , a𝑚) равно нулю, т.е. для любого простого числа 𝑝 в кольце Z𝑝 выполнено ра-
венство 𝑃 (𝑎(𝑝)1 , . . . , 𝑎

(𝑝)
𝑚 ) = 0.

Полиадические числа a1, . . . , a𝑚 называются алгебраически независимыми, если для любо-
го отличного от нуля многочлена 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) с целыми коэффициентами существует хотя

бы одно простое число 𝑝 такое, что в кольце Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃 (𝑎
(𝑝)
1 , . . . , 𝑎

(𝑝)
𝑚 ) ̸= 0.

Будем называть полиадические числа бесконечно алгебраически независимыми, если для
любого отличного от нуля многочлена 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) с целыми коэффициентами существу-
ет бесконечное множество простых чисел 𝑝 таких, что в кольце Z𝑝 выполнено неравенство

𝑃 (𝑎
(𝑝)
1 , . . . , 𝑎

(𝑝)
𝑚 ) ̸= 0.

Наконец, будем называть полиадические числа глобально алгебраически независимыми,
если для любого отличного от нуля многочлена 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) с целыми коэффициентами и

любого простого числа 𝑝 в кольце Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃 (𝑎
(𝑝)
1 , . . . , 𝑎

(𝑝)
𝑚 ) ̸= 0.

Термин почти полиадическое число использован для обозначения того случая, когда рас-
сматриваемый ряд сходится во всех полях Q𝑝, кроме, быть может, конечного их числа.

Термины алгебраическое почти полиадическое число, трансцендентное почти полиади-
ческое число, бесконечно трансцендентное почти полиадическое число, глобально трансцен-
дентное почти полиадическое число,алгебраически зависимые почти полиадические числа,
алгебраически независимые почти полиадические числа, бесконечно алгебраически независи-
мые почти полиадические числа, глобально алгебраически независимые почти полиадические
числа определяются аналогично.

Отметим, что из бесконечной трансцендентности a не следует трансцендентность 𝑎(𝑝) хотя
бы для одного простого числа 𝑝.

Теорема 1. Пусть
𝑓1(𝑧), . . . , 𝑓𝑚(𝑧) (1)

представляют собой трансцендентные 𝐹–ряды с целыми коэффициентами, составляющие
решение системы вида

𝑃1,𝑖𝑦
′
𝑖 + 𝑃0,𝑖𝑦𝑖 = 𝑄𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

где 𝑃0,𝑖, 𝑃1,𝑖, 𝑄𝑖 ∈ Q(𝑧).
(2)
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Пусть 𝜉 ∈ Z, 𝜉 ̸= 0, 𝜉 отлично от особых точек системы (2), а также выполняются
следующие условия:

exp

(︂∫︁ (︂
𝑃0,𝑖(𝑧)

𝑃1,𝑖(𝑧)
− 𝑃0,𝑗(𝑧)

𝑃1,𝑗(𝑧)

)︂
𝑑𝑧

)︂
̸∈ C(𝑧), 𝑖 ̸= 𝑗. (3)

Тогда почти полиадические числа 𝛼1 = 𝑓1(𝜉), . . . , 𝑓𝑚(𝜉) = 𝛼𝑚 бесконечно алгебраически неза-
висимы.

Пусть K – алгебраическое числовое поле конечной степени 𝜅 над полем Q

Теорема 2. Пусть
𝑓1(𝑧), . . . , 𝑓𝑚(𝑧) (4)

представляют собой трансцендентные 𝐹–ряды с целыми коэффициентами, составляющие
решение системы вида

𝑃1,𝑖𝑦
′
𝑖 + 𝑃0,𝑖𝑦𝑖 = 𝑄𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

где 𝑃0,𝑖, 𝑃1,𝑖, 𝑄𝑖 ∈ Q(𝑧),
(5)

а также выполняются следующие условия:

exp

(︂∫︁ (︂
𝑃0,𝑖(𝑧)

𝑃1,𝑖(𝑧)
− 𝑃0,𝑗(𝑧)

𝑃1,𝑗(𝑧)

)︂
𝑑𝑧

)︂
̸∈ C(𝑧), 𝑖 ̸= 𝑗. (6)

Пусть 𝜃𝑘 – целые числа из K и

𝜉 =

∞∑︁
𝑘=0

𝜃𝑘, Θ𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜃𝑖.

Пусть 𝜀 > 0, 0 < 𝛿 < 1, 𝑑 ∈ N, 𝑀 = (𝑚+𝑑
𝑚 ) и существует бесконечное множество номеров 𝑛

таких, что для всех простых чисел 𝑝 таких, что 𝑝 6 exp
(︀
ln1+2𝜀

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒)︀
, и любого нормирова-

ния 𝑣, продолжающего 𝑝 – адическое нормирование в поле K, выполнено неравенство

|𝜉 −Θ𝑛|𝑣 < exp
(︀
− (𝑀 − 1 + 𝛿) exp

(︀
ln1+𝜀

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒)︀
ln1+2𝜀

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒)︀
.

Пусть последовательность ℎ𝑛 определена равенством

lnℎ𝑛 = 𝛿 exp
(︀
ln1+𝜀

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒)︀
ln1+𝜀

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒
− 𝑐4 exp

(︀
ln1+𝜀

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒)︀
ln(1+𝜀)/2

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒
,

где 𝑐4 = 2 + 𝑐5 при 𝜀 6 1 и 𝑐4 = 2 при 𝜀 < 1, а

𝑐5 =𝑀2
(︀
𝑐*1 log𝑝 𝑞

* + 1.25𝑐*2𝑐
*
3 + 2𝑐*3 + 5

)︀
.

Тогда существует эффективная постоянная 𝑛0 такая, что для любого отличного от тож-
дественного нуля многочлена 𝑃 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) степени 𝑑 по совокупности переменных с коэф-
фициентами из ZK, высота которого ℎ удовлетворяет условиям ℎ𝑛−1 < ℎ 6 ℎ𝑛 при 𝑛 > 𝑛0,
существует простое число 𝑝 в интервале⃒⃒

Θ𝑛

⃒⃒
6 𝑝 6𝑀 exp

(︀
ln1+𝜀

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒)︀
и нормирование 𝑣, продолжающее 𝑝 – адическое нормирование в поле K, такие, что в поле
K𝑣

|𝑃 (𝑓1(𝜉), . . . , 𝑓𝑚(𝜉))|𝑣 > exp

(︃
− lnℎ+

(︃
−𝑀 − 1

𝛿
− 𝑐4 (𝑀 − 1) (1− 𝛿)

𝛿 (ln lnℎ𝑛)
𝜀/(1+𝜀)

)︃
lnℎ𝑛

)︃
= exp (−𝐵 (ℎ, ℎ𝑛)) .

Иными словами, 𝑓1(𝜉), . . . , 𝑓𝑚(𝜉) бесконечно алгебраически независимые почти полиадические
числа.
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Пусть Φ(𝑘,𝑁) – 𝑁 – кратное возведение в степень и 𝑛𝑁 = Φ(𝑘,𝑁).

Φ(𝑘,𝑁) = 𝑘𝑘
...𝑘⏟  ⏞  

N кратное возведение в степень

Следствие 1. Для любых натуральных чисел 𝑘,𝑁 и всякого простого числа 𝑝 ряд

𝜉 =
∞∑︁
𝑚=0

(𝑛𝑚)!

представляет собой трансцендентный над Q элемент Z𝑝 и удовлетворяет условию теоремы
2.

Теорема 3. Пусть
𝑓1(𝑧), . . . , 𝑓𝑚(𝑧) (7)

представляют собой трансцендентные 𝐹–ряды с целыми коэффициентами, составляющие
решение системы вида

𝑃1,𝑖𝑦
′
𝑖 + 𝑃0,𝑖𝑦𝑖 = 𝑄𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

где 𝑃0,𝑖, 𝑃1,𝑖, 𝑄𝑖 ∈ Q(𝑧).
(8)

Пусть выполняются следующие условия:

exp

(︂∫︁ (︂
𝑃0,𝑖(𝑧)

𝑃1,𝑖(𝑧)
− 𝑃0,𝑗(𝑧)

𝑃1,𝑗(𝑧)

)︂
𝑑𝑧

)︂
̸∈ C(𝑧), 𝑖 ̸= 𝑗. (9)

тогда ряды 𝑓1(𝑧), . . . , 𝑓𝑚(𝑧) алгебраически независимы над C(𝑧).

Теорема 4. Почти полиадические числа a𝑖, определенные равенствами

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑖 (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖) . . . (𝑎𝑖 + (𝑛− 1) 𝑏𝑖) = a𝑖, (10)

где 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ Z, (𝑎𝑖, 𝑏𝑖) = 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚;

𝑎𝑖
𝑏𝑖

− 𝑎𝑗
𝑏𝑗

̸∈ Z, 𝑖 ̸= 𝑗

бесконечно алгебраически независимы.

Уточним теорему 4 в представляющем интерес частном случае.

Теорема 5. Для любого ненулевого многочлена 𝑃 (𝑥) ∈ Z[𝑥] существует бесконечное
множество непересекающихся интервалов
(𝑃н(ln𝐻), 𝑃в(ln𝐻)), где 𝑃н(𝑥), 𝑃в(𝑥) определены равенствами

𝑃н(𝑥) = ℓ
(︁ 𝑥

ln𝑥

)︁
, 𝑃в(𝑥) = 𝑢

⎛⎝ 𝑥

ln𝑥

⎛⎝1 +
2(𝑚+ 3 + (𝑚− 1)𝑐5)(︀

ln
(︀

𝑥
ln ln𝑥

)︀)︀ 1
2

⎞⎠⎞⎠
, в каждом из этих интервалов содержится простое число 𝑝 такое, что в поле Q𝑝 элемент
a ∈ Q𝑝, определенный равенством

a = 1 +
∞∑︁
𝑛=1

𝜆(𝜆+ 1) . . . (𝜆+ (𝑛− 1)) 𝑏𝑛

, удовлетворяет неравенству 𝑃 (a) ̸= 0.
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Теорема 6. Пусть числа 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 определяются условиями: при 𝑠 > 𝜎1 выполнено

𝑠 >
(︀
|𝜆| − 1

2

)︀
ln 𝑠, при 𝑠 > 𝜎2 выполнены неравенства 𝑠 > 𝜎1 и (𝑠 + 1)

√
ln 𝑠 > ln(𝑠 + 1)𝑒

4√
ln 𝑠,

при 𝑠 > 𝜎3 выполнены неравенства 𝑠 > 𝜎2 и ln 𝑠 > 𝐶1 +3
√
ln 𝑠. Рассматриваем теперь после-

довательность 𝑠𝑘 ∈ N такую, что 𝑠1 > 𝜎3 и для каждого 𝑘 > 1 выполняются неравенства

𝑒
4
√

ln 𝑠𝑘+1 > 𝑎+ 𝑏 𝑠𝑘.

Тогда отрезки [︁
𝑒

4√ln 𝑠𝑘 , 𝑎+ 𝑏 𝑠𝑘

]︁
, 𝑘 = 1, 2, . . .

не пересекаются и в каждом из них есть простое число 𝑝 такое, что в поле Q𝑝 выполнено
неравенство.

1 +
∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑎+ 𝑏) . . . (𝑎+ 𝑏(𝑛− 1)) ̸= 0 (11)

Теорема 7. Пусть 𝜉 - полиадическое число, обладающее следующими свойствами:

(i) Существует бесконечное множество полиадических чисел 𝜏𝑠, 𝑠 ∈ N таких, что

𝜉 = 𝛽𝑠 + 𝜏𝑠, 𝛽𝑠 ∈ N, 𝛽𝑠 6 𝐶1𝑒
√
ln 𝑠 (12)

(ii) Для всех простых чисел 𝑝, 𝑝 6 𝑎+ 𝑏𝑠, выполнено неравенство

|𝜏𝑠|𝑝 = |𝜉 − 𝛽𝑠|𝑝 < 𝑒−𝑠 ln 𝑠−2𝑠
√
ln 𝑠−𝐶2𝑠. (13)

Тогда существует бесконечное множество простых чисел 𝑝 таких, что в поле Q𝑝 спра-
ведливо неравенство

1 +

∞∑︁
𝑛=1

𝜆 (𝜆+ 1) . . . (𝜆+ (𝑛− 1)) 𝜉𝑛 ̸= 0. (14)

Теорема 8. Асимптотическая оценка длины 𝑘 разложения

𝑁 =
𝑘∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛 · 𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}, 𝑎𝑘 ̸= 0

имеет вид

𝑘 ∼ ln𝑁

ln ln𝑁
, 𝑁 → +∞.

Количество вспомогательных вычислений, используемых в алгоритме полиадического
разложения числа 𝑁 , имеет асимптотическую оценку с главным членом вида

1

2

(︂
ln𝑁

ln ln𝑁

)︂2

, 𝑛→ +∞.

3. Заключение

В работе получены теоремы об арифметических свойствах значений некоторых 𝐹– ря-
дов. Кроме того указаны возможные приложения теории полиадических чисел, открывающие
дальнейшие перспективы для исследований.
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