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Аннотация

Абелева группа 𝐺 называется 𝑇𝐼-группой если любое ассоциативное кольцо с адди-
тивной группой 𝐺 является филиальным. Абелева группа называется 𝑆𝐼-группой (𝑆𝐼𝐻 -
группой), если любое (ассоциативное) кольцо с аддитивной группой 𝐺 является 𝑆𝐼-
кольцом (гамильтоновым кольцом). В работе в классе редуцированных алгебраически ком-
пактных абелевых групп описаны 𝑇𝐼-группы, а также 𝑆𝐼-группы и 𝑆𝐼𝐻 -группы.
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Abstract

An abelian group 𝐺 is called a 𝑇𝐼-group if every associative ring with additive group 𝐺 is
filial. An abelian group 𝐺 such that every (associative) ring with additive group 𝐺 is an 𝑆𝐼-ring
(a hamiltonian ring) is called an 𝑆𝐼-group (an 𝑆𝐼𝐻 -group). In this paper, 𝑇𝐼-groups, as well as
𝑆𝐼-groups and 𝑆𝐼𝐻 -groups are described in the class of reduced algebraically compact abelian
groups.
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1. Введение

Изучение взаимосвязи между свойствами кольца и строением его аддитивной группы име-
ет долгую историю в алгебре (см., например, [1–5]), а также вызывает интерес у современных
алгебраистов ([6–8] и других), наиболее полные обзоры содержатся в [9] и [10].

Для определения кольцевой структуры на абелевой группе 𝐺 необходимо указать гомо-
морфизм 𝜇 : 𝐺 ⊗ 𝐺 → 𝐺, который называется умножением на группе 𝐺. Абелева группа с
заданным на ней умножением называется кольцом на этой группе. В [11] получено описание
всех умножений на редуцированной алгебраически компактной абелевой группе, которое вы-
являет тесную связь между кольцевыми структурами и базисными подмодулями 𝑝-адических
компонент и дает удобный метод построения алгебраически компактных колец. На основании
этого описания в настоящей работе исследуются свойства колец на редуцированных алгебраи-
чески компактных абелевых группах. Изучение колец на алгебраически компактных группах
обусловлено и следующим фактом. В [9] показано, что умножение на произвольной абелевой
группе продолжается однозначно до умножения на ее сервантно-инъективной и копериоди-
ческих оболочках, поэтому изучение колец на алгебраичеки компактных и копериодических
группах может дать полезную информацию об умножениях на произвольной абелевой груп-
пе. Таким способом, например, в [12] описаны абсолютные ниль-идеалы смешанных абелевых
групп.

В [13] изучаются аддитивные группы 𝑆𝐼-колец, 𝑆𝐼-кольцо – это кольцо, в котором любое
подкольцо является идеалом. Ассоциативное 𝑆𝐼-кольцо называется гамильтоновым кольцом
или 𝐻-кольцом, поскольку эти структуры в определенном смысле аналогичны гамильтоно-
вым группам. Гамильтоновы кольца систематически изучались многими авторами, наиболее
значительные результаты содержатся в [14-16]. Абелева группа, на которой любое (ассоци-
ативное) кольцо является 𝑆𝐼-кольцом (𝐻-кольцом), называется 𝑆𝐼-группой (𝑆𝐼𝐻 -группой).
Естественным обобщением 𝐻-колец являются филиальные кольца, то есть ассоцитативные
кольца, в которых отношение «быть идеалом» транзитивно. Филиальные кольца изучались в
[17-20]. В связи с этим в [21] введено понятие 𝑇𝐼-группы (от «transitive ideal»). Абелева группа
называется 𝑇𝐼-группой, если любое ассоциативное кольцо на ней филиально. В [22] С. Фей-
гельсток изучал абелевы группы, на которых любое умножение коммутативно, такие группы
называются 𝐶𝑅-группами. В [8] введено понятие 𝑆𝐴𝐶𝑅-группы, 𝑆𝐴𝐶𝑅-группа – это абелева
группа, на которой любое кольцо является ассоциативным и коммутативным. В [22] описаны
периодические 𝐶𝑅-группы, а в [8] показано, что в классе всех периодических абелевых групп
понятия 𝐶𝑅-группы и 𝑆𝐴𝐶𝑅-группы эквивалентны. В [13] получено описание периодических
𝑆𝐼𝐻 -групп и 𝑆𝐼-групп, а в [21] – описание периодических 𝑇𝐼-групп.

В настоящей работе описаны 𝑇𝐼-группы, а также 𝑆𝐼-группы, 𝑆𝐼𝐻 -группы и 𝑆𝐴𝐶𝑅-группы
в классе редуцированных алгебраически компактных абелевых групп.
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Все группы, рассматриваемые в работе, абелевы, и слово «группа» везде в дальнейшем
означает «абелева группа». Умножение 𝜇 : 𝐺⊗𝐺→ 𝐺 на группе 𝐺 часто обозначается знаком
× ( · и т. п.), т.е. 𝜇(𝑔1 ⊗ 𝑔2) = 𝑔1 × 𝑔2 для любых 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺. Умножение × задает кольцо на
группе 𝐺, которое обозначется (𝐺,×). Если в кольце (𝐺,×) выполняется 𝑔1 × 𝑔2 = 0 для всех
𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺, то умножение называется нулевым, а кольцо (𝐺,×) обозначается 𝐺0. Как обычно,
N,N0,P – множества натуральных, целых неотрицательных, всех простых чисел соответствен-
но, Z – кольцо целых чисел, ̂︀Z𝑝, Q*

𝑝 – аддитивная группа и кольцо целых p-адических чисел
соответственно, Z(𝑛) – циклическая группа порядка 𝑛, а Z𝑛 – кольцо Z/𝑛Z. Циклический мо-
дуль над ассоциативным кольцом 𝑅, порожденный элементом 𝑒, будем записывать в виде 𝑅𝑒.
Пусть 𝐺 – группа, 𝑔 ∈ 𝐺 и (𝐺,×) – кольцо на 𝐺, через 𝑇 (𝐺) обозначим периодическую часть
группы 𝐺, 𝑜(𝑔), ⟨𝑔⟩, (𝑔)× – порядок элемента 𝑔, циклическая группа, порожденная 𝑔, и иде-
ал кольца (𝐺,×), порожденный 𝑔, соответственно. Элемент прямого произведнеия 𝐺 =

∏︀
𝑖
𝐺𝑖

групп 𝐺𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼) будем записывать в виде (𝑔𝑖)𝑖∈𝐼 , где 𝑔𝑖 ∈ 𝐺𝑖 для всех 𝑖 ∈ 𝐼. Если 𝐽 – идеал
кольца 𝑅, то пишем 𝐽�𝑅. Чтобы подчеркнуть, что разложение 𝐺 = 𝐴⊕𝐵 группы 𝐺 в прямую
сумму подгрупп 𝐴 и 𝐵 является также разложением некоторго фиксированного кольца на 𝐺
в прямую сумму идеалов, будем писать 𝐺 = 𝐴u𝐵. За всеми определениями и обозначениями,
если не оговорено противное, мы отсылаем к [9].

Известно [9], что редуцированная алгебраически компактная группа 𝐺 представима в ви-
де 𝐺 =

∏︀
𝑝
𝐺𝑝, где 𝐺𝑝 – 𝑝-адическая алгебраически компактная группа, которая называется

𝑝-адической компонентой группы 𝐺. При этом разложение 𝐺 =
∏︀
𝑝
𝐺𝑝 является разложением

любого кольца на 𝐺 в прямое произведение иделов [11]. Для описания 𝑝-адических алгебраи-
чески компактных групп приведем определения из [23]. Пусть 𝐼 – множество индексов. Набор
целых 𝑝-адических чисел {𝑎𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} называется почти конечным, если, во первых, не более
чем счетное число 𝑎𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼) отлично от нуля; во вторых, для любого натурального числа 𝑛
почти все 𝑎𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼) делятся в Q*

𝑝 на 𝑝
𝑛. Пусть

∏︀
𝑖∈𝐼

Q*
𝑝𝑒𝑖 – прямое произведение циклических

𝑝-адических модулей с образующими элементами 𝑒𝑖. Подгруппу группы
∏︀
𝑖∈𝐼

Q*
𝑝𝑒𝑖, состоящую

из таких элемнтов (𝑎𝑖𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 , что {𝑎𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} – почти конечный набор целых 𝑝-адических чисел,
называются регулярной прямой суммой циклических 𝑝-адических модулей и обозначаются̃︁∑︀
𝑖∈𝐼

Q*
𝑝𝑒𝑖. Каждая 𝑝-адическая алгебраически компактная группа 𝐺 изоморфна 𝑝-адическому

пополнению своего базисного подмодуля 𝐵 =
⨁︀
𝑖∈𝐼

Q*
𝑝𝑒𝑖, где 𝐼 – некоторое множество индексов

[9], следовательно, 𝐺 является регулярной прямой суммой циклических модулей: 𝐺 = ̃︁∑︀
𝑖∈𝐼

Q*
𝑝𝑒𝑖.

Кроме того, такую группу можно представить в виде 𝐺 = 𝐴 ⊕ 𝐶, где 𝐴 = ̃︂∑︀
𝑖∈𝐼1

Q*
𝑝𝑒𝑖 – алгеб-

раически компактная группа без кручения, 𝐶 = ̃︂∑︀
𝑖∈𝐼2

Q*
𝑝𝑒𝑖 – урегулированная алгебраически

компактная группа, здесь 𝑜(𝑒𝑖) = ∞ при 𝑖 ∈ 𝐼1 и 𝑜(𝑒𝑖) = 𝑝𝑘𝑖 (𝑘𝑖 ∈ N) при 𝑖 ∈ 𝐼2.

2. Алгебраически компактные 𝑇𝐼-группы

Лемма 1. 1) Любое кольцо с ненулевым умножением на группе ̂︀Z𝑝 изоморфно кольцу
𝑝𝑘Q*

𝑝 при некотором 𝑘 ∈ N0.

2) Идеалами кольца 𝑝𝑘Q*
𝑝 (𝑘 ∈ N0) являются подгруппы 𝑝𝑘+𝑘1Q*

𝑝 (𝑘1 ∈ N0) и только они.

Доказательство. 1) Запишем группу ̂︀Z𝑝 в виде ̂︀Z𝑝 = Q*
𝑝𝑒, где 𝑒 ∈ ̂︀Z𝑝. Пусть 𝑒 × 𝑒 = 𝑝𝑘𝑎𝑒,

где 𝑎 ∈ Q*
𝑝 ∖ 𝑝Q*

𝑝. Тогда 𝑥𝑒 × 𝑦𝑒 = (𝑥𝑦)𝑝𝑘𝑎𝑒 для любых 𝑥, 𝑦 ∈ Q*
𝑝 [11]. Легко проверить, что
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отображение
𝜙 : Q*

𝑝𝑒→ 𝑝𝑘Q*
𝑝,

при котором 𝜙(𝑥𝑒) = 𝑝𝑘𝑎𝑥 для любого 𝑥 ∈ Q*
𝑝, является изоморфизмом колец (Q*

𝑝𝑒,×) и
𝑝𝑘Q*

𝑝 (𝑘 ∈ N0).
2) Пусть 𝐼 � 𝑝𝑘Q*

𝑝 и пусть 𝑘1 – наименьшее целое неотрицательное число такое, что
𝑝𝑘+𝑘1Q*

𝑝 ∩ 𝐼 ̸= 0. Тогда существует 𝑥 ∈ Q*
𝑝 такой, что 𝑔 = 𝑝𝑘+𝑘1𝑥 ∈ 𝐼 и 𝑝 - 𝑥. Элемент 𝑥

можно представить в виде 𝑥 = 𝑎 + 𝑝𝑘𝑦, где 𝑎 ∈ Z, 𝑦 ∈ Q*
𝑝 и 𝑝 - 𝑎. Существуют 𝑢, 𝑣 ∈ Z, для

которых 𝑢𝑎+ 𝑣𝑝𝑘 = 1. Имеем

𝑢𝑔 = 𝑝𝑘+𝑘1(𝑢𝑥) = 𝑝𝑘+𝑘1(𝑢𝑎+ 𝑢𝑝𝑘𝑦) = 𝑝𝑘+𝑘1(1− 𝑣𝑝𝑘 + 𝑢𝑝𝑘𝑦) = 𝑝𝑘+𝑘1 + 𝑝2𝑘+𝑘1𝑧 ∈ 𝐼,

где 𝑧 = 𝑢𝑦 − 𝑣 ∈ Q*
𝑝. Поскольку 𝑔1 = 𝑝2𝑘+𝑘1𝑧 = 𝑔(𝑝𝑘𝑥−1𝑧) ∈ 𝐼, то 𝑝𝑘+𝑘1 = 𝑢𝑔 − 𝑔1 ∈ 𝐼.

Отсюда 𝑝𝑘+𝑘1Q*
𝑝 ⊆ 𝐼. Так как обратное включение выполняется в силу выбора числа 𝑘1, то

𝐼 = 𝑝𝑘+𝑘1Q*
𝑝. 2

Следствие 1. Группа ̂︀Z𝑝 целых 𝑝-адических чисел является 𝑇𝐼-группой.
Доказательство. Кольцо с нулевым умножением на группе ̂︀Z𝑝 является филиальным. Если
умножение × на ̂︀Z𝑝 ненулевое, то (̂︀Z𝑝,×) изоморфно кольцу 𝑝𝑘Q*

𝑝 (𝑘 ∈ N0) по лемме 1. Пусть
𝐽 � 𝐼 � 𝑝𝑘Q*

𝑝, тогда 𝐼 = 𝑝𝑘+𝑘1Q*
𝑝, 𝐽 = 𝑝𝑘+𝑘1+𝑘2Q*

𝑝, где 𝑘1, 𝑘2 ∈ N0 в силу леммы 1. Значит,

𝐽 � 𝑝𝑘Q*
𝑝. Следовательно, ̂︀Z𝑝 является 𝑇𝐼-группой. 2

Лемма 2. Пусть 𝑝 ∈ P, 𝐴 – такая группа, что 𝐴 ̸= 𝑇 (𝐴) или 𝐴𝑝 ̸= 0. Тогда кольцо
Q*
𝑝 u𝐴

0 не является филиальным.

Доказательство. Пусть 𝑎 – такой элемент из группы 𝐴, что 𝑜(𝑎) = ∞ или 𝑜(𝑎) = 𝑝.
Положим 𝑔 = 𝑝+ 𝑎 ∈ Q*

𝑝u𝐴, 𝐼 = 𝑝Q*
𝑝+ ⟨𝑎⟩�Q*

𝑝u𝐴, 𝐽 = 𝑝2Q*
𝑝+ ⟨𝑔⟩. Так как 𝑔 · 𝑎 = 0 (здесь ·

– умножение в кольце Q*
𝑝 u𝐴), то нетрудно видеть, что 𝐽 � 𝐼 �Q*

𝑝 u𝐴
0. Допустим, 1 · 𝑔 ∈ 𝐽 ,

где 1 ∈ Q*
𝑝, тогда 1 · 𝑔 = 𝑝 = (𝑝2𝑥+ 𝑘𝑝) + 𝑘𝑎 при некоторых 𝑥 ∈ Q*

𝑝, 𝑘 ∈ Z.
Если 𝑜(𝑎) = ∞, то 𝑘 = 0, откуда 𝑝 = 𝑝2𝑥. Если 𝑜(𝑎) = 𝑝, то 𝑘 = 𝑝𝑘1, где 𝑘1 ∈ Z, откуда

𝑝 = 𝑝2(𝑥+ 𝑘1), где 𝑥+ 𝑘1 ∈ Q*
𝑝. В каждом из случаев получили противоречие, следовательно,

𝐽 6 Q*
𝑝 u𝐴

0. Значит, кольцо Q*
𝑝 u𝐴

0 не является филиальным. 2

Следствие 2. Пусть 𝑝 ∈ P, 𝐴 – такая группа, что 𝐴 ̸= 𝑇 (𝐴) или 𝐴𝑝 ̸= 0. Тогда группа̂︀Z𝑝 ⊕𝐴 не является 𝑇𝐼-группой.

Замечание 1. Из предложений 1, 2, 7 в [21] следует, что если 𝐴 – такая группа, что
𝐴 ̸= 𝑇 (𝐴) или 𝐴𝑝 ̸= 0, то группы Z(𝑝𝑛)⊕𝐴 (𝑛 ≥ 2) и Z𝑝 ⊕Z𝑝 ⊕𝐴 не являются 𝑇𝐼-группами.
Там же показано, что прямые слагаемые 𝑇𝐼-группы являются 𝑇𝐼-группами.

Теорема 1. 𝑝-адическая алгебраически компактная группа 𝐺, не являющаяся периоди-
ческой, является 𝑇𝐼-группой тогда и только тогда, когда 𝐺 = ̂︀Z𝑝.
Доказательство. Пусть 𝐺 – 𝑝-адическая алгебраически компактная группа. Тогда 𝐺 можно
представить в виде 𝐺 = 𝐴 ⊕ 𝐶, где 𝐴 = ̃︂∑︀

𝑖∈𝐼1
Q*
𝑝𝑒𝑖 (здесь 𝑜(𝑒𝑖) = ∞) – алгебраически компакт-

ная группа без кручения, 𝐶 = ̃︂∑︀
𝑖∈𝐼2

Q*
𝑝𝑒𝑖 (здесь 𝑜(𝑒𝑖) = 𝑝𝑘𝑖) – урегулированная алгебраически

компактная группа [9]. Пусть 𝐺 является 𝑇𝐼-группой, тогда 𝐴 и 𝐶 – также 𝑇𝐼-группы.
Если 𝐴 ̸= 0, то 𝐴 = Q*

𝑝𝑒1
∼= ̂︀Z𝑝 при некотором 𝑝 ∈ P в силу следствия 2. По тому же

следствию в этом случае 𝐶 = 0.
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Допустим, 𝐴 = 0. Тогда 𝐺 = 𝐶 ̸= 𝑇 (𝐶), поэтому группу 𝐶 можно представить в виде
𝐶 = Z(𝑝𝑘)⊕ 𝐶1, где 𝐶1 ̸= 𝑇 (𝐶1), что противоречит предложению 2 в [21] (см. замечание 1).

Таким образом, 𝐺 = ̂︀Z𝑝. Следствие 1 завершает доказательство. 2

Далее символом (𝑎, 𝑏), как обычно, обозначаем наибольший общий делитель целых чисел
𝑎 и 𝑏.

Лемма 3. Группа ̂︀Z𝑝 ⊕ Z(𝑛), где 𝑛 – натуральное число, свободное от квадратов и
(𝑝, 𝑛) = 1, является 𝑇𝐼-группой.

Доказательство. Группу 𝐺 = ̂︀Z𝑝 ⊕ Z(𝑛) можно записать в виде

𝐺 = Q*
𝑝𝑒1 ⊕ Z𝑒2, (1)

где 𝑒1 ∈ ̂︀Z𝑝, 𝑒2 ∈ Z(𝑛), 𝑜(𝑒2) = 𝑛. Пусть (𝐺,×) – кольцо на группе 𝐺, тогда разло-
жение (1) является разложением кольца (𝐺,×) в прямую сумму идеалов. При этом, со-
гласно [11], (𝑥1𝑒1 + 𝑦1𝑒2) × (𝑥2𝑒1 + 𝑦2𝑒2) = (𝑥1𝑥2)(𝑒1 × 𝑒1) + (𝑦1𝑦2)(𝑒2 × 𝑒2) для любых
𝑥1, 𝑥2 ∈ Q*

𝑝, 𝑦1, 𝑦2 ∈ Z. Легко видеть, что кольцо (𝐺,×) является ассоциативным и комму-
тативным. Пусть 𝑒2 × 𝑒2 = 𝑡0𝑒2, где 𝑡0 ∈ N0. По теореме 1 в [19] кольцо (𝐺,×) является
филиальным тогда и только тогда, когда

(𝑔)× = (𝑔)2× + ⟨𝑔⟩, (2)

для любого 𝑔 ∈ 𝐺.
Пусть

𝑔 = 𝑝𝑘𝑎𝑒1 + 𝑡𝑒2 ∈ 𝐺, (3)

где 𝑘 ∈ N0, 𝑎 ∈ Q*
𝑝 ∖ 𝑝Q*

𝑝, 𝑡 ∈ Z.
Случай 1. Умножение × индуцирует на Q*

𝑝𝑒1 ненулевое умножение.
В этом случае элемент 𝑒1 может быть выбран таким образом, что 𝑒1 × 𝑒1 = 𝑝𝑘0𝑒1 для

некоторого 𝑘0 ∈ N0. Тогда

(𝑔)× = 𝑔 ×𝐺+ ⟨𝑔⟩ = 𝑝𝑘+𝑘0Q*
𝑝𝑒1 + ⟨𝑡𝑡0𝑒2⟩+ ⟨𝑔⟩. (4)

Так как (𝑝, 𝑛) = 1, то 𝑢1𝑝𝑘0 + 𝑣1𝑎𝑛 = 1 при некоторых 𝑢1, 𝑣1 ∈ Z. Имеем:

(𝑣1𝑛)𝑔 = (𝑝𝑘𝑣1𝑎𝑛)𝑒1 + 0 = 𝑝𝑘(1− 𝑢1𝑝
𝑘0)𝑒1 = 𝑝𝑘𝑒1 − (𝑝𝑘+𝑘0𝑢1)𝑒1 ∈ (𝑔)×. (5)

Так как (𝑝𝑘+𝑘0𝑢1)𝑒1 ∈ (𝑔)× в силу (4), то из (5) получаем, что 𝑝𝑘𝑒1 ∈ (𝑔)×, откуда
(𝑝𝑘Z)𝑒1 ⊆ (𝑔)×. Следовательно, (𝑝𝑘Q*

𝑝)𝑒1 = (𝑝𝑘Z)𝑒1 + (𝑝𝑘+𝑘0Q*
𝑝)𝑒1 ⊆ (𝑔)×. Отсюда из (3) имеем

⟨𝑡𝑒2⟩ ⊆ (𝑔)×. Значит,
(𝑔)× = (𝑝𝑘Q*

𝑝)𝑒1 + ⟨𝑡𝑒2⟩. (6)

Рассмотрим теперь
𝐼 = (𝑔)2× + ⟨𝑔⟩ = (𝑝2𝑘+𝑘0Q*

𝑝)𝑒1 + ⟨𝑡2𝑡0𝑒2⟩+ ⟨𝑔⟩. (7)

Имеем 𝑢2𝑝
𝑘+𝑘0 + 𝑣2𝑛𝑎 = 1 при некоторых 𝑢2, 𝑣2 ∈ Z, откуда

(𝑣2𝑛)𝑔 = (𝑝𝑘𝑣2𝑛𝑎)𝑒1 = 𝑝𝑘(1− 𝑢2𝑝
𝑘+𝑘0)𝑒1 = 𝑝𝑘𝑒1 − (𝑢2𝑝

2𝑘+𝑘0)𝑒1 ∈ (𝑔)×. (8)

Так как (𝑢2𝑝
2𝑘+𝑘0)𝑒1 ∈ 𝐼 в силу (7), то из (8) имеем 𝑝𝑘𝑒1 ∈ 𝐼, откуда (𝑝𝑘Z)𝑒1 ⊆ 𝐼. Следователь-

но, (𝑝𝑘Q*
𝑝)𝑒1 = (𝑝𝑘Z)𝑒1+(𝑝2𝑘+𝑘0Q*

𝑝)𝑒1 ⊆ 𝐼. Отсюда получаем ⟨𝑡𝑒2⟩ ⊆ 𝐼 в силу (3). Значит, в силу
(7) имеем 𝐼 = (𝑔)2× + ⟨𝑔⟩ = (𝑝𝑘Q*

𝑝)𝑒1 + ⟨𝑡𝑒2⟩ = (𝑔)×. Следовательно, кольцо (𝐺,×) филиально
в силу (2).

Случай 2. Умножение × индуцирует на Q*
𝑝𝑒1 нулевое умножение.
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В этом случае (𝐺,×) = ̂︀Z0
𝑝 u Z𝑒2, (𝑔)× = ⟨𝑡𝑡0𝑒2⟩ + ⟨𝑔⟩. Нетрудно видеть, что (𝑔)2× + ⟨𝑔⟩ =

= ⟨𝑡2𝑡0𝑒2⟩+ ⟨𝑔⟩.
Заметим, что 𝑜(𝑡𝑡0𝑒2) = 𝑛

(𝑡𝑡0, 𝑛)
, поэтому (𝑡, 𝑜(𝑡𝑡0𝑒2)) = 1, так как 𝑛 свободно от квадратов.

Следовательно, ⟨𝑡2𝑡𝑒2⟩ = ⟨𝑡𝑡0𝑒2⟩. Значит, (𝑔)2× + ⟨𝑔⟩ = ⟨𝑡𝑡0𝑒2⟩ + ⟨𝑔⟩ = (𝑔)×. Следовательно,
кольцо (𝐺,×) филиально. 2

Лемма 4. Если P0 ⊆ P, то группа
∏︀
𝑝∈P0

Z(𝑝) является 𝑇𝐼-группой.

Доказательство. Запишем группу 𝐺 =
∏︀
𝑝∈P0

Z(𝑝) в виде 𝐺 =
∏︀
𝑝∈P0

Z𝑒𝑝, где 𝑜(𝑒𝑝) = 𝑝. Пусть

(𝐺,×) – кольцо на группе 𝐺. Тогда разложение 𝐺 =
∏︀
𝑝∈P0

Z𝑒𝑝 является разложением кольца

(𝐺,×) в прямое произведение идеалов. При этом кольцо (𝐺,×) ассоциативно и коммутативно,
так как таким является каждый из идеалов Z𝑒𝑝 (𝑝 ∈ P0).

Пусть 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ̸= 0. Обозначим: 𝜋𝑝 – проекция𝐺 на Z𝑒𝑝, P1={𝑝 ∈ P0 | 𝜋𝑝(𝑔) ̸= 0, 𝑒𝑝×𝑒𝑝 ̸= 0}.
Без потери общности можно считать, что P1 ̸= ∅. Элементы 𝑒𝑝 (𝑝 ∈ P1) могут быть выбраны
таким образом, что 𝑒𝑝 × 𝑒𝑝 = 𝑒𝑝.

Нетрудно видеть, что (𝑔)× =
∏︀
𝑝∈P1

Z𝑒𝑝 + ⟨𝑔⟩, откуда (𝑔)× = (𝑔)2× + ⟨𝑔⟩. По теореме 1 в [19]

кольцо (𝐺,×) филиально. Следовательно, 𝐺 является 𝑇𝐼-группой. 2

Теорема 2. Пусть 𝐺 – редуцированная алгебраически компактная группа, не являюща-
яся периодической. Группа 𝐺 является 𝑇𝐼-группой тогда и только тогда, когда 𝐺 удовле-
творяет одному из следующих условий:
1) 𝐺 = ̂︀Z𝑝, где 𝑝 ∈ P,
2) 𝐺 = ̂︀Z𝑝 ⊕ Z(𝑛), где 𝑝 ∈ P, (𝑝, 𝑛) = 1, 𝑛 – натуральное число, свободное от квадратов,
3) 𝐺 =

∏︀
𝑝∈P0

Z(𝑝), где P0 – бесконечное подмножество множества P.

Доказательство. Пусть 𝐺 – редуцированная алгебраически компактная группа и 𝐺 ̸=
̸= 𝑇 (𝐺). Тогда 𝐺 =

∏︀
𝑝∈P

𝐺𝑝, где 𝐺𝑝 – 𝑝-адическая алгебраически компактная группа. Допустим,

𝐺 является 𝑇𝐼-группой, тогда 𝐺𝑝 также являются 𝑇𝐼-группами при всех 𝑝 ∈ P (замечание 1).

Пусть P0 = {𝑝 ∈ P | 𝐺𝑝 ̸= 0}. Допустим, для некоторого 𝑝 ∈ P0 группа 𝐺𝑝 не является
периодической, тогда 𝐺𝑝 = ̂︀Z𝑝 по теореме 1 и 𝐺 = ̂︀Z𝑝⊕ ∏︀

𝑞∈P1

𝐺𝑞, где P1 = P0 ∖ {𝑝}. Если P1 = ∅,

то 𝐺 = ̂︀Z𝑝. Если же P1 ̸= ∅, то в силу следствия 2 множество P1 конечно и 𝐺𝑞 – периодическая
группа для всех 𝑞 ∈ P1. При этом каждая из групп 𝐺𝑞 (𝑞 ∈ P1) не имеет прямых слагаемых
вида Z(𝑞𝑘), где 𝑘 ≥ 2, и Z(𝑞) ⊕ Z(𝑞) (см. замечание 1). Следовательно, 𝐺𝑞 = Z(𝑞) при любом
𝑞 ∈ P1, и, значит,

∏︀
𝑞∈P1

𝐺𝑞 =
⨁︀
𝑞∈P1

Z(𝑞) = Z(𝑛), где 𝑛 =
∏︀
𝑞∈P1

𝑞. Таким образом, 𝐺 = ̂︀Z𝑝⊕Z(𝑛), где

(𝑛, 𝑝) = 1 и число 𝑛 свободно от квадратов.

Пусть теперь для любого 𝑝 ∈ P0 группа 𝐺𝑝 является периодической. В этом случае, так
как 𝐺 ̸= 𝑇 (𝐺), множество P0 бесконечно. Отсюда для любого 𝑝 ∈ P0 группа 𝐺 может быть
записано в виде 𝐺 = 𝐺𝑝 ⊕ 𝐵𝑝, где 𝐵𝑝 =

∏︀
𝑞∈P0∖{𝑝}

𝐺𝑞 – группа без кручения. Значит, ни одна

из групп 𝐺𝑝 (𝑝 ∈ P0) не содержит подгрупп вида Z(𝑝𝑘), где 𝑘 ≥ 2, и Z(𝑝) ⊕ Z(𝑝) (замечание
1). Следовательно, 𝐺𝑝 = Z𝑝 при всех 𝑝 ∈ P0. Значит, 𝐺 =

∏︀
𝑝∈P0

Z(𝑝), где P0 – бесконечное

множество простых чисел.

Из следствия 1 и лемм 3, 4 получаем обратное утверждение. 2
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3. Алгебраически компактные 𝑆𝐼-группы и 𝑆𝐴𝐶𝑅-группы

Пусть 𝐺 – редуцированная алгебраически компактная группа, тогда, 𝐺 может быть пред-
ставлена в виде 𝐺 =

∏︀
𝑝∈P0

𝐺𝑝, где P0 ⊆ P и 𝐺𝑝 =̃︂∑︀
𝑖∈𝐼𝑝

Q*
𝑝𝑒

(𝑝)
𝑖 – регулярная прямая сумма при лю-

бом 𝑝 ∈ P0. Согласно [11], для любых элементов 𝜏
(𝑝)
𝑖𝑗 ∈ 𝐺𝑝 таких, что 𝑜(𝜏

(𝑝)
𝑖𝑗 ) ≤ 𝑚𝑖𝑛{𝑜(𝑒𝑖), 𝑜(𝑒𝑗)},

существует умножение × на 𝐺, для которого 𝑒(𝑝)𝑖 × 𝑒
(𝑝)
𝑗 = 𝜏

(𝑝)
𝑖𝑗 и 𝑒(𝑝)𝑖 × 𝑒

(𝑞)
𝑗 = 0 при 𝑝 ̸= 𝑞. Сле-

довательно, если хотя бы для одного 𝑝 множество 𝐼𝑝 содержит более одного элемента, то на
группе 𝐺 существует некоммутативное умножение. Отсюда получаем описание алгебраически
компактных 𝑆𝐴𝐶𝑅-групп.

Предложение 1. Редуцированная алгебраически компактная группа 𝐺 является 𝑆𝐴𝐶𝑅-
группой тогда и только тогда, когда 𝐺 =

∏︀
𝑝∈P0

𝐺𝑝, где P0 ⊆ P, 𝐺𝑝 = ̂︀Z𝑝 или 𝐺𝑝 = Z(𝑝𝑘) (𝑘 ∈ N)

при любом 𝑝 ∈ P0. �

В следующей теореме описаны 𝑆𝐼-группы и 𝑆𝐼𝐻 -группы в классе редуцированных алгеб-
раически компактных групп.

Теорема 3. Пусть 𝐺 – редуцированная алгебраически компактная группа. Тогда следу-
ющие условия равносильны:

1) 𝐺 является 𝑆𝐼-группой,
2) 𝐺 является 𝑆𝐼𝐻-группой,
3) 𝐺 ∼= Z(𝑛) при некотором 𝑛 ∈ N.

Доказательство. Так как то, что из 1) следует 2), а из 3 следует 1), очевидно, докажем,
что из 2) следует 3). Пусть 𝐺 – 𝑆𝐼𝐻 -группа и 𝐺 =

∏︀
𝑝∈P0

𝐺𝑝, где P0 ⊆ P, 𝐺𝑝 – 𝑝-адическая

компонента группы 𝐺. Пусть 𝑝 ∈ P0, тогда группа 𝐺𝑝 является 𝑆𝐼𝐻 -группой в силу леммы 3
в [13].

Отметим, что ̂︀Z𝑝 не является 𝑆𝐼𝐻 -группой, поскольку в кольце Q*
𝑝 подкольцо Z не является

идеалом. Значит, 𝐺𝑝 не содержит подгруппы ̂︀Z𝑝 и имеет вид 𝐺𝑝 = ̃︂∑︀
𝑖∈𝐼𝑝

Z(𝑝𝑛𝑖,𝑝), где 𝑛𝑖,𝑝 ∈ N

при всех 𝑖 ∈ 𝐼𝑝. По следствию 9 в [13] группа 𝑇 (𝐺𝑝) является 𝑆𝐼𝐻 -группой, и, следовательно,
𝑇 (𝐺𝑝) ∼= Z(𝑝𝑛𝑝) при некотором 𝑛𝑝 ∈ N (по теореме 7 в [13]). Отсюда и 𝐺𝑝 ∼= Z(𝑝𝑛𝑝), так как 𝐺𝑝
– это 𝑝-адическое пополнение 𝑇 (𝐺𝑝).

Допустим, P0 – бесконечное множество. Запишем группу 𝐺 в виде 𝐺 =
∏︀
𝑝∈P0

Z𝑒𝑝, где

𝑜(𝑒𝑝) = 𝑝𝑛𝑝 , и определим ассоциативное умножение × на 𝐺, положив 𝑒𝑝× 𝑒𝑝 = 𝑒𝑝 и 𝑒𝑝× 𝑒𝑞 = 0
при 𝑝 ̸= 𝑞. Рассмотрим элемент 𝑔 = (𝑒𝑝)𝑝∈P0 ∈ 𝐺, тогда подгруппа ⟨𝑔⟩ является подкольцом
кольца (𝐺,×), но не является его идеалом. Следовательно, 𝐺 не является 𝑆𝐼𝐻 -группой. От-
сюда получаем, что множество P0 конечно и, значит, 𝐺 =

∏︀
𝑝∈P0

Z(𝑝𝑛𝑝) ∼= Z(𝑛), где 𝑛 =
∏︀
𝑝∈P0

𝑝𝑛𝑝 .

2

Следствие 3. В классе непериодических редуцированных алгебраически компактных
групп не существует 𝑆𝐼-групп и 𝑆𝐼𝐻-групп. �

4. Заключение

В [9] показано, что любое умножение на периодической группе 𝐺 полностью определяется
его сужением на базисную подгруппу группы 𝐺. Как уже отмечалось, описание всех умноже-
ний на редуцированных алгебраически компактных группах [11] также выявило тесную связь
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между кольцевыми структурами на этих группах и базисными подмодулями их 𝑝-адических
компонент. Этот факт позволяет успешно изучать и строить кольца на алгебраически ком-
пактных группах.

В свою очередь, возможность продолжения умножения на группе до умножения на ее
сервантно-инъективной оболочке дает метод изучения колец на произвольных редуцирован-
ных группах. Действительно, вкладывая кольцо на редуцированной группе 𝐺 в качестве под-
кольца в кольцо на алгебраически компактной группе, свойства которого известны, мы мо-
жем получать информацию о кольцах на 𝐺. Так, например, нетрудно видеть, что группа,
сервантно-инъективная оболочка которой является 𝑆𝐼-группой (𝑆𝐼𝐻 -группой), сама является
𝑆𝐼-группой (𝑆𝐼𝐻 -группой); заметим, что обратное не верно, примером чему служит адди-
тивная группа Z. Кроме того, группа является 𝑆𝐴𝐶𝑅-группой тогда и только тогда, когда
𝑆𝐴𝐶𝑅-группой является ее сервантно-инъективная оболочка.
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