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Аннотация

В работе для каждого моноида𝑀 натуральных чисел определён новый класс периоди-
ческих функций 𝑀𝛼

𝑠 , который является подклассом известного класса Коробова периоди-
ческих функций 𝐸𝛼

𝑠 . Относительно нормы ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼
𝑠
класс 𝑀𝛼

𝑠 является несепарабельным
банаховым подпространством класса 𝐸𝛼

𝑠 .
Установлено, что класс 𝑀𝛼

𝑠 замкнут относительно действия интегрального оператора
Фредгольма и на этом классе разрешимо интегральное уравнение Фредгольма второго ро-
да. В работе получены оценки нормы образа интегрального оператора, которые содержат
норму ядра и 𝑠-ю степень дзета-функции моноида 𝑀 . Получены оценки на параметр 𝜆,
при которых интегральный оператор 𝐴𝜆,𝑓 является сжатием. Доказана теорема о пред-
ставлении единственного решения интегрального уравнения Фредгольма второго рода в
виде ряда Неймана.

В работе рассмотрены вопросы решения дифференциального уравнения с частными

производными с дифференциальным оператором 𝑄
(︁

𝜕
𝜕𝑥1

, . . . , 𝜕
𝜕𝑥𝑠

)︁
в пространстве 𝑀𝛼

𝑠 , ко-

торый зависит от арифметических свойств спектра этого оператора.
В работе обнаружен парадоксальный факт, что для моноида 𝑀𝑞,1 чисел сравнимых с

1 по модулю 𝑞 квадратурная формула с параллелепипедальной сеткой для допустимого
набора коэффициентов по модулю 𝑞 точна на классе 𝑀𝛼

𝑞,1,𝑠. Более того, это утверждение
остается верным и для класса𝑀𝛼

𝑞,𝑎,𝑠 с 1 < 𝑎 < 𝑞, когда 𝑞 — простое число. Так как функции
из класса 𝑀𝛼

𝑞,𝑎,𝑠 с 1 < 𝑎 < 𝑞 не имеют нулевого коэффициента Фурье 𝐶 (⃗0), то при простом

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№19-41-710004_р_а.
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𝑞 сумма значений функции по узлам соответствующей параллелепипедальной сетки будет
нулевой.

Ключевые слова: классы функций, квадратурные формулы, ряд Дирихле, дзета-
функция моноида натуральных чисел.
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Abstract

For every monoid 𝑀 of natural numbers defined a new class of periodic functions 𝑀𝛼
𝑠 ,

which is a subclass of a known class of periodic functions Korobov 𝐸𝛼
𝑠 . With respect to the

norm ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼
𝑠
, the class 𝑀𝛼

𝑠 is an inseparable Banach subspace of class 𝐸𝛼
𝑠 .

It is established that the class 𝑀𝛼
𝑠 is closed with respect to the action of the Fredholm

integral operator and the Fredholm integral equation of the second kind is solvable on this
class.

In this paper we obtain estimates of the image norm of the integral operator, which contain
the kernel norm and the 𝑠-th degree of the Zeta function of the monoid 𝑀 . Estimates are
obtained for the parameter 𝜆, in which the integral operator 𝐴𝜆,𝑓 is a compression. The theorem

2Acknowledgments: The reported study was funded by RFBR, project number 19-41-710004_r_a.
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on the representation of the unique solution of Fredholm integral equation of the second kind
in the form of Neumann series is proved.

The paper deals with the problems of solving the partial differential equation with the

differential operator 𝑄
(︁

𝜕
𝜕𝑥1

, . . . , 𝜕
𝜕𝑥𝑠

)︁
in the space 𝑀𝛼

𝑠 , which depends on the arithmetic

properties of the spectrum of this operator.
A paradoxical fact is found that for a monoid 𝑀𝑞,1 of numbers comparable to 1 modulo 𝑞,

a quadrature formula with a parallelepiped grid for an admissible set of coefficients modulo 𝑞
is exact on the class 𝑀𝛼

𝑞,1,𝑠. Moreover, this statement remains true for the class 𝑀𝛼
𝑞,𝑎,𝑠 with

1 < 𝑎 < 𝑞 when 𝑞 is a Prime number. Since the functions of class 𝑀𝛼
𝑞,𝑎,𝑠 with 1 < 𝑎 < 𝑞 do not

have a zero Fourier coefficient 𝐶 (⃗0), then for a simple 𝑞 the sum of the function values at the
nodes of the corresponding parallelepipedal grid will be zero.

Keywords: classes of functions, quadrature formulas, Dirichlet series, zeta function of the
monoid of natural numbers.
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1. Введение

В данной работе преследуется цель — показать, что теория дзета-функций моноидов на-
туральных чисел связана с теоретико-числовым методом в приближенном анализе. Для это-
го вводится новый класс периодических функций многих переменных 𝑀𝛼

𝑠 , соответствующий
моноиду 𝑀 натуральных чисел, у которого множество номеров экспонент, входящих в ком-
плексный ряд Фурье, задается этим мультипликативным моноидом натуральных чисел. В ре-
зультате мы получаем некоторый подкласс известного класса периодических функций многих
переменных 𝐸𝛼𝑠 . Относительно нормы ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼

𝑠
класс 𝑀𝛼

𝑠 является несепарабельным банахо-
вым подпространством.

Как известно, класс E𝑠 определяется как объединение всех классов 𝐸𝛼𝑠 при 𝛼 > 1. С одной
стороны, класс E𝑠 состоит из непрерывных периодических функций с абсолютно сходящимися
рядами Фурье. С другой стороны он замкнут относительно действия интегральных операто-
ров Фредгольма и подкласс дифференцируемых функций при действии дифференциальных
операторов переходит в некоторый подкласс класса E𝑠 .

Целью данной статьи является перенос этих свойств на новый класс функций.

2. Моноиды натуральных чисел и классы периодических функ-
ций

Пусть 𝑀 — произвольный моноид натуральных чисел. Определим класс функций 𝑀𝛼
𝑠

следующим образом. Этот класс периодических функций состоит из функций 𝑓(𝑥⃗), которые
задаются многомерным рядом Фурье вида3

𝑓(𝑥⃗) =
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) =
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝑐(𝑚⃗)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗),

3Здесь и далее для вещественных 𝑚 полагаем 𝑚 = max(1, |𝑚|).
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где коэффициенты Фурье удовлетворяют неравенствам

|𝐶(𝑚⃗)| 6
‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼

𝑠

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

и
‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼

𝑠
= sup

𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)
|𝐶(𝑚⃗)|(𝑚1 . . .𝑚𝑠)

𝛼 = sup
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

|𝑐(𝑚⃗)| <∞.

Если 𝜎𝑀 — абсцисса абсолютной сходимости дзета-функции 𝜁(𝑀 |𝛼) моноида натуральных
чисел 𝑀 , то для любого 𝛼 > 𝜎𝑀 ряд Фурье для функции 𝑓(𝑥⃗) ∈𝑀𝛼

𝑠 абсолютно и равномерно
сходится для любого 𝑥⃗ ∈ R𝑠.

Таким образом, справедливо вложение 𝑀𝛼
𝑠 ⊂ A𝑠, где A𝑠 — пространство периодических

функций от 𝑠 переменных с абсолютно сходящимся рядом Фурье.
Рассмотрим пространство M𝑠 периодических функций от 𝑠 переменных, заданное равен-

ством M𝑠 =
⋃︀
𝛼>𝜎𝑀

𝑀𝛼
𝑠 . Ясно, что M𝑠 ⊂ A𝑠.

Нетрудно видеть, что для нормы ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐶 = sup𝑥⃗∈R𝑠 |𝑓(𝑥⃗)| справедливо неравенство

‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐶 6 ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼
𝑠
(1 + 2𝜁(𝑀 |𝛼))𝑠 .

Рассмотрим оператор вложения A𝛼1,𝛼2 пространства𝑀
𝛼1
𝑠 в пространство𝑀𝛼2

𝑠 при 𝛼1 > 𝛼2.
Естественно, что нормой оператора вложения A𝛼1,𝛼2 называется величина, определяемая ра-
венством

‖A𝛼1,𝛼2‖ = sup
𝑓(𝑥⃗)∈𝑀𝛼1

𝑠

‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼2
𝑠

‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼1
𝑠

.

Лемма 1. Для любых 𝛼1 > 𝛼2 > 𝜎𝑀 для нормы оператора вложения пространства 𝑀𝛼1
𝑠

в пространство 𝑀𝛼2
𝑠 справедливо равенство

‖A𝛼1,𝛼2‖ = 1.

Доказательство. Действительно, если 𝑓(𝑥⃗) = 𝐶, то ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼2
𝑠

= ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼1
𝑠

= 𝐶 и,
значит, ‖A𝛼1,𝛼2‖ > 1.

С другой стороны, если 𝑓(𝑥⃗) ∈𝑀𝛼1
𝑠 и

𝑓(𝑥⃗) =
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗),

то

|𝐶(𝑚⃗)| 6
‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼1

𝑠

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼1
,

поэтому

‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼2
𝑠

= sup
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

|𝐶(𝑚⃗)|(𝑚1 . . .𝑚𝑠)
𝛼2 6

6 sup
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼1
𝑠
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)

𝛼2

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼1
6 ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼1

𝑠

и ‖A𝛼1,𝛼2‖ 6 1. Следовательно, ‖A𝛼1,𝛼2‖ = 1. 2

Очевидно, что для любого 𝛼 > 1 пространство периодических функций 𝑀𝛼
𝑠 является под-

пространством периодических функций 𝐸𝛼𝑠 . Соответствующий оператор вложения будем обо-
значать через A𝛼. Ясно, что этот оператор имеет единичную норму: ‖A𝛼‖ = 1.
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3. Замкнутость относительно оператора Фредгольма

Одним из важных классов интегральных уравнений является уравнение Фредгольма вто-
рого рода, то есть уравнение вида

𝜙
(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝜆

∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
𝜙 (𝑢⃗ ) 𝑑𝑢⃗+ 𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀
, (1)

где 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠.
Характерная особенность уравнения (1) — его линейность: неизвестная функция 𝜙 входит

в него линейно.
Мы будем исследовать уравнение (1) для случая, когда свободный член 𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀
и ядро

𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
этого уравнения принадлежат, соответственно, классам 𝑀𝛼

𝑠 (𝐶1) и 𝑀𝛼
2𝑠(𝐶2).

Первые работы по применению теоретико-числовых методов для приближённого решения
уравнение (1) принадлежат Н. М. Коробову (см. [10], [12]).

Сопоставим уравнению (1) оператор 𝐴𝜆,𝑓 , определяемый равенством:

𝐴𝜆,𝑓𝜙
(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝑔

(︀
𝑡⃗
)︀
.

Это означает, что:

𝑔
(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝐴𝜆,𝑓𝜙

(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝜆

∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
𝜙(𝑢⃗)𝑑𝑢⃗+ 𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀
. (2)

Справедлива следующая лемма.

Лемма 2. Пусть 𝛼 > 𝜎𝑀 , 𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
∈𝑀𝛼

2𝑠; 𝑓
(︀
𝑡⃗
)︀
, 𝜙
(︀
𝑡⃗
)︀
∈𝑀𝛼

𝑠 тогда

𝐴𝜆,𝑓𝜙
(︀
𝑡⃗
)︀
∈𝑀𝛼

𝑠

и
||𝐴𝜆,𝑓𝜙

(︀
𝑡⃗
)︀
||𝐸𝛼

𝑠
6 ||𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀
||𝐸𝛼

𝑠
+ |𝜆| · ||𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
||𝐸𝛼

2𝑠
· ||𝜙

(︀
𝑡⃗
)︀
||𝐸𝛼

𝑠
· (1 + 2𝜁(𝑀 |2𝛼))𝑠.

Доказательство. Пусть 𝐶2 = ||𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
||𝐸𝛼

2𝑠
, 𝐶1 = ||𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀
||𝐸𝛼

𝑠
, 𝐶 = ||𝜙

(︀
𝑡⃗
)︀
||𝐸𝛼

𝑠
, тогда

𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
=

∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠,𝑛1,...,𝑛𝑠

𝑚𝜈,𝑛𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑚⃗, 𝑛⃗)𝑒2𝜋𝑖((𝑚⃗,⃗𝑡)+(𝑛⃗,𝑢⃗)), |𝐶(𝑚⃗, 𝑛⃗)| 6 𝐶2

(𝑚1 . . .𝑚𝑠𝑛1 . . . 𝑛𝑠)𝛼
;

𝑓
(︀
𝑡⃗
)︀
=

∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠,

𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶1(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,⃗𝑡), |𝐶1(𝑚⃗)| 6 𝐶1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
;

𝜙
(︀
𝑡⃗
)︀
=

∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠,

𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,⃗𝑡), |𝐶(𝑚⃗)| 6 𝐶

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
.

Подставим данные равенства в соотношение (2):

𝑔
(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝜆

∫︁∫︁
𝐺𝑠

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠,𝑛1,...,𝑛𝑠

𝑚𝜈,𝑛𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑚⃗, 𝑛⃗)𝑒2𝜋𝑖((𝑚⃗,⃗𝑡)+(𝑛⃗,𝑢⃗))

⎞⎟⎠
⎛⎜⎜⎝ ∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑠,

𝑘𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑘⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑘⃗,𝑢⃗)

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑢⃗+

+
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶1(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,⃗𝑡).
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Перемножим абсолютно сходящиеся ряды и почленно проинтегрируем их произведение, по-
лучим:

𝑔
(︀
𝑡⃗
)︀
=𝜆

∑︁
𝑚⃗,𝑛⃗,𝑘⃗

𝑚𝜈,𝑛𝜈,𝑘𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑚⃗, 𝑛⃗)𝐶(𝑘⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,⃗𝑡)
∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝑒2𝜋𝑖(𝑛⃗+𝑘⃗,𝑢⃗)𝑑𝑢⃗+
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶1(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,⃗𝑡).

Так как ∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝑒2𝜋𝑖(𝑛⃗+𝑘⃗,𝑢⃗)𝑑𝑢⃗ =

{︃
1 при 𝑛⃗+ 𝑘⃗ = 0⃗,

0 при 𝑛⃗+ 𝑘⃗ ̸= 0⃗,

то для 𝑔
(︀
𝑡⃗
)︀
справедливо равенство:

𝑔
(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝜆

∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠,𝑛1,...,𝑛𝑠

𝑚𝜈,𝑛𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑚⃗, 𝑛⃗)𝐶(−𝑛⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,⃗𝑡) +
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶1(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,⃗𝑡) =

=
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

⎛⎜⎝𝐶1(𝑚⃗) + 𝜆
∑︁

𝑛1,...,𝑛𝑠,
𝑛𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑚⃗, 𝑛⃗)𝐶(−𝑛⃗)

⎞⎟⎠ 𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,⃗𝑡) =

=
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶2(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,⃗𝑡).

Оценим модуль коэффициента 𝐶2(𝑚⃗).

|𝐶2(𝑚⃗)| = |𝐶1(𝑚⃗) + 𝜆
∑︁

𝑛1,...,𝑛𝑠,
𝑛𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑚⃗, 𝑛⃗)𝐶(−𝑛⃗)| 6

6
𝐶1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
+ 𝜆

∑︁
𝑛1,...,𝑛𝑠,

𝑛𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶2

(𝑚1 . . .𝑚𝑠𝑛1 . . . 𝑛𝑠)𝛼
𝐶

(−𝑛1 . . .−𝑛𝑠)𝛼
=

=
1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

⎛⎜⎝𝐶1 + 𝜆𝐶2𝐶
∑︁

𝑛1,...,𝑛𝑠,
𝑛𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

1

(𝑛1 . . . 𝑛𝑠)2𝛼

⎞⎟⎠ =
𝐶1 + 𝜆𝐶2𝐶(1 + 2𝜁(𝑀 |2𝛼))𝑠

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
.

Таким образом показано, что функция 𝑔
(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝐴𝜆,𝑓𝜙

(︀
𝑡⃗
)︀
принадлежит классу 𝑀𝛼

𝑠 и

‖𝑔
(︀
𝑡⃗
)︀
‖𝐸𝛼

𝑠
6 ‖𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀
‖𝐸𝛼

𝑠
+ 𝜆 · (1 + 2𝜁(𝑀 |2𝛼))𝑠 · ‖𝜙

(︀
𝑡⃗
)︀
‖𝐸𝛼

𝑠
· ‖𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
‖𝐸𝛼

2𝑠
.

А, следовательно, доказано, что оператор 𝐴𝜆,𝑓 при достаточно малом 𝜆 является сжимающим
отображением. 2

Лемма 3. Пусть |𝜆| 6 𝑞

‖𝐾𝑠(𝑡⃗,𝑢⃗ )‖𝐸𝛼
𝑠
(1+2𝜁(𝑀 |2𝛼))𝑠 и 𝑞 < 1 тогда оператор 𝐴𝜆,𝑓 является

сжатием, то есть
‖𝐴𝜆,𝑓𝜙1 −𝐴𝜆,𝑓𝜙2‖𝐸𝛼

𝑠
6 𝑞‖𝜙1 − 𝜙2‖𝐸𝛼

𝑠
.

Доказательство. Обозначим через 𝐴𝜆 оператор 𝐴𝜆,𝑓 при 𝑓 ≡ 0. Из определения 𝐴𝜆
следует , что это линейный оператор и

𝐴𝜆,𝑓𝜙
(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝐴𝜆𝜙

(︀
𝑡⃗
)︀
+ 𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀

Отсюда следует, что:

𝐴𝜆,𝑓𝜙1 −𝐴𝜆,𝑓𝜙2 = 𝐴𝜆𝜙1 −𝐴𝜆𝜙2 = 𝐴𝜆(𝜙1 − 𝜙2)
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Применяя лемму 2 при 𝑓 ≡ 0, получим

‖𝐴𝜆(𝜙1 − 𝜙2)‖𝐸𝛼
𝑠
6 |𝜆|((1 + 2𝜁(𝑀 |2𝛼))𝑠)‖𝜙1

(︀
𝑡⃗
)︀
− 𝜙2

(︀
𝑡⃗
)︀
‖𝐸𝛼

𝑠
· ‖𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
‖𝐸𝛼

2𝑠
.

Тогда при

|𝜆| 6 𝑞

‖𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
‖𝐸𝛼

𝑠
(1 + 2𝜁(𝑀 |2𝛼))𝑠

справедливо неравенство:

‖𝐴𝜆,𝑓𝜙1 −𝐴𝜆,𝑓𝜙2‖𝐸𝛼
𝑠
6 𝑞‖𝜙1 − 𝜙2‖𝐸𝛼

𝑠
,

что и требовалось доказать. 2

Теорема 1. Пусть 𝑞 < 1 и

|𝜆| 6 𝑞

‖𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
‖𝐸𝛼

𝑠
(1 + 2𝜁(𝑀 |2𝛼))𝑠

. (3)

Тогда уравнение Фредгольма (1) имеет единственное решение и для него справедливо пред-
ставление в виде ряда Неймана

𝜙
(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀
+

∞∑︁
𝑘⃗=1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘−1, 𝑢⃗𝑘)𝑓(𝑢⃗𝑘)𝑑𝑢⃗1 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘.

Доказательство. Так как согласно лемме (2) при 𝜆, удовлетворяющем условию (3) опе-
ратор 𝐴𝜆,𝑓 является сжатием полного пространства 𝐸𝛼𝑠 , то он имеет единственную неподвиж-
ную точку, то есть уравнение

𝐴𝜆,𝑓𝜙
(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝜙

(︀
𝑡⃗
)︀

имеет единственное решение. Но это и означает, что 𝜙
(︀
𝑡⃗
)︀
решение уравнения(1).

Как известно, для любой точки 𝑥0 полного пространства 𝐸 и сжимающего отображения 𝐴
последовательность {𝑥𝑛}, где 𝑥𝑛 = 𝐴𝑛𝑥0, сходится к неподвижной точке оператора 𝐴 в норме
пространства 𝐸. Применяя это к пространству 𝐸 = 𝐸𝛼𝑠 , оператору 𝐴 = 𝐴𝜆,𝑓 , точке 𝑥0 = 𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀

и норме ‖ · ‖𝐸𝛼
𝑠
, получим, что

𝐴𝑛𝜆,𝑓𝑓
(︀
𝑡⃗
)︀
→ 𝜙

(︀
𝑡⃗
)︀

где 𝜙 — решение уравнения (1). То есть

‖𝜙−𝐴𝑛𝜆,𝑓𝑓‖𝐸𝛼
𝑠
→ 0, при 𝑛→ ∞. (4)

Так как
‖𝑔(𝑥⃗)‖𝐶 6 (1 + 2𝜁(2𝛼))𝑠‖𝑔(𝑥⃗)‖𝐸𝛼

𝑠

для любой функции 𝑔(𝑥⃗) ∈ 𝐸𝛼𝑠 , то из (4) следует, что

‖𝜙−𝐴𝑛𝜆,𝑓𝑓‖𝐶 → 0, 𝑛→ ∞.

Другими словами, последовательность 𝐴𝑛𝜆,𝑓𝑓 равномерно сходится к решению уравнения (1).
Докажем по индукции, что

𝐴𝑛𝜆,𝑓𝑓 = 𝑓
(︀
𝑡⃗
)︀
+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗1

)︀
𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘−1, 𝑢⃗𝑘)𝑓(𝑢⃗𝑘)𝑑𝑢⃗1 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘. (5)
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Действительно, (5) справедливо при 𝑛 = 1, так как

𝐴𝜆,𝑓𝑓 = 𝑓
(︀
𝑡⃗
)︀
+ 𝜆

∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
𝑓(𝑢⃗)𝑑𝑢⃗.

Далее имеем:

𝐴𝑛+1
𝜆,𝑓 𝑓 = 𝐴𝜆,𝑓 (𝐴

𝑛
𝜆,𝑓𝑓) =

= 𝐴𝜆,𝑓

⎛⎝𝑓 (︀𝑡⃗ )︀+ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘−1, 𝑢⃗𝑘)𝑓(𝑢⃗𝑘)𝑑𝑢⃗1 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘

⎞⎠ =

= 𝑓
(︀
𝑡⃗
)︀
+𝐴𝜆

⎛⎝𝑓 (︀𝑡⃗ )︀+ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘−1, 𝑢⃗𝑘)𝑓(𝑢⃗𝑘)𝑑𝑢⃗1 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘

⎞⎠=
= 𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀
+ 𝜆

∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
𝑓(𝑢⃗)𝑑𝑢⃗+

+
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘+1

∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘−1, 𝑢⃗𝑘+1)𝑓(𝑢⃗𝑘+1)𝑑𝑢⃗2 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘+1

⎞⎟⎠ 𝑑𝑢⃗1.

Так как для непрерывных функций порядок интегрирования произвольный, то

∫︁∫︁
𝐺𝑠

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘, 𝑢⃗𝑘+1)𝑓(𝑢⃗𝑘+1)𝑑𝑢⃗2 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘+1

⎞⎟⎠ 𝑑𝑢⃗1 =

=

∫︁∫︁
𝐺(𝑘+1)𝑠

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘, 𝑢⃗𝑘+1)𝑓(𝑢⃗𝑘+1)𝑑𝑢⃗1 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘+1.

Из равномерной сходимости последовательности 𝐴𝜆,𝑓𝑓 следует, что

𝜙
(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀
+

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘−1, 𝑢⃗𝑘)𝑓(𝑢⃗𝑘)𝑑𝑢⃗1 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘,

и этот ряд равномерно сходится на 𝐺𝑠. Теорема полностью доказана. 2

Следствие 1. Пусть выполняется условие теоремы, тогда для решения уравнения (1)
справедливо соотношение

𝜙
(︀
𝑡⃗
)︀
= 𝑓

(︀
𝑡⃗
)︀
+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘−1, 𝑢⃗𝑘)𝑓(𝑢⃗𝑘)𝑑𝑢⃗1 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘+

+
𝑞𝑛+1 ·Θ · ‖𝑓 (⃗𝑡)‖𝐸𝛼

𝑠

1− 𝑞
, где |Θ| 6 (1 + 2𝜁(2𝛼))𝑠.

Доказательство.

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘−1, 𝑢⃗𝑘)𝑓(𝑢⃗𝑘)𝑑𝑢⃗1 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘 = 𝐴𝑘𝜆𝑓
(︀
𝑡⃗
)︀
.
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Отсюда следует, что⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑘=𝑛+1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘−1, 𝑢⃗𝑘)𝑓(𝑢⃗𝑘)𝑑𝑢⃗1 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐸𝛼

𝑠

6

6
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

‖𝐴𝑘𝜆𝑓
(︀
𝑡⃗
)︀
‖𝐸𝛼

𝑠
.

Так как 𝐴𝜆 линейный оператор и для его нормы ‖𝐴𝜆‖ по лемме (1) справедливо неравенство

‖𝐴𝜆‖ 6 |𝜆|‖𝐾𝑠

(︀
𝑡⃗, 𝑢⃗
)︀
‖𝐸2𝑠𝛼 · (1 + 2𝜁(𝑀 |2𝛼))𝑠 6 𝑞, то ‖𝐴𝑛𝜆‖ 6 ‖𝐴𝜆‖𝑛 6 𝑞𝑛.

Поэтому ⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑘=𝑛+1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘−1, 𝑢⃗𝑘)𝑓(𝑢⃗𝑘)𝑑𝑢⃗1 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐸𝛼

𝑠

6

6
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑞𝑘||𝑓
(︀
𝑡⃗
)︀
||𝐸𝛼

𝑠
=
𝑞𝑛+1||𝑓 (⃗𝑡)||𝐸𝛼

𝑠

1− 𝑞
.

Отсюда следует, что⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑘=𝑛+1

𝜆𝑘
∫︁∫︁
𝐺𝑠𝑘

𝐾𝑠(⃗𝑡, 𝑢⃗1)𝐾𝑠(𝑢⃗1, 𝑢⃗2) . . .𝐾𝑠(𝑢⃗𝑘−1, 𝑢⃗𝑘)𝑓(𝑢⃗𝑘)𝑑𝑢⃗1 . . . 𝑑𝑢⃗𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐶

6

6 (1 + 2𝜁(2𝛼))𝑠
𝑞𝑛+1||𝑓 (⃗𝑡)||𝐸𝛼

𝑠

1− 𝑞
,

чем следствие полностью доказано. 2

4. Дифференциальные свойства классов 𝑀𝛼
𝑠

Как хорошо известно, теоретико-числовые методы применимы для решения уравнений с
частными производными [11, 13, 14, 15].

Рассмотрим

𝑄

(︂
𝜕

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕

𝜕𝑥𝑠

)︂
=

𝑛1∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑛𝑠∑︁
𝑗𝑠=0

𝑎𝑗1,...,𝑗𝑠
𝜕𝑗1

𝜕𝑥𝑗11
. . .

𝜕𝑗𝑠

𝜕𝑥𝑗𝑠𝑠
(6)

— дифференциальный оператор порядка 𝑛(𝑄) = 𝑛1 + . . . + 𝑛𝑠, с максимальным порядком по
отдельным переменным, не превосходящим 𝑚(𝑄) =max(𝑛1, . . . , 𝑛𝑠), а 𝜙(𝑥⃗) = 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) —
периодическая с периодом единица по каждому из своих аргументов функция из класса 𝑀𝛼

𝑠

(𝛼 > 𝑚(𝑄) + 1).4

Таким образом,

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) =
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝑐𝑚1,...,𝑚𝑠𝑒
2𝜋𝑖(𝑚1𝑥1+...+𝑚𝑠𝑥𝑠) (7)

4Условие на 𝛼 гарантирует, что ряд Фурье для образа 𝑄
(︁

𝜕
𝜕𝑥1

, . . . , 𝜕
𝜕𝑥𝑠

)︁
𝜙(𝑥⃗), полученный почленным диф-

ференцированием, равномерно и абсолютно сходится.
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и для коэффициентов Фурье выполняется оценка

|𝑐𝑚1,...,𝑚𝑠 | 6
‖𝜙‖𝐸𝛼

𝑠

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
. (8)

Величина

‖𝜙‖𝐸𝛼
𝑠
= sup

𝑚1,...,𝑚𝑠

|𝑐𝑚1,...,𝑚𝑠(𝑚1 . . .𝑚𝑠)
𝛼| <∞ (9)

является нормой на пространстве 𝑀𝛼
𝑠 , относительно которой оно является несепарабельным

банаховым пространством.
В своей работе В. С. Рябенький предложил некоторый общий подход численного решения

задачи Коши с использованием произвольных сеток, для которых выполнены специальные
условия, и показал, что его конструкция применима для многомерных кубических сеток, ко-
торые ещё называют равномерными, и для параллелепипедальных сеток Н. М. Коробова.

Прежде всего найдем собственные функции и ядро дифференциального оператора

𝑄

(︂
𝜕

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕

𝜕𝑥𝑠

)︂
.

Положим
𝑀𝑠 = {𝑚⃗ ∈ Z𝑠 |𝑚𝜈 ∈𝑀, (𝜈 = 1, . . . , 𝑠)}.

Для любого 𝑚⃗ ∈𝑀𝑠 зададим величины 𝑄(𝑚⃗) равенствами

𝑄(𝑚⃗) =

𝑛1∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑛𝑠∑︁
𝑗𝑠=0

𝑎𝑗1,...,𝑗𝑠(2𝜋𝑖)
𝑗1+...+𝑗𝑠𝑚𝑗1

1 . . .𝑚𝑗𝑠
𝑠 =

𝑛(𝑄)∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗(𝑚⃗)(2𝜋𝑖)𝑗 , (10)

𝐴𝑗(𝑚⃗) =
∑︁

𝑗1+...+𝑗𝑠=𝑗

𝑎𝑗1,...,𝑗𝑠𝑚
𝑗1
1 . . .𝑚𝑗𝑠

𝑠 . (11)

Заметим, что если все коэффициенты 𝑎𝑗1,...,𝑗𝑠 — алгебраические числа, то в силу транс-
цендентности числа 𝜋 величина 𝑄(𝑚⃗) = 0 тогда и только тогда, когда 𝐴𝑗(𝑚⃗) = 0, для всех
𝑗 = 0, . . . , 𝑛(𝑄).

Лемма 4. Для любого 𝑚⃗ ∈𝑀𝑠 функция 𝑒
2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) является собственной функцией опера-

тора 𝑄
(︁

𝜕
𝜕𝑥1

, . . . , 𝜕
𝜕𝑥𝑠

)︁
с собственным числом 𝑄(𝑚⃗), если 𝑄(𝑚⃗) ̸= 0, или принадлежит ядру

𝐾𝑒𝑟𝑄 оператора, если 𝑄(𝑚⃗) = 0.

Доказательство. Действительно,

𝜕𝑗1

𝜕𝑥𝑗11
. . .

𝜕𝑗𝑠

𝜕𝑥𝑗𝑠𝑠
𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) = (2𝜋𝑖)𝑗1+...+𝑗𝑠𝑚𝑗1

1 . . .𝑚𝑗𝑠
𝑠 𝑒

2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗).

Поэтому

𝑄

(︂
𝜕

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕

𝜕𝑥𝑠

)︂
𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) =

=

𝑛1∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑛𝑠∑︁
𝑗𝑠=0

𝑎𝑗1,...,𝑗𝑠(2𝜋𝑖)
𝑗1+...+𝑗𝑠𝑚𝑗1

1 . . .𝑚𝑗𝑠
𝑠 𝑒

2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) =

= 𝑄(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗),
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что и доказывает утверждение леммы. 2

Будем использовать обозначение K𝑒𝑟𝑄 для самого ядра оператора, а для множества зна-
чений 𝑚⃗, для которых 𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) ∈ K𝑒𝑟𝑄 будем использовать обозначение 𝐾𝑒𝑟𝑄.

Пусть 𝑆 ⊂𝑀𝑠 — произвольное конечное множество целочисленных векторов 𝑚⃗. Обозначим
через T0(𝑆) — пространство всех тригонометрических многочленов с постоянными коэффи-
циентами

T0(𝑆) =

{︃
𝑃 (𝑥⃗) =

∑︁
𝑚⃗∈𝑆

𝑏𝑚⃗𝑒
2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑏𝑚⃗ ∈ C, 𝑚⃗ ∈ 𝑆

}︃
.

Очевидно, что если 𝑓(𝑥⃗) ∈ K𝑒𝑟𝑄 и 𝑓(𝑥⃗) ̸= 0, то уравнение

𝑄

(︂
𝜕

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕

𝜕𝑥𝑠

)︂
𝑢(𝑥⃗) = 𝑓(𝑥⃗) (12)

не имеет решений. Более того, пространство T0(𝑆) можно представить как прямую сумму
подпространств

T0(𝑆) = T0 (𝑆 ∖𝐾𝑒𝑟𝑄)
⨁︁

T0

(︁
𝑆
⋂︁
𝐾𝑒𝑟𝑄

)︁
и уравнение (12) имеет решение тогда и только тогда, когда

𝑓(𝑥⃗) ∈ T0 (𝑆 ∖𝐾𝑒𝑟𝑄) .

Теорема 2. Для пространства T0(𝑆) общим решением дифференциального уравнения

𝑄

(︂
𝜕

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕

𝜕𝑥𝑠

)︂
𝑢(𝑥⃗) = 𝑓(𝑥⃗),

𝑓(𝑥⃗) =
∑︁

𝑚⃗∈𝑆∖𝐾𝑒𝑟𝑄

𝑏𝑚⃗𝑒
2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) ∈ T0 (𝑆 ∖𝐾𝑒𝑟𝑄) , −∞ < 𝑥𝜈 <∞ (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) (13)

является тригонометрический многочлен

𝑢(𝑥⃗) =
∑︁

𝑚⃗∈𝑆∖𝐾𝑒𝑟𝑄

𝑏𝑚⃗
𝑄(𝑚⃗)

𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) +
∑︁

𝑚⃗∈𝑆
⋂︀
𝐾𝑒𝑟𝑄

𝑐𝑚⃗𝑒
2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗), (14)

где 𝑐𝑚⃗ — произвольные числа.

Доказательство. Рассмотрим произвольный многочлен 𝑢(𝑥⃗) ∈ T0(𝑆):

𝑢(𝑥⃗) =
∑︁
𝑚⃗∈𝑆

𝑐𝑚⃗𝑒
2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗).

Тогда

𝑄

(︂
𝜕

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕

𝜕𝑥𝑠

)︂
𝑢(𝑥⃗) =

∑︁
𝑚⃗∈𝑆

𝑐𝑚⃗𝑄(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) =

=
∑︁

𝑚⃗∈𝑆∖𝐾𝑒𝑟𝑄

𝑐𝑚⃗𝑄(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) = 𝑓(𝑥⃗) =
∑︁

𝑚⃗∈𝑆∖𝐾𝑒𝑟𝑄

𝑏𝑚⃗𝑒
2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗).

Таким образом, приравнивая коэффициенты тригонометрических многочленов слева и справа,
получим

𝑐𝑚⃗ =
𝑏𝑚⃗
𝑄(𝑚⃗)
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для каждого 𝑚⃗ ∈ 𝑆 ∖𝐾𝑒𝑟𝑄 и 𝑐𝑚⃗ — произвольное число, если 𝑚⃗ ∈ 𝑆
⋂︀
𝐾𝑒𝑟𝑄, что и доказывает

утверждение теоремы. 2

Вопрос о переходе от пространства T0(𝑆) к пространству𝑀𝛼
𝑠 требует дополнительного ана-

лиза, так как связан с арифметическими свойствами спектра дифференциального оператора

𝑄
(︁

𝜕
𝜕𝑥1

, . . . , 𝜕
𝜕𝑥𝑠

)︁
на пространстве 𝑀𝛼

𝑠 , от которых зависит сходимость тригонометрического

ряда формального решения∑︁
𝑚⃗∈𝑀𝑠∖𝐾𝑒𝑟𝑄

𝑏𝑚⃗
𝑄(𝑚⃗)

𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) +
∑︁

𝑚⃗∈𝐾𝑒𝑟𝑄

𝑐𝑚⃗𝑒
2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗)

для произвольной функции

𝑓(𝑥⃗) =
∑︁

𝑚⃗∈𝑀𝑠∖𝐾𝑒𝑟𝑄

𝑏𝑚⃗𝑒
2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) ∈𝑀𝛼

𝑠 .

5. О погрешности квадратурных формул на классе 𝑀𝛼
𝑠 для неко-

торых моноидов 𝑀

Пусть 𝑞 > 3𝑠 и моноид 𝑀 = 𝑀𝑞,1, состоящий из натуральных чисел сравнимых с 1 по
модулю 𝑞:

𝑀𝑞,1 = {𝑚 |𝑚 ≡ 1 (mod 𝑞)}.

Рассмотрим квадратурную формулу с параллелепипедальной сеткой(︂
𝑘

𝑞
,

{︂
𝑎1𝑘

𝑞

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠−1𝑘

𝑞

}︂)︂
𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑞 − 1

на классе 𝑀𝛼
𝑠 :

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

𝑓(𝑥⃗)𝑑𝑥⃗ =

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂
𝑘

𝑞
,

{︂
𝑎1𝑘

𝑞

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠−1𝑘

𝑞

}︂)︂
−𝑅𝑞[𝑓(𝑥⃗)], 𝑓(𝑥⃗) ∈𝑀𝛼

𝑠 . (15)

Если

𝑓(𝑥⃗) =
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) =
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝑐(𝑚⃗)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗),

то для погрешности приближенного интегрирования 𝑅𝑞[𝑓(𝑥⃗)] справедливо равенство

𝑅𝑞[𝑓(𝑥⃗)] =
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,𝑚⃗ ̸=0⃗,
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

𝑐(𝑚⃗)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
𝛿𝑞(𝑚1 + 𝑎1𝑚2 + . . .+ 𝑎𝑠−1𝑚𝑠),

где символ Коробова 𝛿𝑞(𝑚) задан равенствами

𝛿𝑞(𝑚) =

{︂
1, если 𝑚 ≡ 0 (mod 𝑞),
0, если 𝑚 ̸≡ 0 (mod 𝑞).

Назовём набор коэффициентов (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) допустимым по модулю 𝑞, если для любого
набора 1 6 𝜈1 < . . . < 𝜈𝑘 6 𝑠− 1 при 𝑘 = 1, . . . , 𝑠− 1 выполнены соотношения

±𝑎𝜈1 ± . . .± 𝑎𝜈𝑘 ̸≡ 1 (mod 𝑞), ±𝑎𝜈1 ± . . .± 𝑎𝜈𝑘 ̸≡ 0 (mod 𝑞).
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Теорема 3. Для любого допустимого набора (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) по модулю 𝑞 квадратурная
формула (15) точна на классе 𝑀𝛼

𝑠 .

Доказательство. Действительно, так как 𝑚𝜈 ∈ 𝑀 , то либо 𝑚𝜈 ≡ ±1 (mod 𝑞), либо
𝑚𝜈 = 0. Обозначим набор 1 6 𝜈1 < . . . < 𝜈𝑘 6 𝑠− 1 при 𝑘 = 1, . . . , 𝑠− 1 таких значений 𝜈, что
𝑚𝜈+1 ≡ ±1 (mod 𝑞), а для всех остальных 𝜈 > 0 имеем 𝑚𝜈+1 = 0.

Если𝑚1 = 0, то из равенства 𝛿𝑞(𝑚1+𝑎1𝑚2+. . .+𝑎𝑠−1𝑚𝑠) = 1 следует, что±𝑎𝜈1±. . .±𝑎𝜈𝑘 ≡ 0
(mod 𝑞). Если 𝑚1 ≡ ±1 (mod 𝑞), то ±𝑎𝜈1 ± . . . ± 𝑎𝜈𝑘 ≡ ∓1 (mod 𝑞). Но оба сравнения невоз-
можны, так как набор (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) допустимый. Следовательно, в сумме для погрешности
приближенного интегрирования все слагаемые нулевые и теорема доказана. 2

Доказанная теорема, а точнее метод её доказательства, позволяет получить утверждение
для любой оптимальной параллелепипедальной сетки, для которой гиперболический параметр
больше 1.

Пусть Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1; 𝑞) целочисленная решётка решений линейного сравнения:

Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1; 𝑞) = {𝑚⃗ ∈ Z𝑠|𝑚1 + 𝑎1𝑚2 + . . .+ 𝑎𝑠−1𝑚𝑠 ≡ 0 (mod 𝑞)}

и 𝑞(Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1; 𝑞)) — гиперболический параметр этой решётки, то есть

𝑞(Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1; 𝑞)) = min
𝑚⃗∈Λ(𝑎1,...,𝑎𝑠−1;𝑞), 𝑚̸⃗=0⃗

𝑚1 . . .𝑚𝑠.

Теорема 4. Для любого оптимального набора (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) по модулю 𝑞 с

𝑞(Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1; 𝑞)) > 1

квадратурная формула (15) точна на классе 𝑀𝛼
𝑠 .

Доказательство. Действительно, если 𝑞(Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1; 𝑞)) > 1, то ни один набор
(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) с 𝑚𝜈 ∈𝑀, (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) не будет принадлежать решётке Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1; 𝑞), что и
доказывает утверждение теоремы. 2

6. Заключение

Из рассмотренных материалов видно.
Во-первых, с каждым моноидом 𝑀 натуральных чисел связывается класс периодических

функций 𝑀𝛼
𝑠 , который вложен в хорошо известный класс 𝐸

𝛼
𝑠 .

Оказалось, что класс периодических функций 𝑀𝛼
𝑠 замкнут относительно интегральных

операторов Фредгольма и на нем разрешимо интегральное уравнение Фредгольма второго
рода.

Во-вторых, для моноида𝑀 =𝑀𝑞,1 справедлив парадоксальный результат о точности квад-
ратурной формулы с параллелепипедальной сеткой с допустимым набором коэффициентов
для всего класса 𝑀𝛼

𝑠 .

Нетрудно видеть, что если через 𝑀𝑞,𝑎 обозначить класс вычетов 𝑚 ≡ 𝑎 (mod 𝑞) при
2 6 𝑎 6 𝑞−1, то можно определить класс функций 𝑀𝛼

𝑞,𝑎,𝑠 следующим образом. Этот класс пе-
риодических функций состоит из функций 𝑓(𝑥⃗), которые задаются многомерным рядом Фурье
вида

𝑓(𝑥⃗) =
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀𝑞,𝑎, (𝜈=1,...,𝑠)

𝐶(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) =
∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠,
𝑚𝜈∈𝑀𝑞,𝑎, (𝜈=1,...,𝑠)

𝑐(𝑚⃗)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗),
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где коэффициенты Фурье удовлетворяют неравенствам

|𝐶(𝑚⃗)| 6
‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼

𝑠

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

и
‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼

𝑠
= sup

𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)
|𝐶(𝑚⃗)|(𝑚1 . . .𝑚𝑠)

𝛼 = sup
𝑚𝜈∈𝑀, (𝜈=1,...,𝑠)

|𝑐(𝑚⃗)| <∞.

Если 𝜎𝑀𝑞,𝑎 — абсцисса абсолютной сходимости дзета-функции

𝜁(𝑀𝑞,𝑎|𝛼) =
∞∑︁

𝑚=−∞

1

|𝑞𝑚+ 𝑎|𝛼

класса вычетов𝑀𝑞,𝑎, то для любого 𝛼 > 𝜎𝑀𝑞,𝑎 ряд Фурье для функции 𝑓(𝑥⃗) ∈𝑀𝛼
𝑞,𝑎,𝑠 абсолютно

и равномерно сходится для любого 𝑥⃗ ∈ R𝑠.
Если модуль 𝑞 — простое число, то для квадратурной формулы (15) теоремы 3 и 4 остаются

справедливыми и для класса 𝑀𝛼
𝑞,𝑎,𝑠. Так как функции 𝑓(𝑥⃗) из класса 𝑀𝛼

𝑞,𝑎,𝑠 имеют нулевое

значение для нулевого коэффициента Фурье 𝐶 (⃗0), то отсюда следует, что

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂
𝑘

𝑞
,

{︂
𝑎1𝑘

𝑞

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠−1𝑘

𝑞

}︂)︂
= 0, 𝑓(𝑥⃗) ∈𝑀𝛼

𝑞,𝑎,𝑠

при этих условиях.
В-третьих, вопрос о решении дифференциального уравнения с частными производными с

дифференциальным оператором 𝑄
(︁

𝜕
𝜕𝑥1

, . . . , 𝜕
𝜕𝑥𝑠

)︁
в пространстве 𝑀𝛼

𝑠 зависит от арифметиче-
ских свойств спектра этого оператора.
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