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Аннотация

В работе исследуется дзета-функция 𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) моноида 𝑀(𝑝1, 𝑝2), порожден-
ного простыми числами 𝑝1 < 𝑝2 вида 3𝑛 + 2. Далее, выделяется основной моноид
𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2) ⊂ 𝑀(𝑝1, 𝑝2) и основное множество 𝐴3,1(𝑝1, 𝑝2) = 𝑀(𝑝1, 𝑝2) ∖𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2). Для
соответствующих дзета-функций найдены явные конечные формулы, задающие аналити-
ческое продолжение на всю комплексную плоскость, кроме счётного множества полюсов.
Найдены обратные ряды для этих дзета-функций и функциональные уравнения.

В работе даны определения трём новым типам моноидов натуральных чисел с одно-
значным разложением на простые элементы: моноиды степеней, моноиды Эйлера по мо-
дулю 𝑞 и единичные моноиды по модулю 𝑞. Указаны выражение их дзета-функций через
эйлеровы произведения.

В работе рассмотрен эффект Дэвенпорта — Хейльбронна для дзета-функций моноидов
натуральных чисел, связанный с появлением нулей у дзета-функций слагаемых, получа-
ющихся при разбиении на классы вычетов по модулю.

Для моноидов с экспоненциальной последовательностью простых чисел доказана ги-
потеза о заградительном ряде и показано, что областью голоморфности дзета-функции
такого моноида является комплексная полуплоскость справа от мнимой оси.

В заключении рассмотрены актуальные задачи с дзета-функциями моноидов натураль-
ных чисел, требующие дальнейшего исследования.

Ключевые слова: дзета-функция Римана, ряд Дирихле, дзета-функция моноида нату-
ральных чисел, эйлерово произведение.
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Abstract

The paper studies the Zeta function 𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) of the monoid 𝑀(𝑝1, 𝑝2) generated by
Prime numbers 𝑝1 < 𝑝2 of the form 3𝑛 + 2. Next,the main monoid 𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2) ⊂ 𝑀(𝑝1, 𝑝2)
and the main set 𝐴3,1(𝑝1, 𝑝2) =𝑀(𝑝1, 𝑝2)∖𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)𝑎𝑟𝑒𝑑𝑖𝑠𝑡𝑖𝑛𝑔𝑢𝑖𝑠ℎ𝑒𝑑. For the corresponding
Zeta functions, explicit finite formulas are found that give an analytic continuation on the entire
complex plane except for the countable set of poles. Inverse series for these Zeta functions and
functional equations are found.

The paper gives definitions of three new types of monoids of natural numbers with a unique
decomposition into simple elements: monoids of degrees, Euler monoids modulo 𝑞 and unit
monoids modulo 𝑞. Provided the expression of the Zeta functions using the Euler product.

The paper discusses the effect Davenport — Heilbronn Zeta-functions of monoids of natural
numbers that is associated with the appearance of zeros of the Zeta-functions of terms obtained
by the classes of residues modulo.

For monoids with an exponential sequence of primes, the barrier series hypothesis is proved
and it is shown that the holomorphic domain of the Zeta function of such a monoid is the
complex half-plane to the right of the imaginary axis.

In conclusion, topical problems with zeta-functions of monoids of natural numbers that
require further investigation are considered.
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1. Введение

Пусть 𝑝1 < 𝑝2 — два простых числа вида 3𝑛+2. Например, 𝑝1 = 2, 𝑝2 = 5. Через 𝑀(𝑝1, 𝑝2)
обозначаем, как обычно, моноид, порожденный простыми числами 𝑝1 и 𝑝2:

𝑀(𝑝1, 𝑝2) = {𝑛 = 𝑝𝛽11 𝑝
𝛽2
2 |𝛽1, 𝛽2 > 0}, 𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =

∑︁
𝑛∈𝑀(𝑝1,𝑝2)

1

𝑛𝛼
(𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 0).

Ясно, что моноид 𝑀(𝑝1, 𝑝2) с однозначным разложением на простые множители, и поэтому
его дзета-функция выражается через конечное эйлерово произведение:

𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) = 𝑃 (𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
(︂
1− 1

𝑝𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑝𝛼2

)︂−1

.

Рассмотрим моноид 𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2) ⊂𝑀(𝑝1, 𝑝2), заданный равенством

𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2) = {𝑛 = 3𝑘 + 1 = 𝑝𝛽11 𝑝
𝛽2
2 |𝛽1 + 𝛽2 ≡ 0 (mod 2)},

который для краткости будем называть основным моноидом, и основное множество

𝐴3,1(𝑝1, 𝑝2) =𝑀(𝑝1, 𝑝2) ∖𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2) = {𝑛 = 3𝑘 + 2 = 𝑝𝛽11 𝑝
𝛽2
2 |𝛽1 + 𝛽2 ≡ 1 (mod 2)}.

Для моноида 𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2) нетрудно описать 𝑃 (𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)) — множество простых элемен-
тов: 𝑃 (𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)) = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3} и состоит из псевдопростых чисел

𝑞1 = 𝑝21 < 𝑞2 = 𝑝1𝑝2 < 𝑞3 = 𝑝22.

Обозначим через 𝑃 (𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) эйлерово произведение:

𝑃 (𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
∏︁

𝑞∈𝑃 (𝑀3,1(𝑝1,𝑝2))

(︂
1− 1

𝑞𝛼

)︂−1

=

(︂
1− 1

𝑞𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑞𝛼2

)︂−1(︂
1− 1

𝑞𝛼3

)︂−1

.

Будем называть каноническим разложением элемента 𝑛 из мультипликативного моноида
𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2) натуральных чисел представление вида 𝑛 = 𝑞𝛽11 𝑞

𝛽2
2 𝑞

𝛽3
3 .Через 𝑘(𝑛) будем обозначать

количество различных канонических представлений числа 𝑛, тогда эйлерово произведение
𝑃 (𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) будет раскладываться в следующий ряд Дирихле

𝑃 (𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀3,1(𝑝1,𝑝2)

𝑘(𝑛)

𝑛𝛼
.

Так как в моноиде 𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2) нет однозначности разложения на простые элементы, дей-
ствительно, 𝑞1𝑞3 = 𝑞22, то 𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) ̸= 𝑃 (𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼).

Интересно, что моноид 𝑀(𝑞1, 𝑞2) имеет однозначное разложение на множители, так как
𝑞𝛽11 𝑞

𝛽2
2 = 𝑝2𝛽1+𝛽21 𝑝𝛽22 , что доказывает однозначность разложения на простые элементы. Поэтому

𝜁(𝑀(𝑞1, 𝑞2)|𝛼)=
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑞1,𝑞2)

1

𝑛𝛼
=

∞∑︁
𝛽1,𝛽2=0

1(︁
𝑞𝛽11 𝑞

𝛽2
2

)︁𝛼 =

(︂
1− 1

𝑞𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑞𝛼2

)︂−1

=𝑃 (𝑀(𝑞1, 𝑞2)|𝛼).

И вообще, справедливо равенство 𝜁(𝑀(𝑞𝜈 , 𝑞𝜇)|𝛼) = 𝑃 (𝑀(𝑞𝜈 , 𝑞𝜇)|𝛼) 1 6 𝜈 < 𝜇 6 3.

Цель данной работы — найти обратный ряд Дирихле для дзета-функции 𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼)
и аналитическое продолжение на всю комплексную плоскость. Кроме этого, в работе будет
доказана гипотеза о заградительном ряде для дзета-функции моноида с экспоненциальной
последовательностью простых чисел.
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2. Вес, порядок и радиус в точке

Рассмотрим функцию 𝑓(𝛼) от комплексного аргумента в окрестности точки 𝛼0 и её разло-
жение в ряд Лорана:

𝑓(𝛼) =

∞∑︁
𝜈=𝑛

𝑐𝜈(𝛼− 𝛼0)
𝜈 , 𝑐𝑛 ̸= 0.

Назовём порядком и весом в точке 𝛼0 величины 𝑛 и 𝑐𝑛, соответственно. Эти два функционала
будем обозначать следующим образом:

ord𝛼0 𝑓(𝛼) = 𝑛, Wei
𝛼0

𝑓(𝛼) = 𝑐𝑛.

Нетрудно видеть, что если 𝑛 > 0, то порядок функции 𝑓(𝛼) в точке 𝛼0 равен порядку нуля
в этой точке. Если порядок нулевой, то вес в точке 𝛼0 равен значению функции в этой точке.
Наконец, если порядок отрицательный, то он со знаком минус равен порядку полюса в точке
𝛼0.

Лемма 1. Функционал порядка аддитивен:

ord𝛼0 𝑓(𝛼)𝑔(𝛼) = ord𝛼0 𝑓(𝛼) + ord𝛼0 𝑔(𝛼).

Функционал веса мультипликативен:

Wei
𝛼0

𝑓(𝛼)𝑔(𝛼) = Wei
𝛼0

𝑓(𝛼) ·Wei
𝛼0

𝑔(𝛼).

Доказательство. Действительно, пусть функции 𝑓(𝛼) и 𝑔(𝛼) раскладываются в ряды
Лорана:

𝑓(𝛼) =
∞∑︁
𝜈=𝑛

𝑐𝜈(𝛼− 𝛼0)
𝜈 , 𝑐𝑛 ̸= 0, 𝑔(𝛼) =

∞∑︁
𝜇=𝑚

𝑑𝜇(𝛼− 𝛼0)
𝜇, 𝑑𝑚 ̸= 0,

тогда

𝑓(𝛼)𝑔(𝛼) =
∞∑︁

𝜈=𝑛+𝑚

(︃
𝜈−𝑛∑︁
𝜇=𝑚

𝑐𝜈−𝜇𝑑𝜇

)︃
(𝛼− 𝛼0)

𝜈 , 𝑐𝑛𝑑𝑚 ̸= 0.

Отсюда следует, что

ord𝛼0 𝑓(𝛼)𝑔(𝛼) = 𝑛+𝑚 = ord𝛼0 𝑓(𝛼) + ord𝛼0 𝑔(𝛼), Wei
𝛼0

𝑓(𝛼)𝑔(𝛼) = 𝑐𝑛𝑑𝑚 = Wei
𝛼0

𝑓(𝛼) ·Wei
𝛼0

𝑔(𝛼).

2

Обозначим через rad𝛼0 𝑓(𝛼) радиус сходимости ряда Лорана для функции 𝑓(𝛼) в точке
𝛼0. Таким образом, если порядок функции 𝑓(𝛼) в точке 𝛼0 неотрицательный, то rad𝛼0 𝑓(𝛼) —
радиус сходимости соответствующего степенного ряда в точке 𝛼0, а если он отрицательный,
то ряд Лорана сходится при 0 < |𝛼− 𝛼0| < rad𝛼0 𝑓(𝛼) и расходится при |𝛼− 𝛼0| > rad𝛼0 𝑓(𝛼).

Из леммы 1 вытекают следствия.

Следствие 1. Справедливы равенства

ord𝛼0

1

𝑓(𝛼)
= − ord𝛼0 𝑓(𝛼), Wei

𝛼0

1

𝑓(𝛼)
=

1

Wei𝛼0 𝑓(𝛼)
.

Доказательство. Действительно, если положить в лемме 1 𝑔(𝛼) = 1
𝑓(𝛼) и воспользовать-

ся очевидными равенствами ord𝛼0 1 = 0, Wei𝛼0 1 = 1, то утверждение следствия следует из
леммы 1. 2
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Следствие 2. Если ord𝛼0 𝑓(𝛼) + ord𝛼0 𝑔(𝛼) = 0, то

𝑓(𝛼0)𝑔(𝛼0) = Wei
𝛼0

𝑓(𝛼) ·Wei
𝛼0

𝑔(𝛼).

Доказательство. Действительно, если порядки функций 𝑓(𝛼) и 𝑔(𝛼) в точке 𝛼0 нулевые,
то их значения в этой точке равны весам и утверждение леммы справедливо. Если один поря-
док положительный, то это порядок нуля, а вторая функция имеет полюс в этой точке того
же порядка. Поэтому в произведении он гасится нулём, а произведение весов будет значением
произведения в точке. 2

3. Обращение дзета-функции для основного моноида

Обращение дзета-функций для основного моноида будем осуществлять по схеме из работы
[7].

Рассмотрим дзета-функцию 𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼), заданную равенством

𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀3,1(𝑝1,𝑝2)

1

𝑛𝛼
(𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑀3,1(𝑝1,𝑝2)), (1)

где 𝜎𝑀3,1(𝑝1,𝑝2) 6 1 — абсцисса абсолютной сходимости дзета-ряда, и через 𝜁*(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼)
обозначается обратный ряд, то есть 𝜁*(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) = 𝜁−1(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼).

Лемма 2. Для произвольного числа 𝑛 = 𝑝𝛽11 𝑝
𝛽2
2 ∈ 𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2) и числа 𝑘(𝑛) канонических

представлений 𝑛 = 𝑞𝜆11 𝑞𝜆22 𝑞𝜆33 справедливо равенство

𝑘(𝑛) =

{︃
min(𝛽1,𝛽2)+1

2 , при 𝛽1 ≡ 𝛽2 ≡ 1 (mod 2),
min(𝛽1,𝛽2)+2

2 , при 𝛽1 ≡ 𝛽2 ≡ 0 (mod 2).

Доказательство. Действительно, так как 𝑛 = 𝑝𝛽11 𝑝
𝛽2
2 ∈𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2), то

𝛽1 + 𝛽2 ≡ 0 (mod 2).

Рассмотрим два случая.
Пусть 𝛽1 ≡ 𝛽2 ≡ 1 (mod 2), тогда 𝜆2 = 1+𝜆, 𝛽1 = 2𝜆1+1+𝜆, 𝛽2 = 2𝜆3+1+𝜆. Следовательно,

𝜆 = 2𝜆′, 0 6 𝜆′ 6 min(𝛽1,𝛽2)−1
2 и 𝑘(𝑛) = min(𝛽1,𝛽2)+1

2 .
Пусть 𝛽1 ≡ 𝛽2 ≡ 0 (mod 2), тогда 𝜆2 = 2𝜆, 𝛽1 = 2𝜆1 + 2𝜆, 𝛽2 = 2𝜆3 + 2𝜆. Следовательно,

0 6 𝜆 6 min(𝛽1,𝛽2)
2 и 𝑘(𝑛) = min(𝛽1,𝛽2)+2

2 . 2

Ряд Дирихле для произведения Эйлера

𝑃 (𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
∑︁

𝛽1+𝛽2≡0 (mod 2)

[︁
min(𝛽1,𝛽2)

2

]︁
+ 1(︁

𝑝𝛽11 𝑝
𝛽2
2

)︁𝛼
абсолютно сходится при 𝜎 > 0 и является мажорирующим рядом для вещественных
𝛼 > 0 дзета-ряду 𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼). Поэтому абсцисса абсолютной сходимости дзета-ряда
𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) будет 𝜎𝑀3,1(𝑝1,𝑝2) = 0. По теореме Ландау (см. [13], стр. 156) в точке 𝛼 =
= 𝜎𝑀3,1(𝑝1,𝑝2) = 0 будет особая точка дзета-функции 𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼), хотя это и так очевидно
в силу бесконечности моноида 𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2).
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Лемма 3. При 𝜎 > 0 справедливо представление

𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
(︂
1 +

1

(𝑝1𝑝2)𝛼

)︂(︂
1− 1

𝑝2𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑝2𝛼2

)︂−1

=

=

(︂
1 +

1

𝑞𝛼2

)︂(︂
1− 1

𝑞𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑞𝛼3

)︂−1

.

Доказательство. Действительно,

𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀3,1(𝑝1,𝑝2)

1

𝑛𝛼
=

∑︁
𝛽1+𝛽2≡0 (mod 2)

1(︁
𝑝𝛽11 𝑝

𝛽2
2

)︁𝛼 =

=

∞∑︁
𝛽1,𝛽2=0

1(︁
𝑝2𝛽11 𝑝2𝛽22

)︁𝛼 +

∞∑︁
𝛽1,𝛽2=0

1(︁
𝑝2𝛽1+1
1 𝑝2𝛽2+1

2

)︁𝛼 =

=

(︂
1 +

1

(𝑝1𝑝2)𝛼

)︂⎛⎝ ∞∑︁
𝛽1=0

1(︁
𝑝2𝛽11

)︁𝛼
⎞⎠⎛⎝ ∞∑︁

𝛽2=0

1(︁
𝑝2𝛽22

)︁𝛼
⎞⎠ =

=

(︂
1 +

1

(𝑝1𝑝2)𝛼

)︂(︂
1− 1

𝑝2𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑝2𝛼2

)︂−1

=

(︂
1 +

1

𝑞𝛼2

)︂(︂
1− 1

𝑞𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑞𝛼3

)︂−1

.

2

Лемма 4. При 𝜎 > 0 справедливо представление

𝜁(𝐴3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
(︂

1

𝑝𝛼1
+

1

𝑝𝛼2

)︂(︂
1− 1

𝑝2𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑝2𝛼2

)︂−1

=

=

(︂
1

𝑝𝛼1
+

1

𝑝𝛼2

)︂(︂
1− 1

𝑞𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑞𝛼3

)︂−1

.

Доказательство. Действительно,

𝜁(𝐴3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝐴3,1(𝑝1,𝑝2)

1

𝑛𝛼
=

∑︁
𝛽1+𝛽2≡1 (mod 2)

1(︁
𝑝𝛽11 𝑝

𝛽2
2

)︁𝛼 =

=
∞∑︁

𝛽1,𝛽2=0

1(︁
𝑝2𝛽1+1
1 𝑝2𝛽22

)︁𝛼 +
∞∑︁

𝛽1,𝛽2=0

1(︁
𝑝2𝛽11 𝑝2𝛽2+1

2

)︁𝛼 =

=

(︂
1

𝑝𝛼1
+

1

𝑝𝛼2

)︂⎛⎝ ∞∑︁
𝛽1=0

1(︁
𝑝2𝛽11

)︁𝛼
⎞⎠⎛⎝ ∞∑︁

𝛽2=0

1(︁
𝑝2𝛽22

)︁𝛼
⎞⎠ =

=

(︂
1

𝑝𝛼1
+

1

𝑝𝛼2

)︂(︂
1− 1

𝑝2𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑝2𝛼2

)︂−1

=

(︂
1

𝑝𝛼1
+

1

𝑝𝛼2

)︂(︂
1− 1

𝑞𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑞𝛼3

)︂−1

.

2

Лемма 5. При 𝜎 > 0 справедливо представление

𝜁*(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
(︂
1 +

1

(𝑝1𝑝2)𝛼

)︂−1(︂
1− 1

𝑝2𝛼1

)︂(︂
1− 1

𝑝2𝛼2

)︂
=

=

(︂
1 +

1

𝑞𝛼2

)︂−1(︂
1− 1

𝑞𝛼1

)︂(︂
1− 1

𝑞𝛼3

)︂
= 1− 1

𝑞𝛼2
+

∞∑︁
𝑘=2

(−1)𝑘2

𝑞𝑘𝛼2
−

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑞𝛼1 𝑞
𝑘𝛼
2

−
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑞𝛼3 𝑞
𝑘𝛼
2

.
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Доказательство. Действительно, из леммы 3 следует, что

𝜁*(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
(︂
1 +

1

(𝑝1𝑝2)𝛼

)︂−1(︂
1− 1

𝑝2𝛼1

)︂(︂
1− 1

𝑝2𝛼2

)︂
=

=

(︂
1 +

1

𝑞𝛼2

)︂−1(︂
1− 1

𝑞𝛼1

)︂(︂
1− 1

𝑞𝛼3

)︂
.

Далее имеем: (︂
1 +

1

𝑞𝛼2

)︂−1

=

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑞𝑘𝛼2
, 𝑞1𝑞3 = 𝑞22.

Поэтому

𝜁*(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑞𝑘𝛼2
−

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑞𝛼1 𝑞
𝑘𝛼
2

−
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑞𝛼3 𝑞
𝑘𝛼
2

+

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑞
(𝑘+2)𝛼
2

=

= 1− 1

𝑞𝛼2
+

∞∑︁
𝑘=2

(−1)𝑘2

𝑞𝑘𝛼2
−

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑞𝛼1 𝑞
𝑘𝛼
2

−
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑞𝛼3 𝑞
𝑘𝛼
2

.

2

Обозначим через 𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2),𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) отношение двух дзета-функций:

𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2),𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) = 𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼)𝜁−1(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼).

Обозначим коэффициенты соответствующего ряда Дирихле через 𝑦(𝑛):

𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2),𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) = 1 +
∞∑︁
𝑛=2

𝑦(𝑛)

𝑛𝛼
, 𝑦(1) = 1. (2)

Теорема 1. При 𝜎 > 0 справедливо равенство

𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2),𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
(︂
1 +

1

𝑝𝛼1

)︂(︂
1 +

1

𝑝𝛼2

)︂(︂
1 +

1

(𝑝1𝑝2)𝛼

)︂−1

=
∞∑︁
𝑛=1

𝑦(𝑛)

𝑛𝛼
,

где

𝑦(1) = 1, 𝑦(𝑛) =

⎧⎨⎩
(−1)𝑘, при 𝑛 = 𝑝1(𝑝1𝑝2)

𝑘, 𝑘 > 0,
(−1)𝑘, при 𝑛 = 𝑝2(𝑝1𝑝2)

𝑘, 𝑘 > 0,
0, в остальных случаях.

Доказательство. Действительно, из леммы 5 следует, что

𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2),𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼)=
(︂
1− 1

𝑝𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑝𝛼2

)︂−1(︂
1 +

1

(𝑝1𝑝2)𝛼

)︂−1(︂
1− 1

𝑝2𝛼1

)︂(︂
1− 1

𝑝2𝛼2

)︂
=

=

(︂
1 +

1

𝑝𝛼1

)︂(︂
1 +

1

𝑝𝛼2

)︂(︂
1 +

1

(𝑝1𝑝2)𝛼

)︂−1

=

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

(𝑝1𝑝2)𝑘𝛼
+

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑝𝛼1 (𝑝1𝑝2)
𝑘𝛼

+

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑝𝛼2 (𝑝1𝑝2)
𝑘𝛼

+

+

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

(𝑝1𝑝2)(𝑘+1)𝛼
= 1 +

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑝𝛼1 (𝑝1𝑝2)
𝑘𝛼

+

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑝𝛼2 (𝑝1𝑝2)
𝑘𝛼
.

2
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4. Аналитическое продолжение и функциональное уравнение

Хорошо известна производящая функция для чисел Бернулли (см. [3], стр. 254–257):

𝑥

𝑒𝑥 − 1
=

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛
𝑛!
𝑥𝑛

из которой несложно получить следующее разложение мероморфной функции 1
𝑒𝑥−1 в ряд

Лорана
1

𝑒𝑥 − 1
=

1

𝑥
+

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛+1

(𝑛+ 1)!
𝑥𝑛,

который абсолютно сходится при 0 < |𝑥| < 2𝜋, и имеет полюс первого порядка при 𝑥 = 0
с вычетом равным 1. Кроме того, так как 𝑒𝑥 = 𝑒𝑥+2𝑘𝜋𝑖 для любого целого 𝑘, то в каждой
точке 𝑥 = 2𝑘𝜋𝑖 для любого целого 𝑘 имеется полюс первого порядка с вычетом равным 1 и
разложение в ряд Лорана

1

𝑒𝑥 − 1
=

1

𝑥− 2𝑘𝜋𝑖
+

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛+1

(𝑛+ 1)!
(𝑥− 2𝑘𝜋𝑖)𝑛,

который абсолютно сходится при 0 < |𝑥− 2𝑘𝜋𝑖| < 2𝜋.
Подставляя 𝑥 = −𝛼 ln 𝑝, получим, что дзета-функция геометрической прогрессии 𝑀(𝑝)

является мероморфной функцией на всей комплексной 𝛼-плоскости с рядом Лорана

𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼)=
(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂−1

=
1

𝛼 ln 𝑝
−

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛+1

(𝑛+ 1)!
(−𝛼 ln 𝑝)𝑛=

1

𝛼 ln 𝑝
+
1

2
−

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛+1

(𝑛+ 1)!
(−𝛼 ln 𝑝)𝑛,

который абсолютно сходится при 0 < |𝛼| < 2𝜋
ln 𝑝 , и имеет полюс первого порядка при 𝛼 = 0 с

вычетом равным 1
ln 𝑝 .

Другой способ получения ряда Лорана связан с подстановкой 𝑥 = 𝛼 ln 𝑝. Действительно,

𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼)= 1 +
1

𝑝𝛼 − 1
= 1 +

1

𝛼 ln 𝑝
+

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛+1

(𝑛+ 1)!
(𝛼 ln 𝑝)𝑛 =

1

𝛼 ln 𝑝
+
1

2
+

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛+1

(𝑛+ 1)!
(𝛼 ln 𝑝)𝑛.

Эти два ряда Лорана совпадают, так как все нечетные числа Бернулли начиная с третьего
номера равны нулю, и поэтому

𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) = 1

𝛼 ln 𝑝
+

1

2
+

∞∑︁
𝑛=0

𝐵2𝑛+2

(2𝑛+ 2)!
(𝛼 ln 𝑝)2𝑛+1.

Кроме того, так как 𝑝𝛼 = 𝑝
𝛼+ 2𝑘𝜋

ln 𝑝
𝑖 для любого целого 𝑘, то в каждой точке 𝛼 = 2𝑘𝜋

ln 𝑝 𝑖 для

любого целого 𝑘 имеется полюс первого порядка с вычетом равным 1
ln 𝑝 и разложение в ряд

Лорана

𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) = 1

ln 𝑝
(︁
𝛼− 2𝑘𝜋

ln 𝑝 𝑖
)︁ +

1

2
+

∞∑︁
𝑛=0

𝐵2𝑛+2(ln 𝑝)
2𝑛+1

(2𝑛+ 2)!

(︂
𝛼− 2𝑘𝜋

ln 𝑝
𝑖

)︂2𝑛+1

,

который абсолютно сходится при 0 <
⃒⃒⃒
𝛼− 2𝑘𝜋

ln 𝑝 𝑖
⃒⃒⃒
< 2𝜋

ln 𝑝 .



156 Н. Н. Добровольский

Конечное эйлерово произведение:

𝑃 (𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
(︂
1− 1

𝑝𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑝𝛼2

)︂−1

= 1 +
1

𝑝𝛼1 − 1
+

1

𝑝𝛼2 − 1
+

1

(𝑝𝛼1 − 1)(𝑝𝛼2 − 1)

является мероморфной функцией на всей комплексной 𝛼-плоскости кроме точки 𝛼 = 0, в
которой у неё полюс второго порядка, и точек 𝛼 = 2𝑘𝜋

ln 𝑝1
𝑖, 𝛼 = 2𝑘𝜋

ln 𝑝2
𝑖, 𝑘 ̸= 0, в которых полюса

первого порядка.
Так как при 0 < |𝛼| < 2𝜋

ln 𝑝2
оба ряда Лорана(︂

1− 1

𝑝𝛼𝜈

)︂−1

=
1

𝛼 ln 𝑝𝜈
+

1

2
+

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛+1

(𝑛+ 1)!
(𝛼 ln 𝑝𝜈)

𝑛 𝜈 = 1, 2

абсолютно сходятся, то перемножая их, находим

𝑃 (𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
(︂
1− 1

𝑝𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑝𝛼2

)︂−1

=
1

𝛼2 ln 𝑝1 ln 𝑝2
+

1

2

(︂
1

ln 𝑝1
+

1

ln 𝑝2

)︂
1

𝛼
+

+
ln 𝑝2
ln 𝑝1

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛+1

(𝑛+ 1)!
(𝛼 ln 𝑝2)

𝑛−1 +
ln 𝑝1
ln 𝑝2

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛+1

(𝑛+ 1)!
(𝛼 ln 𝑝1)

𝑛−1+

+
1

2

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛+1

(𝑛+ 1)!
𝛼𝑛 ((ln 𝑝1)

𝑛 + (ln 𝑝2)
𝑛) +

∞∑︁
𝑛=2

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘+1

(𝑘 + 1)!
(ln 𝑝1)

𝑘 𝐵𝑛−𝑘+1

(𝑛− 𝑘 + 1)!
(ln 𝑝2)

𝑛−𝑘

)︃
𝛼𝑛.

Отсюда следует что для вычета в точке 𝛼 = 0 справедливо равенство

Res0𝑃 (𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
1

2

(︂
1

ln 𝑝1
+

1

ln 𝑝2

)︂
.

Так как логарифмы двух простых чисел линейно независимы, то

𝜁

(︂
𝑀(𝑝𝜈)

⃒⃒⃒⃒
2𝑘𝜋

ln 𝑝𝜇
𝑖

)︂
=

⎛⎝1− 1

𝑝
2𝑘𝜋
ln 𝑝𝜇

𝑖

𝜈

⎞⎠−1

определено и отлично от 0 при 𝜈 ̸= 𝜇, 𝑘 ̸= 0. Таким образом, дзета-функция 𝜁(𝑀(𝑝1)|𝛼)
имеет в точке 𝛼 = 2𝑘𝜋

ln 𝑝1
𝑖 порядок −1 с весом 1

ln 𝑝1
, а дзета-функция 𝜁(𝑀(𝑝2)|𝛼) порядок 0 с

весом

(︃
1− 1

𝑝

2𝑘𝜋
ln 𝑝1

𝑖

2

)︃−1

. Поэтому по лемме 1 их произведение в этой точке имеет порядок −1

с весом 1
ln 𝑝1

(︃
1− 1

𝑝

2𝑘𝜋
ln 𝑝1

𝑖

2

)︃−1

. Аналогичное утверждение справедливо для точек 𝛼 = 2𝑘𝜋
ln 𝑝2

𝑖 с

𝑘 ̸= 0. Поэтому для вычета дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) в точке 𝛼 = 2𝑘𝜋
ln 𝑝𝜈

𝑖, 𝑘 ̸= 0, 𝜈 = 1, 2
справедливо равенство

Res 2𝑘𝜋
ln 𝑝𝜈

𝑖𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
1

ln 𝑝𝜈

⎛⎝1− 1

𝑝
2𝑘𝜋
ln 𝑝𝜈

𝑖
𝜇

⎞⎠−1

, 𝜇 = 2−
[︁𝜈
2

]︁
.

В работе [9] доказано функциональное уравнение для дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼), кото-
рое имеет вид

𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)| − 𝛼) =
𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼)

(𝑝1𝑝2)𝛼
.
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Из леммы 3 следует, что дзета-функция 𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) — мероморфная функция на
всей комплексной 𝛼-плоскости кроме точки 𝛼 = 0, где у неё полюс второго порядка, и то-
чек 𝛼 = 2𝑘𝜋

ln 𝑞𝜈
, 𝑘 ̸= 0, 𝜈 = 1, 3, где полюса первого порядка.

Также из леммы 3 несложно найти функциональное уравнение

𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)| − 𝛼) =
𝑞𝛼2

(𝑞1𝑞3)𝛼
𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =

𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼)
(𝑝1𝑝2)𝛼

.

Из леммы 4 мы находим функциональное уравнение для дзета-функции основного множе-
ства:

𝜁(𝐴3,1(𝑝1, 𝑝2)| − 𝛼) =
𝜁(𝐴3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼)

(𝑝1𝑝2)𝛼
.

Из теоремы 1 находим очень простое функциональное уравнение для дзета-функции
𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2),𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼), из которого следует четность этой дзета-функции:

𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2),𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)| − 𝛼) = 𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2),𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼).

5. Моноиды степеней, Эйлера и единичные моноиды по модулю

Наиболее простым по своей структуре можно считать моноид 𝑀𝑘 — моноид 𝑘-х степеней:

𝑀𝑘 =
{︁
𝑛𝑘 |𝑛 ∈ N

}︁
.

Это моноид с однозначным разложением на простые элементы и множество простых элементов
𝑃 (𝑀𝑘) состоит из псевдопростых чисел:

𝑃 (𝑀𝑘) = {𝑝𝑘 | 𝑝 ∈ P}.

Поэтому для дзета-функции 𝜁(𝑀𝑘|𝛼) справедливы равенства

𝜁(𝑀𝑘|𝛼) =
∞∑︁
𝑛=1

1

(𝑛𝑘)𝛼
= 𝑃 (𝑀𝑘|𝛼) =

∏︁
𝑝∈P

(︂
1− 1

(𝑝𝑘)𝛼

)︂−1

= 𝜁(𝑘𝛼), 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 >
1

𝑘
.

Пусть 𝑞 — натуральное число больше 2. Для любого натурального числа 𝑛 с канониче-
ским разложением 𝑛 = 𝑝𝛽11 . . . 𝑝𝛽𝑘𝑘 , где простые 𝑝1 < . . . < 𝑝𝑘, его эйлеровой компонентой по
модулю 𝑞 назовем число 𝐸𝑞(𝑛), а единичным делителем по модулю 𝑞 — число 𝑈𝑞(𝑛), заданные
равенствами

𝐸𝑞(𝑛) =
∏︁

𝑝𝜈 ̸≡1 (mod 𝑞), (𝑝𝜈 ,𝑞)=1

𝑝
𝜙(𝑞)

[︁
𝛽𝜈
𝜙(𝑞)

]︁
𝜈 , 𝑈𝑞(𝑛) =

∏︁
𝑝𝜈≡1 (mod 𝑞)

𝑝𝛽𝜈𝜈 .

Через 𝑛*𝑞 будем обозначать мультипликативное дополнение эйлеровой компоненты до числа 𝑛:
𝑛*𝑞 =

𝑛
𝐸𝑞(𝑛)

, а через 𝑛**𝑞 — мультипликативное дополнение произведения эйлеровой компоненты
на единичный делитель до числа 𝑛: 𝑛**𝑞 = 𝑛

𝐸𝑞(𝑛)𝑈𝑞(𝑛)
. Очевидно, что выполняются сравнения

𝐸𝑞(𝑛) ≡ 𝑈𝑞(𝑛) ≡ 1 (mod 𝑞), 𝑛 ≡ 𝑛*𝑞 ≡ 𝑛**𝑞 (mod 𝑞).

Назовём моноидом Эйлера по модулю 𝑞 множество 𝐸𝑞, заданное равенством

𝐸𝑞 =

⎧⎨⎩𝑛𝜙(𝑞)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑛 =

∏︁
𝑝|𝑛

𝑝𝛽𝑝 , 𝑝 ̸≡ 1 (mod 𝑞), (𝑝, 𝑞) = 1

⎫⎬⎭ .
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Назовём единичным моноидом по модулю 𝑞 множество 𝑈𝑞, заданное равенством

𝑈𝑞 =

⎧⎨⎩𝑛
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑛 =

∏︁
𝑝|𝑛

𝑝𝛽𝑝 , 𝑝 ≡ 1 (mod 𝑞)

⎫⎬⎭ .

Моноиды 𝐸𝑞 и 𝑈𝑞 имеют однозначное разложение на простые элементы. Для единичного
моноида по модулю 𝑞 множество простых элементов 𝑃 (𝑈𝑞) состоит из простых чисел:

𝑃 (𝑈𝑞) = {𝑝 | 𝑝 ≡ 1 (mod 𝑞)}.

Это бесконечное множество простых чисел согласно теоремы Дирихле о простых числах в
арифметической прогрессии. Поэтому

𝜁(𝑈𝑞|𝛼) = 𝑃 (𝑈𝑞|𝛼) =
∏︁

𝑝≡1 (mod 𝑞)

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂−1

𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1.

Для моноида Эйлера по модулю 𝑞 множество простых элементов 𝑃 (𝐸𝑞) состоит из псев-
допростых чисел:

𝑃 (𝐸𝑞) = {𝑝𝜙(𝑞) | 𝑝 ̸≡ 1 (mod 𝑞), (𝑝, 𝑞) = 1}.
Это бесконечное множество псевдопростых чисел согласно теоремы Дирихле о простых числах
в арифметической прогрессии. Поэтому

𝜁(𝐸𝑞|𝛼) = 𝑃 (𝐸𝑞|𝛼) =
∏︁

𝑝 ̸≡1 (mod 𝑞), (𝑝,𝑞)=1

(︂
1− 1

𝑝𝜙(𝑞)𝛼

)︂−1

𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 >
1

𝜙(𝑞)
.

6. Эффект Дэвенпорта — Хейльбронна

В знаменитой работе Г. Дэвенпорта и Г. Хейльброна [16] было установлено, что дзета-
функция Гурвица 𝜁(𝑠, 𝑎) для рациональных 𝑎, 0 < 𝑎 < 1, 𝑎 ̸= 1

2 имеет бесконечно много
нулей в полуплоскости абсолютной сходимости определяющего ряда Дирихле. Отсюда сразу
следует, что если 𝑎 = 𝑝

𝑞 — несократимая дробь и 𝑞 > 2, то дзета-функция класса вычетов по
модулю 𝑞

𝜁(𝑝, 𝑞|𝛼) =
∞∑︁
𝑛=0

1

(𝑛𝑞 + 𝑝)𝛼
𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1

имеет бесконечно много нулей в полуплоскости абсолютной сходимости дзета-ряда.
Таким образом, суть эффекта Дэвенпорта — Хейльбронна состоит в том, что дзета-

функция Римана разбивается на сумму слагаемых

𝜁(𝛼) =

𝑞∑︁
𝑝=1

𝜁(𝑝, 𝑞|𝛼),

часть из которых имеет нули справа от абсциссы абсолютной сходимости 𝜎 = 1, а дзета-
функция Римана в этой области не имеет нулей.

Как следует из конечного представления дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) моноида 𝑀(𝑝1, 𝑝2)
натуральных чисел в виде эйлерова произведения

𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
(︂
1− 1

𝑝𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑝𝛼2

)︂−1

,

она не имеет нулей во всей комплексной 𝛼-плоскости.
Согласно определению справедливо равенство

𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) = 𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) + 𝜁(𝐴3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼).
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Теорема 2. Дзета-функция 𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) обращается в ноль в точках 𝛼 = 𝜋(1+2𝑘)
ln(𝑝1𝑝2)

,
где 𝑘 — любое целое число.

Дзета-функция 𝜁(𝐴3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) обращается в ноль в точках 𝛼 = 𝜋(1+2𝑘)
ln 𝑝2−ln 𝑝1)

, где 𝑘 — любое
целое число.

Доказательство. Действительно, согласно лемме 3 имеем:

𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
(︂
1 +

1

(𝑝1𝑝2)𝛼

)︂(︂
1− 1

𝑝2𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑝2𝛼2

)︂−1

.

Второй и третий сомножители не обращаются в ноль во всей комплексной 𝛼-плоскости, а
первый сомножитель обращается в ноль в точках 𝛼 = 𝜋(1+2𝑘)

ln(𝑝1𝑝2)
, где 𝑘 — любое целое число. Так

как эти нули не совпадают с полюсами второго и третьего сомножителей, то они остаются и
нулями дзета-функции 𝜁(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼).

Согласно лемме 4 имеем:

𝜁(𝐴3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) =
(︂

1

𝑝𝛼1
+

1

𝑝𝛼2

)︂(︂
1− 1

𝑝2𝛼1

)︂−1(︂
1− 1

𝑝2𝛼2

)︂−1

.

Второй и третий сомножители не обращаются в ноль во всей комплексной 𝛼-плоскости, а
первый сомножитель обращается в ноль в точках 𝛼 = 𝜋(1+2𝑘)

ln 𝑝2−ln 𝑝1)
, где 𝑘 — любое целое число.

Так как эти нули не совпадают с полюсами второго и третьего сомножителей, то они остаются
и нулями дзета-функции 𝜁(𝐴3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼). 2

Из доказанной теоремы следует, что эффект Дэвенпорта — Хейльбронна имеет место и в
этом случае, но его характер несколько изменился, так как нули слагаемых, выделяемых клас-
сами вычетов по модулю 3, появляются на абсциссе абсолютной сходимости дзета-функции
основного моноида.

Другая ситуация возникает в случае моноида Эйлера 𝐸𝑞 по модулю 𝑞 и в случае единич-
ного моноида 𝑈𝑞 по модулю 𝑞. Дело в том, что все элементы этих моноидов принадлежат
одному классу вычетов по модулю 𝑞, а наличие произведения Эйлера для дзета-функции этих
моноидов исключает наличие нулей в области абсолютной сходимости.

Вопрос о наличии эффекта Дэвенпорта — Хейльбронна для моноида 𝑘-х степеней требует
отдельного рассмотрения, так как здесь возможны разные постановки вопросов.

7. Область голоморфности дзета-функции моноида с экспонен-
циальной последовательностью простых

В работе [6] была введена экспоненциальная последовательность простых чисел 𝑃𝐸. Дзета-
функция моноида 𝑀(𝑃𝐸) обладает эйлеровым произведением:

𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑃𝐸)

1

𝑛𝛼
= 𝑃 (𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) =

∏︁
𝑝∈𝑃𝐸

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂−1

, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 0.

В работе [9] была высказана гипотеза, что дзета-функцию 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) нельзя продолжить
в левую полуплоскость 𝜎 6 0. Другими словами, её область голоморфности совпадает с правой
полуплоскостью 𝜎 > 0.

Лемма 6. Пусть 𝛼0 = 𝜎0 + 𝑖𝑡0 — произвольная точка в правой полуплоскости 𝜎0 > 0,
тогда порядок ord𝛼0 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) = 0 и радиус в этой точке rad𝛼0 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) = 𝜎0.
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Доказательство. Из наличия эйлерова произведения следует, что справедливо равен-
ство

𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) =
∏︁
𝑝∈𝑃𝐸

𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼), 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 0.

Очевидно, что для любого 𝑝 ∈ 𝑃𝐸 справедливы равенства

ord𝛼0 𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) = 0, Wei
𝛼0

𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) = 𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼0), rad𝛼0 𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) =
√︁
𝜎20 + 𝜏2𝑝 ,

где 𝜏𝑝 = min𝑘∈Z

⃒⃒⃒
𝑡0 − 2𝑘𝜋

ln 𝑝

⃒⃒⃒
задает расстояние до ближайшего полюса 2𝑘𝜋

ln 𝑝 𝑖 дзета-функции

𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼).
Нетрудно видеть, что круг 𝐾(𝛼0, 𝜎0) = {𝛼 | |𝛼 − 𝛼0| < 𝜎0} является пересечением всех

кругов 𝐾
(︁
𝛼0,
√︁
𝜎20 + 𝜏2𝑝

)︁
= {𝛼 | |𝛼− 𝛼0| <

√︁
𝜎20 + 𝜏2𝑝 }, когда 𝑝 пробегает всё множество 𝑃𝐸:

𝐾(𝛼0, 𝜎0) =
⋂︁
𝑝∈𝑃𝐸

𝐾
(︁
𝛼0,
√︁
𝜎20 + 𝜏2𝑝

)︁
.

Как известно (см. [4], стр. 59), на окружности круга сходимости всегда есть по меньшей
мере одна особая точка. Так как все точки окружности круга 𝐾(𝛼0, 𝜎0) кроме точки касания с
мнимой осью принадлежат области абсолютной сходимости дзета-ряда 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼), то особой
точкой является точка касания 𝛼 = 𝑖𝑡0. Лемма полностью доказана. 2

Теорема 3. Областью голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) является 𝛼-полу-
плоскость 𝜎 > 0.

Доказательство. Из доказательства предыдущей леммы следует, что все точки мнимой
оси являются особыми точками дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼). Отсюда следует, что мнимая
ось целиком является особой линией для дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼). А это означает, что
областью голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) является 𝛼-полуплоскость 𝜎 > 0. 2

Доказанную теорему можно перенести на другой класс моноидов натуральных чисел.
Пусть 𝑄 — натуральное число и моноид𝑀 =𝑀(𝑃𝐸) для произвольной экспоненциальной

последовательности простых чисел 𝑃𝐸. Определим моноид 𝑀−𝑄 как множество натураль-
ных чисел, не делящихся на простые 𝑝 из 𝑃 (𝑀) и больших 𝑄. Если определить моноид 𝑀+𝑄

как множество натуральных чисел, имеющих в своём каноническом разложении только про-
стые числа 𝑝 ∈ 𝑃 (𝑀), которые больше 𝑄, то N = 𝑀−𝑄 ·𝑀+𝑄 и 𝜁(𝛼) = 𝜁(𝑀−𝑄|𝛼)𝜁(𝑀+𝑄|𝛼).
Последнее равенство верно при 𝜎 > 0.

Лемма 7. Пусть 𝛼0 = 𝜎0 + 𝑖𝑡0 — произвольная точка в правой полуплоскости 𝜎0 > 0,
тогда порядок ord𝛼0 𝜁(𝑀+𝑄|𝛼) = 0 и радиус в этой точке rad𝛼0 𝜁(𝑀+𝑄|𝛼) = 𝜎0.

Доказательство. Дословно повторяя доказательство леммы 6, получим доказываемое
утверждение, так как удаление конечного числа простых из экспоненциальной последователь-
ности простых оставляет её экспоненциальной последовательностью. 2

Теорема 4. Областью голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀+𝑄|𝛼) является 𝛼-полуплос-
кость 𝜎 > 0.

Доказательство. Утверждение следует из предыдущей теоремы, так как для любой
экспоненциальной последовательности простых 𝑃𝐸 моноид 𝑀+𝑄 задается той-же последова-
тельность простых, из которой удалено конечное число начальных членов. 2

Теорема 5. Областью голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀−𝑄|𝛼) является 𝛼-полуплос-
кость 𝜎 > 0.
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Доказательство. Из равенства

𝜁(𝑀−𝑄|𝛼) =
𝜁(𝛼)

𝜁(𝑀+𝑄|𝛼)

следует, что дзета-функция 𝜁(𝑀−𝑄|𝛼) — аналитическая функция в 𝛼-полуплоскости 𝜎 > 0,
кроме точки 𝛼 = 1, где у неё полюс первого порядка. Если бы, её область голоморфности
была шире чем данная полуплоскость, то из равенства

𝜁(𝑀+𝑄|𝛼) =
𝜁(𝛼)

𝜁(𝑀𝑄 |𝛼)

вытекало бы противоречие с предыдущей теоремой. 2

8. Заключение

Достаточно простые соображения из первого раздела позволили нам доказать гипотезу о
заградительном ряде для дзета-функции моноида с экспоненциальной последовательностью
простых.

Рассмотрение модельной дзета-функции основного моноида и основного множества позво-
ляют по-новому рассматривать вопрос о поведении соответствующих рядов Дирихле.

В работе [8] было дано определение специальных видов последовательностей простых чи-
сел. Будем говорить, что бесконечная последовательность P1 простых чисел

𝑝1 < 𝑝2 < . . . < 𝑝𝑛 < . . .

является 𝜎0-последовательностью третьего рода, если дзета-функция 𝜁(P1|𝛼) имеет абсциссу
абсолютной сходимости 𝜎P1 = 𝜎0.

Из работ [6], [8] следует, что 𝜎0-последовательности третьего рода существуют для любого
𝜎0 из отрезка [0; 1].

Из доказательства последней теоремы следует, что для любой 0-последовательности тре-
тьего рода P1 областью голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀(P1)|𝛼) является полуплоскость
𝜎 > 0. Возникает вопрос об области голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀(P1)|𝛼) для произ-
вольного множества простых P1.

Следующий простой пример показывает, что полуплоскость 𝜎 > 0 без точки 𝛼 = 1 может
быть областью голоморфности и для 1-последовательности простых чисел. Действительно,
пусть P1 — произвольная 0-последовательность простых чисел, тогда P2 = P ∖ P1 будет 1-
последовательностью простых чисел. Очевидно, что

𝜁(𝑀(P2)|𝛼) = 𝜁(𝑀(P)|𝛼)𝜁−1(𝑀(P1)|𝛼) =
𝜁(𝛼)

𝜁(𝑀(P1)|𝛼)
.

Отсюда следует утверждение об области голоморфности.

В заключении автор выражает свою признательность профессорам В. И. Иванову и
В. Н. Чубарикову за постоянное внимание к работе и полезные обсуждения.
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