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Аннотация

В статье найдена асимптотическая формула при 𝑁 → ∞ для количества простых чисел
𝑝 ≤ 𝑁, удовлетворяющих системе уравнений(︂

𝑝+ 𝑘𝑠
𝑞𝑠

)︂
= 𝜗𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟,

где 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 — различные простые числа, 𝜗𝑠 может принимать лишь два значения +1 или
−1, а натуральные числа 𝑘𝑠 принимают значения несравнимые между собой по модулям
𝑞𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟, т.е. 𝑘𝑠 ̸≡ 𝑘𝑡 (mod 𝑞𝑠), 𝑡 = 1, . . . , 𝑟.

Найденная асимптотика является нетривиальной при 𝑞 = 𝑞1 . . . 𝑞𝑟 ≫ 𝑁1+𝜀, причём
количество 𝑟 может расти как 𝑜(ln𝑁). Здесь 𝜀 > 0 — произвольная постоянная.

Ключевые слова: Символ Лежандра, метод Виноградова оценок сумм по простым, ха-
рактер Дирихле, комбинаторное решето Виноградова, метод двойных сумм.
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Abstract

In the paper the asymptotical formula as 𝑁 → ∞ for the number of primes 𝑝 ≤ 𝑁, satisfying
to the system of equations (︂

𝑝+ 𝑘𝑠
𝑞𝑠

)︂
= 𝜗𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟,

where 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 — different primes, 𝜗𝑠 may be take only two values +1 or −1, but
natural numbers 𝑘𝑠 take noncongruent values on modulus 𝑞𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟, i.e. 𝑘𝑠 ̸≡ 𝑘𝑡
(mod 𝑞𝑠), 𝑡 = 1, . . . , 𝑟, is found.

The finding asymptotics is nontrivial as 𝑞 = 𝑞1 . . . 𝑞𝑟 ≫ 𝑁1+𝜀, moreover the number of 𝑟
may grow up as 𝑜(ln𝑁). Here 𝜀 > 0 is an arbitrary constant.
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Введение. Формулировка основных результатов

В настоящей работе дано ещё одно применение метода И. М. Виноградова оценок арифме-
тических сумм с простыми числами, касающегося проблемы распределения значений неглав-
ного характера Дирихле на последовательности “сдвинутых простых чисел”, т.е. последова-
тельности вида 𝑝 + 𝑘 по модулю нечётного простого числа 𝑞 при 𝑞 → ∞, причём 𝑝 пробегает
последовательные простые числа, 𝑘 — фиксированное целое число с условием (𝑘, 𝑞) = 1.

Здесь мы рассматриваем последовательность 𝑝 последовательных значений простых чисел,
𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 — различные нечётные простые числа, 𝑞 = 𝑞1 . . . 𝑞𝑟, (𝑘𝑠, 𝑞𝑠) = 1, 1 ≤ 𝑘𝑠 ≤ 𝑞𝑠, 𝑘𝑠 ̸≡ 𝑘𝑡

(mod 𝑞𝑡), 𝑠 ̸= 𝑡, 𝑠, 𝑡 = 1, . . . , 𝑟,
(︁
𝑛
𝑞𝑠

)︁
— символ Лежандра вычета 𝑛 по модулю 𝑞, и 𝜗1, . . . , 𝜗𝑟 —

постоянные, принимающие всего два значения +1 и −1.
При 𝑞,𝑁 → ∞ требуется найти асимптотику 𝑇 = 𝑇 (𝑁, 𝑞) — числа решений системы урав-

нений ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︁
𝑝+𝑘1
𝑞1

)︁
= 𝜗1,

. . . . . .(︁
𝑝+𝑘𝑟
𝑞𝑟

)︁
= 𝜗𝑟.

Нами доказано (теорема 2), что при 𝑁 ≫ 𝑞1+𝜀 величина 𝑇 асимптотически равна 𝜋(𝑁)/2𝑟,
где 𝜀 > 0 — сколь угодно малая постоянная. Заметим, что асимптотика имеет место при
𝑟 = 𝑜(ln𝑁).

В основе нашего исследования лежит метод двойных сумм И. М. Виноградова (леммы 1 –
3) и его метод комбинаторного решета (леммы 4 – 6).

Теорема 1. Пусть 𝑝 пробегает последовательные значения простых чисел, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 —
различные нечётные простые числа, 𝑞 = 𝑞1 . . . 𝑞𝑟, (𝑘𝑠, 𝑞𝑠) = 1, 1 ≤ 𝑘𝑠 ≤ 𝑞𝑠, 𝑘𝑠 ̸≡ 𝑘𝑡
(mod 𝑞𝑡), 𝑠 ̸= 𝑡, 𝑠, 𝑡 = 1, . . . , 𝑟, и

𝑇 =
∑︁
𝑝≤𝑁

(︂
𝑝+ 𝑘1
𝑞1

)︂
. . .

(︂
𝑝+ 𝑘𝑟
𝑞𝑟

)︂
.
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Тогда имеем

𝑇 ≪ 2𝑟/2𝑁1+𝜀

(︂√︂
1

𝑞
+

𝑞

𝑁
+𝑁−1/6

)︂
,

где постоянная в знаке ≪ зависит только от 𝜀.
Теорема 2. Пусть 𝑝 пробегает последовательные значения простых чисел, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 —

различные нечётные простые числа, 𝑞 = 𝑞1 . . . 𝑞𝑟, (𝑘𝑠, 𝑞𝑠) = 1, 1 ≤ 𝑘𝑠 ≤ 𝑞𝑠, 𝑘𝑠 ̸≡ 𝑘𝑡
(mod 𝑞𝑠), 𝑠 ̸= 𝑡, 𝑠, 𝑡 = 1, . . . , 𝑟, и 𝑆(𝑁) — число решений в простых числах 𝑝 ≤ 𝑁 следующей
системы уравнений (︂

𝑝+ 𝑘𝑠
𝑞𝑠

)︂
= 𝜗𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟,

где 𝜗𝑠 может принимать лишь два значения +1 или −1.
Тогда имеем

𝑆(𝑁) = 2−𝑟𝜋(𝑁) +𝑅(𝑁), 𝑅(𝑁) ≪ 2𝑟/2𝑁1+𝜀

(︂√︂
1

𝑞
+

𝑞

𝑁
+𝑁−1/6

)︂
,

где постоянная в знаке ≪ зависит только от 𝜀.
Доказательство. Имеем

𝑆(𝑁) =
∑︁
𝑝≤𝑁

2−𝑟
𝑟∏︁
𝑠=1

𝜗𝑠

(︂(︂
𝑝+ 𝑘𝑠
𝑞𝑠

)︂
+ 𝜗𝑠

)︂
.

Раскрывая скобки и используя результат теоремы 1, находим искомое утверждение теоремы
2. 2

1. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть 𝑞0 — нечётное простое число и

𝑆𝑞0(𝑦1, 𝑦2) =

𝑞0−1∑︁
𝑥=0

(︂
(𝑥𝑦1 + 𝑘)(𝑥𝑦2 + 𝑘)

𝑞0

)︂
.

Тогда

𝑆𝑞(𝑦1, 𝑦2) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑞0, если 𝑦1 ≡ 𝑦2 ≡ 0 (mod 𝑞0),
0, если 𝑦1𝑦2 ≡ 0 (mod 𝑞0), 𝑦1 + 𝑦2 ̸≡ 0 (mod 𝑞0),
𝑞0 − 1, если 𝑦1 ≡ 𝑦2 ̸≡ 0 (mod 𝑞0),

−
(︁
𝑦1𝑦2
𝑞0

)︁
в противном случае.

Доказательство. (см.[2], вопросы к гл. V, 8 a,c). 2

Лемма 2. Пусть 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 — различные нечётные простые числа, 𝑞 = 𝑞1 . . . 𝑞𝑟,
(𝑘𝑠, 𝑞𝑠) = 1, 1 ≤ 𝑘𝑠 ≤ 𝑞𝑠, 𝑘𝑠 ̸≡ 𝑘𝑡 (mod 𝑞𝑠), 𝑠 ̸= 𝑡, 𝑠, 𝑡 = 1, . . . , 𝑟, 𝜉(𝑥) ≥ 0, 𝜂 ≥ 0, и

𝑆 =

𝑞−1∑︁
𝑥=0

𝑞−1∑︁
𝑦=0

𝜉(𝑥)𝜂(𝑦)

(︂
𝑥𝑦 + 𝑘1
𝑞1

)︂
. . .

(︂
𝑥𝑦 + 𝑘𝑟
𝑞𝑟

)︂
,

𝑞−1∑︁
𝑥=0

(𝜉(𝑥))2 ≤ 𝑋0,

𝑞−1∑︁
𝑦=0

(𝜂(𝑦))2 ≤ 𝑌0

Тогда имеем
|𝑆| ≤

√︀
2𝑟𝑋0𝑌0𝑞.



Среднее значение произведений символов Лежандра по простым 339

Доказательство. Используя неравенство Коши, имеем

|𝑆|2 ≤ 𝑋0

𝑞−1∑︁
𝑦1,𝑦2=0

𝜂(𝑦1)𝜂(𝑦2)𝑆𝑞(𝑦1, 𝑦2) = 𝑋0Σ,

𝑆𝑞(𝑦1, 𝑦2) =

𝑞−1∑︁
𝑥=0

𝑟∏︁
𝑠=1

(︂
(𝑥𝑦1 + 𝑘𝑠)(𝑥𝑦2 + 𝑘𝑠)

𝑞𝑠

)︂
.

Далее воспользовавшись китайской теоремой об остатках ([1],гл. IV, §3, с. 57-58), найдём

𝑆𝑞(𝑦1, 𝑦2) =

𝑟∏︁
𝑠=1

𝑆𝑞𝑠(𝑄𝑠𝑄
′
𝑠𝑦1,𝑠, 𝑄𝑠𝑄

′
𝑠𝑦2,𝑠),

𝑞 = 𝑄𝑠𝑞𝑠, 𝑄𝑠𝑄
′
𝑠 ≡ 1 (mod 𝑞𝑠), 𝑦𝑡 =

𝑟∑︁
𝑠=1

𝑄𝑠𝑄
′
𝑠𝑦𝑡,𝑠, 𝑡 = 1, 2,

где 𝑦𝑡,𝑠 принимают значения из полной системы вычетов по модулю 𝑞𝑠.

Из леммы 1 следует, что часть суммы Σ, отвечающая 𝑦1 ≡ 𝑦2 (mod 𝑞), не превосходит 𝑌0𝑞.
Пусть теперь 𝑦1,𝑙𝑡 ≡ 𝑦2,𝑙𝑡 (mod 𝑞𝑙𝑡), 𝑡 = 1, . . . , 𝑠 ≤ 𝑟, а для остальных номеров 𝑙𝑡 сравнения не
имеют места. Это множество наборов (𝑦1, 𝑦2) обозначим 𝐾 = 𝐾(𝑙1, . . . , 𝑙𝑠). Тогда часть суммы
Σ, отвечающую таким наборам (𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝐾, обозначим Σ(𝑙1, . . . , 𝑙𝑠). Далее получим

Σ =
𝑟∑︁
𝑠=0

∑︁
𝑙1,...,𝑙𝑠

Σ(𝑙1, . . . , 𝑙𝑠).

По лемме 1 имеем

|Σ(𝑙1, . . . , 𝑙𝑠)| ≤
∑︁

(𝑦1,𝑦2)∈𝐾(𝑙1,...,𝑙𝑠)

|
𝑟∏︁
𝑠=1

𝑆𝑞𝑠(𝑄𝑠𝑄
′
𝑠𝑦1,𝑠, 𝑄𝑠𝑄

′
𝑠𝑦2,𝑠)| ≤

≤ 𝑞

𝑄−1∑︁
𝑦1=0

𝜂(𝑦1)
1

𝑞𝑙𝑠+1 . . . 𝑞𝑙𝑟

𝑞𝑙𝑠+1∑︁
𝑦2,𝑙𝑠+1

=0

· · ·
𝑞𝑙𝑟∑︁

𝑦2,𝑙𝑟=0

𝜂(𝑦2) = 𝑞Σ𝑠,

где набор (𝑙1, . . . , 𝑙𝑠, 𝑙𝑠+1, . . . , 𝑙𝑟) является перестановкой набора чисел (1, . . . , 𝑟).

Из неравенства Коши находим

Σ2
𝑠 ≤ 𝑌0

𝑞𝑙1−1∑︁
𝑦𝑙1=0

· · ·
𝑞𝑙𝑠−1∑︁
𝑦𝑙𝑠=0

⎛⎝ 1

𝑞𝑙𝑠+1 . . . 𝑞𝑙𝑟

𝑞𝑙𝑠+1∑︁
𝑦2,𝑙𝑠+1

=0

· · ·
𝑞𝑙𝑟∑︁

𝑦2,𝑙𝑟=0

𝜂(𝑦2)

⎞⎠2

= 𝑌0Σ𝑠,0,

где 𝑦2 =
∑︀𝑟

𝑠=1𝑄𝑠𝑄
′
𝑠𝑦2,𝑠, 0 ≤ 𝑦2,𝑠 < 𝑞𝑠.

Вновь воспользуемся неравенством Коши. Получим

Σ𝑠,0 ≤ 𝑌0.

Поскольку количество всевозможных наборов (𝑙1, . . . , 𝑙𝑠), 1 ≤ 𝑙1, . . . , 𝑙𝑠 ≤ 𝑟, равно
(︀
𝑟
𝑠

)︀
, имеем

искомое неравенство.
Лемма 2 доказана. 2
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Лемма 3. Пусть 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 — различные нечётные простые числа, 𝑞 = 𝑞1 . . . 𝑞𝑟,
(𝑘𝑠, 𝑞𝑠) = 1, 1 ≤ 𝑘𝑠 ≤ 𝑞𝑠, 𝑘𝑠 ̸≡ 𝑘𝑡 (mod 𝑞𝑠), 𝑠 ̸= 𝑡, 𝑠, 𝑡 = 1, . . . , 𝑟, 𝜉(𝑥) ≥ 0, 𝜂(𝑦) ≥ 0, и

𝑆 =
𝑀+𝑋∑︁
𝑥=𝑀+1

𝑁+𝑌∑︁
𝑦=𝑁+1

𝜉(𝑥)𝜂(𝑦)

(︂
𝑥𝑦 + 𝑘1
𝑞1

)︂
. . .

(︂
𝑥𝑦 + 𝑘𝑟
𝑞𝑟

)︂
,

𝜉(𝑥) ≤ 𝛼, 𝜂(𝑦) ≤ 𝛽.

Тогда имеем

|𝑆| ≤ 5𝛼𝛽2𝑟/2𝑋𝑌 𝐹, 𝐹 =

√︂
1

𝑋
+

1

𝑌
+

1

𝑞
+

𝑞

𝑋𝑌
.

Доказательство. Воспользуемся результатом леммы 2. Имеем

𝑋0 ≤
{︂
𝛼2𝑋, если 𝑋 ≤ 𝑞,
4𝛼2𝑋2𝑞−1, если 𝑋 > 𝑞,

𝑌0 ≤
{︂
𝛼2𝑌, если 𝑌 ≤ 𝑞,
4𝛼2𝑌 2𝑞−1, если 𝑌 > 𝑞.

Поэтому

|𝑆| ≤ 2𝑟/2𝛼𝛽((𝑋𝑌 𝑞)1/2 + 4𝑋𝑌 𝑞−1/2 + 2𝑋𝑌 1/2 + 2𝑋1/2𝑌 ) ≤ 5 · 2𝑟/2𝛼𝛽𝑋𝑌 𝐹.

Лемма 3 доказана. 2

Лемма 4. Пусть 𝜀0 < 0, 001, 𝑁0,2 ≤ 𝐻 ≤ 𝑁0,5, 𝐹 — произведение простых с условием
𝑝 ≤ 𝐻. Тогда, полагая

𝐷 = 𝑟
ln 𝑟−1

ln (1+𝜀0) ; 𝑟 = ln𝑁,

делители 𝑑 числа 𝐹, не превосходящие 𝑁, можно распределить среди < 𝐷 совокупностей со
следующими свойствами:

а). Числа 𝑑, принадлежащие одной и той же совокупности, обладают одним и тем
же числом 𝛽 простых сомножителей, а следовательно, одним и тем же значением
𝜇(𝑑) = (−1)𝛽.

б). Одна из совокупностей, которую мы будем называть простейшей, состоит из един-
ственного числа 𝑑 = 1. Для этой совокупности полагаем 𝜙 = 1 и, следовательно, имеем
𝜙 = 𝑑 = 1. Каждой из оставшихся совокупностей отвечает своё 𝜙 такое, что все числа
этой совокупности удовлетворяют условию

𝜙 < 𝑑 ≤ 𝜙1+𝜀0.

в). При этом при любом 𝑈 с условием 0 ≤ 𝑈 < 𝜙 существуют две такие совокупности
чисел 𝑑 : числа 𝑑′ и числа 𝑑′′ (совокупность чисел 𝑑′′ может оказаться и простейшей) с
соответствующими 𝜙′ и 𝜙′′, удовлетворяющими условиям 𝜙′𝜙′′ = 𝜙,𝑈 ≤ 𝜙′ < 𝑈𝐻, что при
некотором натуральном 𝐵 все числа 𝑑 выбранной совокупности, каждое 𝐵 раз получим, если
из всех произведений 𝑑′𝑑′′ выберем лишь удовлетворяющие условию (𝑑′, 𝑑′′) = 1.

Доказательство. (см.[1], лемма 4, с.71). 2

Лемма 5. Пусть при 𝑥 ≤ 𝑁 функция Φ(𝑥) подчинена условию |Φ(𝑥)| ≤ Φ0. Пусть 𝑝 про-
бегает простые числа, 𝑄 обозначает произведение простых чисел с условием 𝑁0,2 < 𝑝 ≤ 𝑁,
наконец,

𝑆 =
∑︁
𝑝≤𝑁

Φ(𝑝), 𝑊𝑠 =
∑︁
𝑦1|𝑄

· · ·
∑︁
𝑦𝑠|𝑄

𝑦1...𝑦𝑠≤𝑁

Φ(𝑦1 . . . 𝑦𝑠).

Тогда при некоторых постоянных 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4 будем иметь

𝑆 = 𝜆1𝑊1 + 𝜆2𝑊2 + 𝜆3𝑊3 + 𝜆4𝑊4 +𝑂(𝑁0,8Φ0).
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Доказательство. (см.[1], лемма 5, с.73). 2

Лемма 6. Пусть при 𝑥 ≤ 𝑁 функция Φ(𝑥) подчинена условию |Φ(𝑥)| ≤ Φ0. Пусть 𝑝 про-
бегает простые числа, 𝑄 обозначает произведение простых чисел с условием 𝑁0,2 < 𝑝 ≤ 𝑁,
наконец, при натуральном 𝑠 ≤ 4, имеем

𝑊𝑠 =
∑︁
𝑦1|𝑄

· · ·
∑︁
𝑦𝑠|𝑄

𝑦1...𝑦𝑠≤𝑁

Φ(𝑦1 . . . 𝑦𝑠).

Тогда

𝑊𝑠 ≪
∑︁

|𝑇 |+𝑁0,8+𝜀Φ0,

где суммирование распространяется на ≪ 𝑁 𝜀 слагаемых двух видов.

Слагаемое |𝑇 | первого вида удовлетворяет неравенству

|𝑇 | ≤
∑︁
𝛿

|𝑇𝛿|,

где 𝛿 пробегает возрастающую последовательность натуральных чисел. Иногда последова-
тельность сводится к единственному числу 𝛿 = 1 и тогда слагаемое называется простей-
шим,

𝑇𝛿 =
∑︁

𝑋≤𝛿𝑥<𝑋1+𝜀0

∑︁
𝑌≤𝛿𝑦<𝑌 1+𝜀0

𝛿2𝑥𝑦≤𝑁

Φ(𝛿2𝑥𝑦);

𝑁0,4 ≤ 𝑋 ≪ 𝑁0,6, 𝑁0,6 ≤ 𝑋𝑌 ≤ 𝑁,𝑋 ≥ 𝑌.

При этом 𝑥 и 𝑦 пробегают неубывающие последовательности натуральных чисел с условием,
что 𝑥 = 𝑥0 при заданном 𝑥0 имеет ≪ 𝑁 𝜀 решений, а 𝑦 = 𝑦0 при заданном 𝑦0 имеет ≪ 𝑁 𝜀

решений.

Слагаемое |𝑇 | второго вида представляется равенством

𝑇 =
∑︁

𝑋≤𝑥<𝑋1+𝜀0

∑︁
𝑀≤𝑚<𝑀 ′

𝑥𝑚≤𝑁

Φ(𝑥𝑚), 𝑋 < 𝑁0,8,𝑀 > 𝑁0,2.

При этом 𝑥 пробегает неубывающую последовательность натуральных чисел с условием,
что 𝑥 = 𝑥0 при заданном 𝑥0 имеет ≪ 𝑁 𝜀 решений, а 𝑚 пробегает последовательные нату-
ральные числа.

Кроме описанного "основного"подразделения слагаемых |𝑇 | на два вида, иногда будем при-
менять "особое"подразделение на два вида, причём первый особый вид отличается от первого
основного вида лишь условием

𝑁1/3 < 𝑋 ≪ 𝑁2/3 (вместо 𝑁0,4 < 𝑋 ≪ 𝑁0,6).

А второй особый вид отличается от второго основного вида лишь условием

𝑋 < 𝑁1/3,𝑀 > 𝑁2/3 (вместо 𝑋 < 𝑁0,8,𝑀 > 𝑁0,2).

Доказательство. см.[1], лемма 6, с.74-78. 2
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2. Доказательство теоремы 1.

Положим

Φ(𝑝) =

(︂
𝑝+ 𝑘1
𝑞1

)︂
. . .

(︂
𝑝+ 𝑘𝑟
𝑞𝑟

)︂
, 𝑆 =

∑︁
𝑝≤𝑁

Φ(𝑝).

По лемме 4 при некоторых постоянных 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, получим

𝑆 = 𝜆1𝑊1 + 𝜆2𝑊2 + 𝜆3𝑊3 + 𝜆4𝑊4,

где при 𝑄 =
∏︀

𝑁0,2<𝑝≤𝑁
𝑝 и при 𝑠 = 1, 2, 3, 4, имеем

𝑊𝑠 =
∑︁
𝑦1|𝑄

· · ·
∑︁
𝑦𝑠|𝑄

𝑦1...𝑦𝑠≤𝑁

Φ(𝑦1 . . . 𝑦𝑠).

Далее, по лемме 5, рассматривая особое подразделение сумм на два вида, находим

𝑊𝑠 ≪
∑︁

|𝑇 |+𝑁0,8Φ0,

причём для слагаемого |𝑇 | первого вида имеем

|𝑇 | ≤
∑︁
𝛿

|𝑇𝛿|, 𝑇𝛿 =
∑︁

𝑋≤𝛿𝑥≪𝑋1+𝜀0

∑︁
𝑌≤𝛿𝑦≪𝑌 1+𝜀0

𝛿2𝑥𝑦≤𝑁

Φ(𝛿2𝑥𝑦);

𝑁1/3 < 𝑋 ≪ 𝑁2/3, 𝑁0,8 ≤ 𝑋𝑌 ≤ 𝑁,𝑋 ≥ 𝑌 ;

а слагаемое |𝑇 | второго вида имеет форму

𝑇 =
∑︁

𝑋≤𝑥<𝑋1+𝜀0

∑︁
𝑀≤𝑚<𝑀 ′

𝑥𝑚≤𝑁

Φ(𝑥𝑚), 𝑋 < 𝑁1/3,𝑀 > 𝑁2/3.

Лемма 7. Пусть 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 — различные нечётные простые числа, 𝑞 = 𝑞1 . . . 𝑞𝑟,
(𝑘𝑠, 𝑞𝑠) = 1, 1 ≤ 𝑘𝑠 ≤ 𝑞𝑠, 𝑘𝑠 ̸≡ 𝑘𝑡 (mod 𝑞𝑠), 𝑠 ̸= 𝑡, 𝑠, 𝑡 = 1, . . . , 𝑟;𝑢 — натуральное число, 𝛿
пробегает некоторую последовательность натуральных чисел, и 𝑇𝛿 — сумма вида

𝑇𝛿 =
∑︁

𝑋≤𝛿𝑥≪𝑋𝑔

∑︁
𝑌≤𝛿𝑦≪𝑌 ℎ

𝛿2𝑥𝑦≤𝑁

Φ(𝛿2𝑥𝑦); 𝑔 ≪ 𝑋𝜀0 , ℎ≪ 𝑌 𝜀0 ,

где 𝑋 и 𝑌 — числа с условиями 𝑁1/3 < 𝑋 < 𝑁2/3, 𝑋𝑌 > 𝑁2/3, причём при заданном 𝑥0
уравнение 𝑥 = 𝑥0 имеет ≪ 𝑁 𝜀0 решений, а при заданном 𝑦0 уравнение 𝑦 = 𝑦0 имеет ≪ 𝑌 𝜀0

решений.

Для любого фиксированного целого 𝛿 представим 𝑞 в виде 𝑞 = 𝑞′𝑞′′, где 𝑞′ | 𝛿, (𝑞′′, 𝛿) = 1.
Тогда имеем 𝑞′′ > 𝑞2/3 и

𝑇𝛿 ≪ 2𝑟/2𝑁1+𝜀1𝛿−1Δ,Δ =

√︃
1

𝑋
+
𝑋

𝑁
+

1

𝑞
+

𝑞

𝑁
+𝑁−1/6.
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Доказательство. Ограничимся значениями 𝑌 > 𝑁1/6, так как в противном случае
(𝑌 ≤ 𝑁1/6) тривиальная оценка

𝑇 ≪ 𝑋𝑌 ≤ 𝑁5/6 ≪ 𝑁Δ

является достаточной для утверждения леммы.
Далее можно считать, что 𝛿 < Δ−1, поскольку при 𝛿 ≥ Δ−1 тривиальная оценка

|𝑇𝛿| ≪ 𝑁1+𝜀′𝛿−2 ln𝑁 ≪ 𝑁1+𝜀′𝛿−1Δ

даёт искомую в утверждении леммы оценку.
Отсюда, поскольку

Δ =

√︃
1

𝑋
+
𝑞′′

𝑁
+

1

𝑞′′
+
𝑞′′

𝑁
+𝑁−1/6 >

√︂
1

𝑞′′
,

выполняется неравенство
𝛿 < Δ−1 <

√︀
𝑞′′.

Следовательно, 𝑞′ = (𝛿, 𝑞) <
√
𝑞′′ и 𝑞′′ > 𝑞2/3.

Положим 𝑋1 = 𝑋𝛿−1, 𝑌1 = 𝑌 𝛿−1, 𝑁1 = 𝑁𝛿−2. Находим

|𝑇𝛿| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝑋1≤𝑥≪𝑋1𝑔

∑︁
𝑌1≤𝑦≪𝑌1ℎ

𝑥𝑦≤𝑁1

Φ1(𝑥𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ,

где

Φ1(𝑢) =
∏︁
𝑞𝑠|𝑞′′

(︂
𝑢+ 𝑘′𝑠
𝑞𝑠

)︂
, 𝛿2𝑘′𝑠 ≡ 𝑘𝑠 (mod 𝑞𝑠),

и 𝑞𝑠 пробегает все простые делители числа 𝑞′′.
Далее разбиваем промежуток 𝑋1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑋1𝑔 на промежутки вида 𝑋 ′

1 ≤ 𝑥 < 𝑋 ′′
1 ,

2𝑋 ′
1 ≤ 𝑋 ′′

1 < 4𝑋 ′
1, в количестве, не превосходящем ln𝑁. Имеем

𝑇𝛿 ≪ |𝑇 ′
𝛿| ln𝑁,𝑇 ′

𝛿 =
∑︁

𝑋′
1≤𝑥≪𝑋′′

1

∑︁
𝑌1≤𝑦≪𝑌1ℎ

𝑥𝑦≤𝑁1

Φ1(𝑥𝑦).

Затем область суммирования в сумме 𝑇 ′
𝛿 разбиваем на две: область Ω1, определяемую нера-

венствами
𝑋 ′

1 ≤ 𝑥 < 𝑋 ′′
1 , 0 < 𝑦 ≤ 𝑁1/𝑋

′′
1 ,

и область Ω2, определяемую неравенствами

𝑋 ′
1 ≤ 𝑥 < 𝑋 ′′

1 , 𝑁1/𝑋
′′
1 < 𝑦 ≤ 𝑁1/𝑥.

В соответствии с разбиением области Ω на области Ω1 и Ω2 положим

𝑇 ′
𝛿 = 𝑇𝛿,1 + 𝑇𝛿,2,

где
𝑇𝛿,1 =

∑︁
(𝑥,𝑦)∈Ω1

Φ1(𝑥𝑦), 𝑇𝛿,2 =
∑︁

(𝑥,𝑦)∈Ω2

Φ1(𝑥𝑦).
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По лемме 3 имеем

𝑇𝛿,1 ≪ 2𝑟/2𝑁1+𝜀1

√︃
1

𝑋 ′
1

+
𝑋 ′

1

𝑁1
+

1

𝑞′′
+
𝑞′′

𝑁1
.

Область Ω2 разобьем на прямоугольные области Ω2,𝑡,𝑠, 1 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑠−1, с основанием

𝑋 ′
𝑡,𝑠 = 𝑋 ′

1 +
(𝑡− 1)(𝑋 ′′

1 −𝑋 ′
1)

2𝑠−1
≤ 𝑥 < 𝑋 ′

1 +
(2𝑡− 1)(𝑋 ′′

1 −𝑋 ′
1)

2𝑠
= 𝑋 ′′

𝑡,𝑠,

и высотой

𝑌 ′
𝑡,𝑠 =

𝑁1

𝑋 ′
1 + 2𝑡Δ𝑠

< 𝑌 ′′
𝑡,𝑠 = 𝑦 ≤ 𝑁1

𝑋 ′
1 + (2𝑡− 1)Δ𝑠

,Δ𝑠 =
𝑋 ′′

1 −𝑋 ′
1

2𝑠
,

и область Ω′
2, площадь которой не превосходит

𝑋 ′
1

2𝑠
𝑁1

𝑋 ′
1

=
𝑁1

2𝑠
.

Положим 𝑠0 = [− log2Δ] + 1. Тогда

𝑇𝛿,2 =

𝑠0∑︁
𝑠=1

2𝑠−1∑︁
𝑡=1

𝑇𝛿,2,𝑡,𝑠 + 𝑇 ′
𝛿,2, 𝑇𝛿,2,𝑡,𝑠 =

∑︁
(𝑥,𝑦)∈Ω2,𝑡,𝑠

Φ1(𝑥, 𝑦), 𝑇
′
𝛿,2 =

∑︁
(𝑥,𝑦)∈Ω′

2

Φ1(𝑥, 𝑦).

Следовательно, при 𝑠 = 𝑠0 из тривиальной оценки имеем

𝑇 ′
𝛿,2 =

∑︁
(𝑥,𝑦)∈Ω′

2

Φ1(𝑥, 𝑦) ≤
𝑁1

2𝑠0
≤ 𝑁1Δ

Далее при 1 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑠, 𝑠 ≤ 𝑠0, по лемме 3 находим

𝑇𝛿,2,𝑡,𝑠 ≪ 2𝑟/22−2𝑠𝑁1+𝜀2
1

√︃
2𝑠

𝑋 ′
1

+
𝑋 ′

1

2𝑠𝑁1
+

1

𝑞′′
+

𝑞′′

𝑁122𝑠
≪

≪ 𝑁1+𝜀
1

2𝑠
· 2𝑟/2

√︃
1

𝑋 ′′
1

+
𝑋 ′′

1

𝑁1
+

1

𝑞′′
+
𝑞′′

𝑁1
.

Отсюда имеем

𝑇2,𝛿 ≪
𝑁1+𝜀

𝛿
2𝑟/2

√︃
1

𝑋
+
𝑋

𝑁
+

1

𝑞
+

𝑞

𝑁
.

Лемма 7 доказана. 2

Лемма 8. Пусть 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 — различные нечётные простые числа, 𝑞 = 𝑞1 . . . 𝑞𝑟,

(𝑘𝑠, 𝑞𝑠) = 1, 1 ≤ 𝑘𝑠 ≤ 𝑞𝑠, 𝑘𝑠 ̸≡ 𝑘𝑡 (mod 𝑞𝑠), 𝑠 ̸= 𝑡, 𝑠, 𝑡 = 1, . . . , 𝑟,Φ(𝑢) =
(︁
𝑢+𝑘1
𝑞1

)︁
. . .
(︁
𝑢+𝑘𝑟
𝑞𝑟

)︁
,

и
𝑇 =

∑︁
𝑋<𝑥≤𝑋𝑔

∑︁
𝑀≤𝑚<𝑀 ′

𝑥𝑚≤𝑁

Φ(𝑥𝑚), 𝑔 ≪ 𝑁 𝜀0 ,𝑀 > 𝑁2/3,𝑀 < 𝑀 ′ ≤ 2𝑀,

где 1 ≤ 𝑋 < 𝑁1/3, 𝑥 пробегает неубывающую последовательность целых чисел с условием,
что при заданном 𝑥0 уравнение 𝑥 = 𝑥0 имеет ≪ 𝑁 𝜀0 решений, а переменная 𝑚 пробегает
последовательные натуральные числа.

Тогда имеем

𝑇 ≪ 2𝑟/2𝑁1+𝜀1

√︂
1

𝑞
+

𝑞

𝑁
.
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Доказательство. При 𝑥𝑚 ≤ 𝑁 оценим сверху модуль внутренней суммы 𝑇𝑥. Имеем

𝑇𝑥 =
∑︁

𝑀≤𝑚<𝑀 ′

Φ(𝑥𝑚),𝑀 > 𝑁2/3,𝑀 < 𝑀 ′ ≤ 2𝑀.

Пусть (𝑥, 𝑞) = 𝑞′, 𝑞′′ = 𝑞/𝑞′. Тогда, поскольку при 𝑞′ < 𝑞 полная сумма

𝑚=𝑀0+𝑞∑︁
𝑚=𝑀0+1

Φ(𝑚𝑥) = 0,

находим
𝑇𝑥 ≪

√︀
𝑞′′ ln 𝑞′′.

Следовательно,

𝑇 =
∑︁

𝑋<𝑥≤𝑋𝑔
𝑇𝑥 =

∑︁
𝑞′|𝑞
𝑞′<𝑞

∑︁
𝑋<𝑥≤𝑋𝑔
(𝑥,𝑞)=𝑞′

𝑇𝑥 +𝑁 𝜀0𝑀

(︂
𝑋

𝑞
+ 1

)︂
≪

≪ 𝑁 𝜀0

⎛⎜⎜⎜⎝∑︁
𝑞′|𝑞
𝑞′<𝑞

𝑋
√︀
𝑞′′ ln 𝑞′′ +𝑀

(︂
𝑋

𝑞
+ 1

)︂⎞⎟⎟⎟⎠≪

≪ 𝑁 𝜀0

(︃
𝑁

𝑀

√
𝑞 ln 𝑞

𝑟∏︁
𝑠=1

(︂
1 +

1
√
𝑞𝑠

)︂
+
𝑁

𝑞

)︃
≪

≪ 𝑁 𝜀0

(︂
𝑁

𝑀
22

√
𝑟√𝑞 ln 𝑞 + 𝑁

𝑞

)︂
≪ 𝑁1+𝜀12𝑟/2

√︂
1

𝑞
+

𝑞

𝑁
.

Лемма доказана. 2
Далее теорема 1 прямо следует из лемм 4 – 7.

Заключение

Теорема 2 является следствием теоремы 1 и показывает "асимптотическую независимость"
символов Лежандра по различным простым модулям на последовательности простых, сдвину-
тых на различные фиксированные вычеты, при условии, что промежуток осреднения больше,
чем произведение модулей. В доказательстве мы следуем схеме рассуждений И. М. Виногра-
дова для оценки сумм неглавного характера Дирихле по сдвинутым простым [1], с. 88–93.
В дальнейшем мы предполагаем доказать это утверждение при условии, что промежуток
осреднения будет больше квадратного корня из этого произведения. Путь этого улучшения
указан И. М. Виноградовым [2]–[5] и А. А. Карацубой [6, 7]. Отметим также, что количество
модулей может расти вместе с ростом промежутка осреднения. В настоящей работе исполь-
зовались идеи и методы работ [1]–[14].
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