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Аннотация

В статье рассматривается задача об отражении и прохождении плоской звуковой волны
через однородную упругую пластину с непрерывно-неоднородным упругим покрытием,
граничащую с вязкими жидкостями. Полагается, что законы неоднородности покрытия
пластины описываются дифференцируемыми функциями.

Распространение малых возмущений в вязкой жидкости в случае установившихся коле-
баний описывается скалярным и векторным уравнениями Гельмгольца. Распространение
упругих волн в однородной изотропной упругой пластине описывается двумя волновыми
уравнениями для продольных и поперечных волн. Колебания неоднородного изотропного
упругого покрытия описываются общими уравнениями движения сплошной среды.

Для нахождения поля смещений в неоднородном покрытии построена краевая задача
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка.

Получено аналитическое описание отраженного и прошедшего через пластину акусти-
ческих полей.

Представлены результаты численных расчетов зависимостей коэффициентов отраже-
ния и прохождения продольных волн от угла падения плоской волны.
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Abstract

In paper the problem of the reflection and transmission of a plane sound wave through a
homogeneous elastic plate with an continuously inhomogeneous plate elastic coating adjoining
viscous liquids is considered. It is believed that heterogeneity laws of a coating are described by
differentiable functions.

The propagation of small perturbations in a viscous fluid in the case of steady state
oscillations is described by scalar and vector Helmholtz’s equations. The propagation of elastic
waves in a uniform isotropic elastic plate is described by two wave equations for longitudinal
and transverse waves. Oscillations of an inhomogeneous isotropic elastic coating are described
by general motion equations of the continuous medium.

The boundary-value problem for the system of ordinary second order differential equations
is constructed for determination of the displacement field in inhomogeneous coating.

An analytical description of the reflected and transmitted through the plate acoustic fields
is obtained.

The results of numerical calculations of dependences of coefficients of reflection and
transmission of longitudinal waves from the angle of incidence of plane wave are presented.
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ously inhomogeneous coating.
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1. Введение

Существует большое количество работ по изучению прохождения звуковых волн через
плоский однородный изотропный упругий слой, граничащий с идеальными жидкостями, на-
пример, [1, 2]. Отражение звука анизотропными однородными упругими пластинами рассмат-
ривалось в [3, 4]. Прохождение звука через однородный изотропный термоупругий плоский
слой исследовалось в [5, 6]. Прохождение звуковых волн через плоский неоднородный изотроп-
ный упругий слой изучалось в [7], а через трансверсально-изотропный неоднородный упругий
слой — в [8, 9]. В [10] рассматривалась задача об отражении и преломлении плоской звуковой
волны неоднородным упругим плоским слоем, материал которого обладает анизотропией об-
щего вида. В [11] решена обратная задача об определении линейных законов неоднородности
плоского упругого слоя, имеющего наименьшее отражение при заданном угле падения плоской
звуковой волны. Задача об определении законов неоднородности трансверсально-изотропного

2The study was carried out for by the grant of Russian scientific Foundation (project 18-11-00199).
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плоского упругого слоя по коэффициенту прохождения плоской звуковой волны решена в [12].
В указанных выше работах полагалось, что упругий слой граничит с идеальными жидкостя-
ми.

При распространении звука в реальной жидкости часть звуковой энергии превращается
в тепловую. Причиной диссипации энергии является наличие вязкости и теплопроводности.
Однако, если для газов указанные причины поглощения вносят примерно одинаковый вклад,
то для капельных жидкостей основную роль в поглощении звука играет вязкость и влияни-
ем теплопроводности можно пренебречь. Вопрос о поглощении звука при распространении
звуковых волн вблизи твердых границ представляет значительный интерес для различных
областей физической и технической акустики.

Прохождение плоской звуковой волны через неоднородный анизотропный плоский слой,
граничащий с вязкими жидкостями, изучалось в [13]. Прохождение звука через непрерывно-
неоднородный и дискретно-неоднородный термоупругие плоские слои, граничащие с невязки-
ми теплопроводными жидкостями, рассматривалось в [14, 15].

Ряд работ посвящен исследованию отражения и прохождения звуковых волн на однород-
ных изотропных упругих пластинах с неоднородными покрытиями, находящимися в невяз-
кой жидкости. С помощью неоднородных покрытий можно изменять характер отражения
и прохождения звука, добиваясь требуемых акустических характеристик путем выбора со-
ответствующих законов неоднородности для механических параметров покрытия пластины.
Задача об отражении и преломлении плоской звуковой волны упругим плоским слоем с неод-
нородным по толщине покрытием решена в [16]. Моделирование неоднородного покрытия
упругой пластины с оптимальными звукоотражающими свойствами проведено в [17]. Зада-
ча определения толщины и вида зависимостей материальных параметров неоднородного по-
крытия конечной упругой пластины со сферической полостью, обеспечивающих требуемые
характеристики отражения плоской звуковой волны, рассмотрена в [18]. Прямая и обратная
задачи о прохождении плоской звуковой волны через однородную термоупругую пластину с
непрерывно-неоднородным покрытием решены в [19]. В [20] исследуется влияние непрерывно-
неоднородного покрытия однородной упругой пластины на отражение и прохождение плоской
звуковой волны при расположении покрытия на разных поверхностях пластины и разных за-
конах неоднородности механических параметров материала покрытия.

В настоящей работе рассматривается задача об отражении и прохождении плоской звуко-
вой волны через однородную упругую пластину с непрерывно-неоднородным упругим покры-
тием, граничащую с вязкими жидкостями.

2. Постановка задачи

Рассмотрим однородную изотропную упругую пластину толщиной 𝐻, материал которой
характеризуется плотностью 𝜌0 и упругими постоянными 𝜆0 и 𝜇0. Пластина имеет покрытие
в виде неоднородного по толщине изотропного упругого слоя толщиной ℎ. Полагаем, что мо-
дули упругости 𝜆 и 𝜇 материала неоднородного покрытия описываются дифференцируемыми
функциями координаты 𝑧, а плотность 𝜌 — непрерывной функцией координаты 𝑧: 𝜌 = 𝜌(𝑧),
𝜆 = 𝜆(𝑧), 𝜇 = 𝜇(𝑧). При этом система прямоугольных координат 𝑥, 𝑦, 𝑧 выбрана так, что ось 𝑥
лежит в плоскости, разделяющей однородную пластину и ее неоднородное покрытие, а ось 𝑧
направлена вниз по нормали к поверхности пластины (рис.1). Пластина с покрытием граничит
с вязкими однородными жидкостями, которые имеют плотности 𝜌1, 𝜌2, скорости звука 𝑐1, 𝑐2,
кинематические коэффициенты вязкости (первый и второй) 𝜈1, 𝜈2 и 𝜉1, 𝜉2 соответственно.
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Рис. 1: Геометрия задачи

Пусть из полупространства 𝑧 < −ℎ на пластину с покрытием падает под произвольным
углом плоская звуковая волна, потенциал скоростей которой равен

Ψ0 = 𝐴0 exp{𝑖[𝑘(1)1𝑥 𝑥+ 𝑘
(1)
1𝑧 (𝑧 + ℎ)− 𝜔𝑡]}, (1)

где 𝐴0 — амплитуда волны; 𝑘(1)1𝑥 = 𝑘
(1)
1 sin 𝜃0, 𝑘

(1)
1𝑧 =

√︁
𝑘
(1)2
1 − 𝑘

(1)2
1𝑥 = 𝑘

(1)
1 cos 𝜃0 — проекции

волнового вектора k
(1)
1 на оси координат 𝑥 и 𝑧 соответственно; 𝑘(1)1 — волновое число в полу-

пространстве 𝑧 < −ℎ; 𝜔 — круговая частота; 𝜃0 — угол падения плоской волны, составляемый
вектором k

(1)
1 и осью 𝑧. Считаем, что волновой вектор k

(1)
1 лежит в плоскости 𝑥𝑧. Временной

множитель exp(−𝑖𝜔𝑡) в дальнейшем опускаем.
Определим отраженную от пластины с покрытием и прошедшую через пластину волны.

3. Аналитическое решение задачи

Поскольку волновой вектор падающей волны k
(1)
1 лежит в плоскости 𝑥, 𝑧 и, следователь-

но, возбуждающее поле не зависит от координаты 𝑦, а неоднородность материала покрытия
проявляется лишь по оси 𝑧, то от координаты 𝑦 не будут зависеть ни отраженное от пласти-
ны, ни прошедшее через пластину, ни возбужденные в упругой однородной пластине и в ее
неоднородном покрытии волновые поля.

Распространение малых возмущений в вязкой жидкости в случае установившихся коле-
баний в области описывается системой, состоящей из скалярного и векторного уравнений
Гельмгольца [21]

ΔΨ𝑗 + 𝑘
(𝑗)2
1 Ψ𝑗 = 0, (2)

ΔΦ𝑗 + 𝑘
(𝑗)2
2 Φ𝑗 = 0, (3)

где Ψ𝑗 и Φ𝑗 — потенциалы скорости продольных и вязких волн соответственно в областях

𝑧 < −ℎ (𝑗 = 1) и 𝑧 > 𝐻 (𝑗 = 2); 𝑘(𝑗)1 и 𝑘(𝑗)2 — волновые числа продольных звуковых и вязких
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волн в 𝑗-ой среде соответственно;

𝑘
(𝑗)2
1 =

𝜔2

𝑐2𝑗 − 𝑖𝜔(𝜉𝑗 +
4

3
𝜈𝑗)

, 𝑘
(𝑗)2
2 = 𝑖

𝜔

𝜈𝑗
.

При этом
Ψ1 = Ψ0 +Ψ𝑠, (4)

где Ψ𝑠 — потенциал скорости отраженной звуковой волны, удовлетворяющий уравнению
Гельмгольца

ΔΨ𝑠 + 𝑘
(1)2
1 Ψ𝑠 = 0, (5)

Так как рассматриваемая задача является двумерной, то Φ = Φ(𝑥, 𝑧)e𝑦, где e𝑦 — единич-
ный вектор оси 𝑦. Тогда векторное уравнение (3) сведется к одному скалярному уравнению
Гельмгольца относительно функции Φ(𝑥, 𝑧)

ΔΦ𝑗 + 𝑘
(𝑗)2
2 Φ𝑗 = 0, (6)

Вектор скорости частиц и акустическое давление в 𝑗-ой вязкой жидкости определяются
по формулам

v(𝑗) = gradΨ𝑗 + rotΦ𝑗 , (7)

𝑝𝑗 = 𝑖𝜌𝑗𝜔

[︃
1 + 𝑖

𝑘
(𝑗)2
1

𝜔

(︂
𝜉𝑗 +

4

3
𝜈𝑗

)︂]︃
Ψ𝑗 . (8)

Компоненты тензора напряжений в 𝑗-ой вязкой жидкости 𝜎
(𝑗)
𝑧𝑧 и 𝜎

(𝑗)
𝑥𝑧 определяются по

формулам [22]

𝜎(𝑗)𝑧𝑧 = −𝑝𝑗 + 𝜌𝑗

(︂
𝜉𝑗 −

2

3
𝜈𝑗

)︂
divv(𝑗) + 2𝜈𝑗

𝜕𝑣
(𝑗)
𝑧

𝜕𝑧
,

𝜎(𝑗)𝑥𝑧 = 𝜌𝑗𝜈𝑗

(︃
𝜕𝑣

(𝑗)
𝑥

𝜕𝑧
+
𝜕𝑣

(𝑗)
𝑧

𝜕𝑥

)︃
,

(9)

где 𝑣(𝑗)𝑥 и 𝑣(𝑗)𝑧 — компоненты вектора скорости v(𝑗);

𝑣(𝑗)𝑥 =
𝜕Ψ𝑗

𝜕𝑥
− 𝜕Φ𝑗

𝜕𝑧
, 𝑣(𝑗)𝑧 =

𝜕Ψ𝑗

𝜕𝑧
+
𝜕Φ𝑗
𝜕𝑥

. (10)

Решения уравнений (5), (2) (при 𝑗 = 2) и (6) будем искать в виде

Ψ𝑠 = 𝐴1 exp{𝑖[𝑘(1)1𝑥 𝑥− 𝑘
(1)
1𝑧 (𝑧 + ℎ)]}, Ψ2 = 𝐴2 exp{𝑖[𝑘(2)1𝑥 𝑥+ 𝑘

(2)
1𝑧 (𝑧 −𝐻)]}, (11)

Φ1 = 𝐵1 exp{𝑖[𝑘(1)2𝑥 𝑥− 𝑘
(1)
2𝑧 (𝑧 + ℎ)]}, Φ2 = 𝐵2 exp{𝑖[𝑘(2)2𝑥 𝑥+ 𝑘

(2)
2𝑧 (𝑧 −𝐻)]}, (12)

где 𝑘(2)1𝑥 , 𝑘
(2)
1𝑧 — проекции волнового вектора прошедшей продольной волны k

(2)
1 на оси 𝑥 и 𝑧;

𝑘
(2)
1𝑧 =

√︁
𝑘
(2)2
1 − 𝑘

(2)2
1𝑥 ; 𝑘(𝑗)2𝑥 , 𝑘

(𝑗)
2𝑧 — проекции волнового вектора k(𝑗)

2 на оси 𝑥 и 𝑧 в 𝑗-ой жидкости;

𝑘
(𝑗)
2𝑧 =

√︁
𝑘
(𝑗)2
2 − 𝑘

(𝑗)2
2𝑥 . При этом согласно закону Снеллиуса [1] 𝑘(2)1𝑥 = 𝑘

(1)
2𝑥 = 𝑘

(2)
2𝑥 = 𝑘

(1)
1𝑥 .

Если выполняются соотношения

𝜔𝜈

𝑐2𝑗
<< 1,

𝜔𝜉

𝑐2𝑗
<< 1,
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то
𝑘
(𝑗)
1 ≈ 𝜔

𝑐𝑗
, 𝑝𝑗 ≈ 𝑖𝜌𝑗𝜔Ψ𝑗 (𝑗 = 1, 2).

Распространение малых возмущений в однородном изотропном упругом слое описывается
двумя волновыми уравнениями для продольных и поперечных волн, которые в случае уста-
новившихся колебаний переходят в уравнения Гельмгольца [2]

Δ𝜙+ 𝑘2𝑙 𝜙 = 0, (13)

ΔΠ+ 𝑘2𝜏Π = 0, (14)

где 𝜙 иΠ — скалярный и векторный потенциалы смещения; 𝑘𝑙 = 𝜔/𝑐𝑙 и 𝑘𝜏 = 𝜔/𝑐𝜏 — волновые
числа продольных и поперечных упругих волн; 𝑐𝑙 =

√︀
(𝜆0 + 2𝜇0)/𝜌0 и 𝑐𝜏 =

√︀
𝜇0/𝜌0 — скорости

продольных и поперечных волн соответственно. При этом вектор смещения частиц упругого
однородного слоя

u(0) = grad𝜙+ rotΠ. (15)

Так как Π = Π(𝑥, 𝑧)e𝑦,, то векторное уравнение (14) сведется к одному скалярному урав-
нению Гельмгольца относительно функции Π(𝑥, 𝑧)

Π + 𝑘2𝜏Π = 0. (16)

Компоненты вектора u(0) записываются через функции 𝜙 и Π следующим образом:

𝑢(0)𝑥 =
𝜕𝜙

𝜕𝑥
− 𝜕Π

𝜕𝑧
, 𝑢(0)𝑧 =

𝜕𝜙

𝜕𝑧
+
𝜕Π

𝜕𝑥
. (17)

Связь между компонентами тензора напряжений и компонентами вектора смещения в од-
нородной упругой пластине имеет вид [23]

𝜎(0)𝑥𝑥 = 𝜆0divu
(0) + 2𝜇0

𝜕𝑢
(0)
𝑥

𝜕𝑥
, 𝜎(0)𝑧𝑧 = 𝜆0divu

(0) + 2𝜇0
𝜕𝑢

(0)
𝑧

𝜕𝑧
,

𝜎(0)𝑥𝑧 = 𝜇0

(︃
𝜕𝑢

(0)
𝑥

𝜕𝑧
+
𝜕𝑢

(0)
𝑧

𝜕𝑥

)︃
.

(18)

Решения уравнений (13) и (16) будем искать в виде

𝜙 = 𝐶1 exp[𝑖(𝑘𝑙𝑥𝑥+ 𝑘𝑙𝑧𝑧)] + 𝐶2 exp[𝑖(𝑘𝑙𝑥𝑥− 𝑘𝑙𝑧𝑧)], (19)

Π = 𝐷1 exp[𝑖(𝑘𝜏𝑥𝑥+ 𝑘𝜏𝑧𝑧)] +𝐷2 exp[𝑖(𝑘𝜏𝑥𝑥− 𝑘𝜏𝑧𝑧)], (20)

где 𝑘𝑙𝑧 =
√︁
𝑘2𝑙 − 𝑘2𝑙𝑥, 𝑘𝜏𝑧 =

√︀
𝑘2𝜏 − 𝑘2𝜏𝑥. Согласно закону Снеллиуса 𝑘𝑙𝑥 = 𝑘𝜏𝑥 = 𝑘

(1)
1𝑥 .

Распространение упругих волн в неоднородном покрытии описывается общими уравнения-
ми движения сплошной среды [23], которые при отсутствии массовых сил для установившегося
режима движения имеют вид

𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑥𝑧
𝜕𝑧

= −𝜔2𝜌(𝑧)𝑢𝑥,
𝜕𝜎𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧

= −𝜔2𝜌(𝑧)𝑢𝑧. (21)

Компоненты тензора напряжений 𝜎𝑖𝑗 связаны с составляющими вектора смещения u в
неоднородном упругом покрытии следующими соотношениями:

𝜎𝑥𝑥 = 𝜆(𝑧)divu+ 2𝜇(𝑧)
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

, 𝜎𝑧𝑧 = 𝜆(𝑧)divu+ 2𝜇(𝑧)
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

,

𝜎𝑥𝑧 = 𝜇(𝑧)

(︂
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥

)︂
.

(22)
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Согласно закону Снеллиуса зависимость составляющих вектора смещения u от координаты
𝑥 будет иметь вид exp(𝑖𝑘1𝑥𝑥). Поэтому компоненты вектора u будем искать в виде

𝑢𝑥 = 𝑈1(𝑧) exp(𝑖𝑘1𝑥𝑥), 𝑢𝑧 = 𝑈3(𝑧) exp(𝑖𝑘1𝑥𝑥). (23)

Подставляя выражения (23) в уравнения (21) с учетом (22), получим систему линей-
ных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка относительно неизвестных
функций 𝑈𝑖(𝑧) (𝑖 = 1, 3):

𝐴U
′′
+𝐵U

′
+ 𝐶U = 0, (24)

где U = (𝑈1, 𝑈3)
𝑇 ,

𝐴 =

(︂
𝜇 0
0 𝜆+ 2𝜇

)︂
, 𝐵 =

(︂
𝜇′ 𝑖𝑘1𝑥(𝜆+ 𝜇)

𝑖𝑘1𝑥(𝜆+ 𝜇) 𝜆′ + 2𝜇′

)︂
,

𝐶 =

(︂
−𝑘21𝑥(𝜆+ 2𝜇) + 𝜔2𝜌 𝑖𝑘1𝑥𝜇

′

𝑖𝑘1𝑥𝜆
′ −𝑘21𝑥𝜇+ 𝜔2𝜌

)︂
.

Здесь штрихи обозначают производные по координате 𝑧.
Коэффициенты 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖, 𝐷𝑖 (𝑖 = 1, 2) в выражениях (11), (12), (19) и (20) подлежат

определению из граничных условий.
На поверхностях, соприкасающихся с вязкими жидкостями, граничные условия заключа-

ются в равенстве скоростей частиц упругой среды и жидкости, непрерывности нормальных и
тангенциальных напряжений:

при 𝑧 = −ℎ − 𝑖𝜔𝑢𝑥 = 𝑣
(1)
𝑥 , −𝑖𝜔𝑢𝑧 = 𝑣

(1)
𝑧 , 𝜎𝑧𝑧 = 𝜎

(1)
𝑧𝑧 , 𝜎𝑥𝑧 = 𝜎

(1)
𝑥𝑧 ,

при 𝑧 = 𝐻 − 𝑖𝜔𝑢
(0)
𝑥 = 𝑣

(2)
𝑥 , −𝑖𝜔𝑢(0)𝑧 = 𝑣

(2)
𝑧 , 𝜎

(0)
𝑧𝑧 = 𝜎

(2)
𝑧𝑧 , 𝜎𝑥𝑧 = 𝜎

(2)
𝑥𝑧 .

(25)

На поверхности 𝑧 = 0, разделяющей однородный слой и неоднородное покрытие, должны
быть непрерывны составляющие вектора смещения частиц, а также нормальные и тангенци-
альные напряжения:

при 𝑧 = 0 𝑢𝑥 = 𝑢
(0)
𝑥 , 𝑢𝑧 = 𝑢

(0)
𝑧 , 𝜎𝑧𝑧 = 𝜎

(0)
𝑧𝑧 , 𝜎𝑥𝑧 = 𝜎

(0)
𝑥𝑧 . (26)

Подставим выражения (1), (11), (12), (19) и (20) в граничные условия (25) и (26) с учетом
(4), (8)-(10), (17), (18) и (22).

Из первых двух условий (25) получаем систему двух уравнений, из которой находим ко-
эффициенты 𝐴1 и 𝐵1, выраженные через значения функций 𝑈1(𝑧) и 𝑈3(𝑧) на поверхности
неоднородного покрытия 𝑧 = −ℎ:

𝐴1 = [𝐴0(𝑘
(1)
1𝑧 𝑘

(1)
2𝑧 − 𝑘

(1)2
1𝑥 )− 𝜔𝑘

(1)
1𝑥 𝑈1(−ℎ) + 𝜔𝑘

(1)
2𝑧 𝑈3(−ℎ)]Δ−1

1 ,

𝐵1 = −[2𝐴0𝑘
(1)
1𝑥 𝑘

(1)
1𝑧 + 𝜔𝑘

(1)
1𝑧 𝑈1(−ℎ) + 𝜔𝑘

(1)
1𝑥 𝑈3(−ℎ)]Δ−1

1 .

Из четырех граничных условий при 𝑧 = 𝐻 и первых двух условий (26) получаем систему
уравнений, из которых определяем коэффициенты 𝐴2, 𝐵2, 𝐶𝑗 , 𝐷𝑗 (𝑗 = 1, 2), выраженные через
значения функций 𝑈1(𝑧) и 𝑈3(𝑧) на поверхности неоднородного покрытия 𝑧 = 0:

𝐴2 = −𝑖𝜔 (𝐶1𝑎1𝑒1𝑙 + 𝐶2𝑎2𝑒2𝑙 +𝐷1𝑏1𝑒1𝜏 +𝐷2𝑏2𝑒2𝜏 )Δ
−1
2 ,

𝐵2 = −𝑖𝜔 (𝐶1𝑐1𝑒1𝑙 − 𝐶2𝑐2𝑒2𝑙 +𝐷1𝑑1𝑒1𝜏 +𝐷2𝑑2𝑒2𝜏 )Δ
−1
2 ,

𝐶1 = 𝛽12𝑈1(0) + 𝛽22𝑈3(0), 𝐶2 = 𝛽11𝑈1(0) + 𝛽21𝑈3(0),

𝐷1 = 𝛾12𝑈1(0) + 𝛾22𝑈3(0), 𝐷2 = 𝛾11𝑈1(0) + 𝛾21𝑈3(0).
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Здесь
𝑒1𝑙 = 𝑒𝑖𝑘𝑙𝑧𝐻 , 𝑒2𝑙 = 𝑒−𝑖𝑘𝑙𝑧𝐻 , 𝑒1𝜏 = 𝑒𝑖𝑘𝜏𝑧𝐻 , 𝑒2𝜏 = 𝑒−𝑖𝑘𝜏𝑧𝐻 ,

Δ𝑗 = 𝑘
(𝑗)
1𝑧 𝑘

(𝑗)
2𝑧 + 𝑘

(𝑗)2
1𝑥 , 𝑎𝑗 = 𝑘

(1)2
1𝑥 + (−1)𝑗+1𝑘

(2)
2𝑧 𝑘𝑙𝑧, 𝑏𝑗 = 𝑘

(1)
1𝑥 [𝑘

(2)
2𝑧 + (−1)𝑗𝑘𝜏𝑧],

𝑐𝑗 = 𝑘
(1)
1𝑥 [𝑘𝑙𝑧 + (−1)𝑗𝑘

(2)
1𝑧 ], 𝑑𝑗 = 𝑘

(1)2
1𝑥 + (−1)𝑗+1𝑘

(2)
1𝑧 𝑘𝜏𝑧,

𝛽1𝑗 = (−1)𝑗𝑖[𝑡𝑗𝑘
(1)
1𝑥 (𝑤2 − 𝑤1) + 𝑘𝑙𝑧(𝑟2𝑤1 − 𝑟1𝑤2) + ℎ𝑗𝑘

(1)
1𝑥 (𝑟1 − 𝑟2)]Δ

−1
3 ,

𝛽2𝑗 = −𝑖[𝑡𝑗𝑘𝜏𝑧(𝑤2 + 𝑤1) + 𝑘
(1)
1𝑥 (𝑟1𝑤2 − 𝑟2𝑤1) + (−1)𝑗ℎ𝑗𝑘𝜏𝑧(𝑟1 + 𝑟2)]Δ

−1
3 ,

𝛾1𝑗 = −𝑖[𝑤𝑗𝑘𝑙𝑧(𝑡1 + 𝑡2) + 𝑘
(1)
1𝑥 (𝑡1ℎ2 − 𝑡2ℎ1)− 𝑟𝑗𝑘𝑙𝑧(ℎ1 + ℎ2)]Δ

−1
3 ,

𝛾2𝑗 = (−1)𝑗+1𝑖[𝑤𝑗𝑘
(1)
1𝑥 (𝑡2 − 𝑡1) + (−1)𝑗𝑘𝜏𝑧(𝑡1ℎ2 − 𝑡2ℎ1) + 𝑟𝑗𝑘

(1)
1𝑥 (ℎ1 − ℎ2)]Δ

−1
3 ,

𝑡𝑗 = 𝑒𝑗𝑙[𝑠1 − 𝑖𝜔(𝑚2𝑎𝑗 + 𝑛2𝑐𝑗)]Δ
−1
2 , 𝑟𝑗 = 𝑒𝑗𝜏 [(−1)𝑗+1𝑠2 − 𝑖𝜔(𝑚2𝑏𝑗 + 𝑛2𝑑𝑗)]Δ

−1
2 ,

𝑤𝑗 = 𝑒𝑗𝜏 [𝑠4 − 𝑖𝜔(𝑞2𝑏𝑗 + 𝑝2𝑑𝑗)]Δ
−1
2 , ℎ𝑗 = 𝑒𝑗𝑙[(−1)𝑗+1𝑠3 − 𝑖𝜔(𝑞2𝑎𝑗 + 𝑝2𝑐𝑗)]Δ

−1
2 ,

𝑚𝑗 = (−1)𝑗+1

{︃
𝑖𝜔𝜌𝑗

[︃
1 + 𝑖

𝑘
(𝑗)2
1

𝜔

(︂
𝜉𝑗 +

4

3
𝜈𝑗

)︂]︃
+ (𝑘

(𝑗)2
1𝑥 + 𝑘

(𝑗)2
1𝑧 )𝜌𝑗

(︂
𝜉𝑗 −

2

3
𝜈𝑗

)︂
+ 2𝜈𝑗𝑘

(𝑗)2
1𝑧

}︃
,

𝑛𝑗 = −2𝜈𝑗𝑘
(𝑗)
1𝑥 𝑘

(𝑗)
2𝑧 , 𝑞𝑗 = −2𝜌𝑗𝜈𝑗𝑘

(𝑗)
1𝑥 𝑘

(𝑗)
1𝑧 , 𝑝𝑗 = (−1)𝑗+1𝜌𝑗𝜈𝑗(𝑘

(𝑗)2
1𝑥 − 𝑘

(𝑗)2
2𝑧 ),

(𝑗 = 1, 2)

𝑠1 = 𝜆0𝑘
(1)2
1𝑥 + (𝜆0 + 2𝜇0)𝑘

2
𝑙𝑧, 𝑠2 = 2𝜇0𝑘

(1)
1𝑥 𝑘𝜏𝑧, 𝑠3 = 2𝜇0𝑘

(1)
1𝑥 𝑘𝑙𝑧, 𝑠4 = 𝜇0(𝑘

(1)2
1𝑥 − 𝑘2𝜏𝑧),

Δ3 = 𝑘
(1)
1𝑥 [(𝑡1 − 𝑡2)(𝑤1 −𝑤2) + (ℎ1 − ℎ2)(𝑟2 − 𝑟1)] + 𝑘𝑙𝑧𝑘𝜏𝑧[(𝑡1 + 𝑡2)(𝑤1 +𝑤2)− (ℎ1 + ℎ2)(𝑟1 + 𝑟2)]+

+2𝑘
(1)
1𝑥 [𝑘𝑙𝑧(𝑟1𝑤2 − 𝑟2𝑤1) + 𝑘𝜏𝑧(𝑡1ℎ2 − 𝑡2ℎ1)].

Таким образом, чтобы вычислить коэффициенты 𝐴𝑗 , 𝐵𝑗 , 𝐶𝑗 ,𝐷𝑗 (𝑗 = 1, 2) необходимо найти
величины 𝑈1(−ℎ), 𝑈3(−ℎ), 𝑈1(0) и 𝑈3(0). Эти величины подлежат определению из решения
краевой задачи для системы дифференциальных уравнений (24).

Краевые условия, получаемые из оставшихся неиспользованными граничных условий, име-
ют вид

(𝐴U′ + 𝐸U)𝑧=−ℎ = 𝐺,

(𝐴U′ + 𝐹U)𝑧=0 = 0,
(27)

где

𝐸 =

(︃
𝑒11 𝑖𝑘

(1)
1𝑥 𝜇+ 𝑒12

𝑖𝑘
(1)
1𝑥 𝜆+ 𝑒21 𝑒22

)︃
, 𝐹 =

(︃
𝑓11 𝑖𝑘

(1)
1𝑥 𝜇+ 𝑓12

𝑖𝑘
(1)
1𝑥 𝜆+ 𝑓21 𝑓22

)︃
, 𝐺 = (𝑔1, 𝑔2)

𝑇 ,

𝑒11 = −𝑖𝜔(𝑞1𝑘(1)1𝑥 + 𝑝1𝑘
(1)
1𝑧 )Δ

−1
1 , 𝑒12 = −𝑖𝜔(𝑝1𝑘(1)1𝑥 − 𝑞1𝑘

(1)
2𝑧 )Δ

−1
1 ,

𝑒21 = −𝑖𝜔(𝑚1𝑘
(1)
1𝑥 + 𝑛1𝑘

(1)
1𝑧 )Δ

−1
1 , 𝑒22 = −𝑖𝜔(𝑛1𝑘(1)1𝑥 −𝑚1𝑘

(1)
2𝑧 )Δ

−1
1 ,

𝑓1𝑗 = 𝑠4(𝛽𝑗2 − 𝛽𝑗1) + 𝑠3(𝛾𝑗2 + 𝛾𝑗1), 𝑓2𝑗 = 𝑠1(𝛽𝑗2 + 𝛽𝑗1) + 𝑠2(𝛾𝑗2 − 𝛾𝑗1),

𝑔1 = 𝑞1 + [𝑞1𝑘
(1)2
1𝑥 + (2𝑝1 − 𝑞1)𝑘

(1)
1𝑧 𝑘

(1)
2𝑧 )]Δ

−1
1 , 𝑔2 = −𝑚1 + [𝑚1𝑘

(1)2
1𝑥 + (2𝑛1 −𝑚1)𝑘

(1)
1𝑧 𝑘

(1)
2𝑧 )]Δ

−1
1 .

После решения линейной краевой задачи (24), (27), получаем аналитическое описание аку-
стических полей в жидкостях, а также полей смещений в однородной части пластины и неод-
нородном покрытии.
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Для оценки влияния вязкости жидкостей, граничащих с пластиной, покрытой неоднород-
ным упругим слоем, на процесс отражения и прохождения звука, воспользуемся коэффициен-
том поглощения 𝛼, характеризующим потерю энергии падающей звуковой волны вследствие
вязкости жидкостей. При этом будем учитывать, что вязкие волны являются быстрозатухаю-
щими и существенны лишь в тонком пограничном слое вблизи твердой поверхности. Поэтому
коэффициент поглощения будем определять следующим образом:

𝛼 = 𝐼0 − 𝐼1 − 𝐼2,

где 𝐼0, 𝐼1 и 𝐼2 — интенсивности в направлении, нормальном к пластине, падающей, продольной
отраженной и продольной прошедшей плоских волн.

Интенсивность гармонической плоской волны в направлении, нормальном к пластине,
определяется формулой [24, 25]

𝐼 =
1

2
|𝑝||𝑣𝑧| cos(𝜙𝑝 − 𝜙𝑣), (28)

где |𝑝|, 𝜙𝑝 и |𝑣𝑧|, 𝜙𝑣 — модули и фазы давления и нормальной скорости частиц в акустическом
поле.

Согласно (28) получаем

𝐼0 =
1

2

𝜌1𝜔
2

𝑐1
cos 𝜃0𝐴

2
0, 𝐼1 =

1

2

𝜌1𝜔
2

𝑐1
cos 𝜃0𝐴

2
1, 𝐼2 =

1

2
𝜌2𝜔𝑘

(2)
1𝑧 𝐴

2
2.

Тогда

𝛼 = 𝐼0

(︃
1−

⃒⃒⃒⃒
𝐴1

𝐴0

⃒⃒⃒⃒2
− 𝜌2𝑐1|𝑘(2)1𝑧 |
𝜌1𝜔 cos 𝜃0

⃒⃒⃒⃒
𝐴2

𝐴0

⃒⃒⃒⃒2)︃
.

4. Численные исследования

На основе полученного аналитического решения задачи были проведены численные расче-
ты зависимостей коэффициентов отражения и прохождения продольных волн от угла падения
плоской волны. При этом исследовался случай, когда жидкости по обе стороны тела являют-
ся одинаковыми (𝑘(1)1 = 𝑘

(2)
1 = 𝑘1). Полагалось, что амплитуда падающей волны 𝐴0 = 1, а

отношение толщины покрытия ℎ к толщине однородной пластины 𝐻 , равно 0,2.
Рассматривалась алюминиевая пластина толщиной 𝐻 = 0, 1 м (𝜌0 = 2, 7 · 103 кг/м3,

𝜆0 = 5, 3 · 1010 Н/м2, 𝜇0 = 2, 6 · 1010 Н/м2) с покрытием на основе поливинилбутираля, находя-
щаяся в воде (𝜌1 = 𝜌2 = 103 кг/м3, 𝑐1 = 𝑐2 = 1485 м/с, 𝜈1 = 𝜈2 = 1, 006 · 10−6 м2/c, 𝜉1 = 𝜉2 = 0
м2/c) и в глицерине (𝜌1 = 𝜌2 = 1, 26 · 103 кг/м3, 𝑐1 = 𝑐2 = 1920 м/с, 𝜈1 = 𝜈2 = 1111, 11 · 10−6

м2/c, 𝜉1 = 𝜉2 = 0 м2/c).
Расчеты проводились как для однородного покрытия с плотностью 𝜌 = 1, 07 · 103 кг/м3

кг/м и модулями упругости 𝜆̃ = 3, 9 · 109 Н/м2, 𝜇̃ = 9, 8 · 108 Н/м2, так и для неоднородных
покрытий, механические характеристики которых менялись по толщине слоя по линейным
законам

𝜌 = 𝜌𝑓𝑗(𝑧) (𝑗 = 1, 2), 𝜆 = 𝜆̃, 𝜇 = 𝜇̃,

где

𝑓1(𝑧) = 𝑎1

(︁
− 𝑧
ℎ
+ 0, 5

)︁
, 𝑓2(𝑧) = 𝑎2

(︁ 𝑧
ℎ
+ 1, 5

)︁
, 𝑎1 = 𝑎2 = 1.

Множитель 𝑎𝑗 (𝑗 = 1, 2) выбран так, чтобы среднее значение функции 𝑓𝑗(𝑧) по толщине
покрытия было равно единице.
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Рис. 2: Зависимость коэффициента отражения |𝐴1| от угла падения 𝜃0 для пластины, поме-
щенной в воду

Рис. 3: Зависимость коэффициента прохождения |𝐴2| от угла падения 𝜃0 для пластины, поме-
щенной в воду

Зависимости 𝑓1(𝑧) и 𝑓2(𝑧) выбраны такими, что их графики являются зеркальным отра-
жением друг друга относительно прямой 𝑧 = −ℎ/2. При этом на внутренней поверхности
покрытия (𝑧 = 0) функция 𝑓2(𝑧) достигает максимума, равного 1, 5𝑎2, а на внешней поверх-
ности (𝑧 = −ℎ) — минимума, равного 0, 5𝑎2. Функции 𝑓1(𝑧)достигает тех же максимальных и
минимальных значений, но уже на внешней и внутренней поверхностях покрытия.

На рис. 2–5 представлены зависимости |𝐴1| и |𝐴2| от 𝜃0 при фиксированной частоте па-
дающей волны (𝑘1𝐻 = 10), когда тело помещено в воду и глицерин. Пунктирные линии со-
ответствуют однородному покрытию, штриховые и сплошные — неоднородным покрытиям с
законами неоднородности 𝑓1(𝑧) и 𝑓2(𝑧) соответственно.

Сравнение угловых зависимостей показывает существенное влияние неоднородности мате-
риала покрытия на отражение и прохождение звука через пластину с покрытием. Это про-
является в смещении максимумов и минимумов коэффициентов отражения и прохождения и
изменении их уровней.
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Рис. 4: Зависимость коэффициента отражения |𝐴1| от угла падения 𝜃0 для пластины, поме-
щенной в глицерин

Рис. 5: Зависимость коэффициента прохождения |𝐴2| от угла падения 𝜃0 для пластины, поме-
щенной в глицерин

5. Заключение

В настоящей работе получено аналитическое решение задачи об отражении и прохождении
плоской звуковой волны через однородную упругую пластину с непрерывно-неоднородным по
толщине упругим покрытием, граничащую с вязкими жидкостями. Представлены результа-
ты численных расчетов зависимостей коэффициентов отражения и прохождения продольных
волн от угла падения плоской волны.
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