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Аннотация

В данной работе рассматривается определение дифференцируемости и регулярности
по Фютеру [1–2] и примеры регулярных по Фютеру функций, приводится и определение
С-регулярности и С-производной или производной Куллена [3], на основе которой строится
новая теория регулярных функций в [4], которая уже включает полиномы и сходящиеся ря-
ды гиперкомплексной переменной как дифференцируемые функции. Затем предлагается
новое определение дифференцируемости, имеющее классический вид, но со специфиче-
ской сходимостью, которое позволяет доказать теоремы о дифференцируемости суммы и
произведения дифференцируемых функций, о дифференцируемости “частного” дифферен-
цируемых функций. Далее выводится производная степени и доказывается дифференци-
руемость полиномов и степенных рядов, что позволяет строить обобщения элементарных
функций для кватернионных аргументов. Приводится пример, показывающий, что без спе-
цифической сходимости приведенное определение дифференцируемости теряет смысл. С
помощью степенных рядов задаются функции, которые являются решениями дифферен-
циальных уравнений с постоянными кватернионными коэффициентами. Рассматривается
задача отыскания корней квадратного уравнения с кватернионными коэффициентами, ко-
торая возникает при решении дифференциальных уравнений
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Abstract

In this paper it is considered the definition of differentiability and regularity by Fueter [1, 2]
and examples of regular function by Fueter, and the definition of C-regularity and C-derivative
or Cullen derivative, on the basis of which a new theory of regular functions, which already
includes polynomials and converging series of hypercomplex variable as differentiable and regular
functions. Then a new definition of differentiability is proposed. It has a classical form, but
specific convergence, which allows to prove theorems about differentiability of the sum and
product of differentiable functions, differentiability of the “quotient” of differentiable functions.
Further, it is deduced the derivative of power and is proved differentiability of polynomials and
power series that allows to construct generalization of elementary functions for quaternionic
argument. An example is given to show that without specific convergence the given definition
of differentiability loses its meaning. With the help of power series functions are given, which
are solutions of differential equations with constant quaternion coefficients. It is considered the
problem of finding the roots of a square equation that arises in solving differential equations.
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1. Введение

Кватернионы имеют большие преимущества в задачах вращения твердого тела [5–7] и
могут быть использованы в математической физике [8–13], поэтому задача построения анализа
кватернионных функций является актуальной.

Кватернионы – это четырехкомпонентные числа, то есть числа, которые задаются с помо-
щью четырех действительных чисел и, значит, могут быть интерпретированы как четырех-
мерные векторы 𝑞 = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3), обычно записываются в виде:

𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖+ 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 (1)

при этом, 𝑞0 называется действительной или скалярной частью и обозначается 𝑅𝑒𝑞, вектор
𝑎⃗ = 𝑞1𝑖+ 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 мнимой или векторной частью кватерниона 𝑞 и обозначается 𝑣(𝑞), то есть
кватернион может быть записан в виде:

𝑞 = 𝑅𝑒(𝑞) + 𝑣(𝑞), (2)

а векторы 𝑖, 𝑗, 𝑘 называются мнимыми единицами, так как их квадраты в смысле кватерни-
онного умножения равны -1. Учитывая применение кватернионов в теоретической механике
в записи оператора поворота, мы будем рассматривать их в тригонометрической форме:

𝑞 = |𝑞| · (cos𝜙+ 𝑎̄0 sin𝜙), (3)

где |𝑞| =
√︀
𝑞20 + 𝑞21 + 𝑞22 + 𝑞23 — длина кватерниона как четырехмерного вектора, 𝜙 = arg 𝑞 −

аргумент кватерниона 𝑞,

𝜙 = arccos
𝑞0
|𝑞|
, 0 6 𝜙 6 𝜋, (4)

𝑎̄0 − вектор единичной длины в трехмерном пространстве – направляющий вектор вектор-
ной части кватерниона, то есть, |𝑞| · cos𝜙 = 𝑞0 = 𝑅𝑒𝑞 − действительная (скалярная) часть
кватерниона, |𝑞| · 𝑎̄0 · sin𝜙 = 𝑣(𝑞) − векторная часть 𝑞.
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Кватернионы можно складывать и умножать на действительные числа как обычные четы-
рехмерные векторы, но, кроме этого, их можно умножать и “делить” как числа. Умножение
кватернионов можно определить, задав результаты умножения мнимых единиц между собой
и результат умножения на скалярную единицу, а затем распространить на произвольные ква-
тернионы по дистрибутивности (см., например, [14-15]). При использовании формы записи
для 𝜆 = 𝑅𝑒𝜆+ 𝑣(𝜆), 𝜇 = 𝑅𝑒𝜇+ 𝑣(𝜇) их произведение может быть записано в виде:

𝜆 ∘ 𝜇 = 𝑅𝑒𝜆 ·𝑅𝑒𝜇− (𝑣(𝜆), 𝑣(𝜇)) +𝑅𝑒𝜆 · 𝑣(𝜇) +𝑅𝑒𝜇 · 𝑣(𝜆) + 𝑣(𝜆)× 𝑣(𝜇), (5)

где (𝑣(𝜆), 𝑣(𝜇)) − скалярное произведение векторов 𝑣(𝜆) и 𝑣(𝜇), а 𝑣(𝜆)× 𝑣(𝜇) − их векторное
произведение.

Через 𝜆̃ обозначим кватернион, сопряженный к 𝜆, 𝜆̃ = 𝑅𝑒𝜆 − 𝑣(𝜆), при этом 𝜆 ∘ 𝜆̃ = |𝜆|2.
Заметим, что, если 𝑅𝑒𝜆 = 0, то 𝜆 − чисто векторный кватернион и 𝜆̃ = −𝜆. Если 𝑣(𝜆) = 0, то
𝜆 = 𝑅𝑒𝜆 = 𝜆̃. Если 𝜆 ̸= 0, то существует обратный (относительно кватернионного умножения)

кватернион 𝜆−1 = 𝜆̃
|𝜆|2 , такой, что 𝜆 ∘ 𝜆−1 = 𝜆−1 ∘ 𝜆 = 1. Если |𝜆| = 1, то 𝜆−1 = 𝜆̃. Оператор

поворота в трехмерном пространстве задается формулой 𝑟′ = 𝜆 ∘ 𝑟 ∘ 𝜆−1[5, 14,15] , при этом
происходит поворот вектора 𝑟 на угол 𝛼 = 2arg 𝜆 вокруг оси с направляющим вектором 𝑣(𝜆).
Так как |𝜆| при этом не оказывает влияния на результат, то обычно для поворотов использу-
ются нормированные кватернионы, то есть такие, что |𝜆| = 1, тогда поворот записывается в
виде:

𝑟′ = 𝜆 ∘ 𝑟 ∘ 𝜆̃. (6)

Множество всех кватернионов с определенными на них операциями сложения и умножения
кватернионов обозначим Н.

Cходимость во множестве кватернионов определим как сходимость в четырехмерном век-
торном пространстве.

Определение. Кватернион 𝜆(0) является пределом последовательности кватернионов
{𝜆(𝑛)}: lim

𝑛→∞
𝜆(𝑛) = 𝜆(0) тогда и только тогда, когда

lim
𝑛→∞

|𝜆(𝑛) − 𝜆(0)| = 0.

Это определение позволяет рассматривать степенные ряды кватернионной переменной и
определить основные элементарные функции с помощью рядов.

Аналогично мы можем определить предел и непрерывность кватернионных функций ква-
тернионной переменной.

Определение. Пусть функция 𝑓(𝑞) определена в Н и принимает значения в Н .
lim

𝑞→𝑞(0)
𝑓(𝑞) = 𝜆 тогда и только тогда, когда для всякого 𝜀 > 0 найдется 𝛿 > 0, такое, что

из неравенства 0 < |𝑞 − 𝑞(0)| < 𝛿 следует неравенство |𝑓(𝑞)− 𝜆| < 𝜀.
Определение. Кватернионная функция кватернионной переменной 𝑓(𝑞) называется

непрерывной в точке 𝑞(0), если lim
𝑞→𝑞(0)

𝑓(𝑞) = 𝑓(𝑞(0)).

2. Регулярность по Фютеру.

Попытки построить дифференциальное исчисление функций кватернионной переменной
предпринимались неоднократно. Одна из наиболее известных представлена в работах Фютера
([1]-[2]). Автором ставилась задача не просто определить производные функций кватернион-
ной переменной и установить свойства дифференцируемых функций, но определить диффе-
ренцирование так, чтобы получить теорию голоморфных функций кватернионной переменной
аналогичную теории голоморфных функций комплексной переменной.
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Сначала рассматриваются кватернионные функции кватернионной переменной как век-
тор-функции четырех аргументов в четырехмерном пространстве, то есть как отображения
четырехмерного пространства в себя.

Определение. Пусть 𝑓 = 𝑓0(𝑞) + 𝑖𝑓1(𝑞) + 𝑗𝑓2(𝑞) + 𝑘𝑓3(𝑞), где 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1⃗𝑖 + 𝑞2𝑗⃗ + 𝑞3𝑘⃗, f
называется вещественно дифференцируемой, если существуют непрерывные частные произ-
водные компонент 𝑓𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, 3 по переменным 𝑞𝑚, 𝑚 = 0, 1, 2, 3 не менее, чем до второго
порядка включительно.

Затем определяются дифференциальные операторы

𝜕𝑓

𝜕𝑞
=

1

4
(
𝜕𝑓

𝜕𝑞0
+ 𝑖

𝜕𝑓

𝜕𝑞1
+ 𝑗

𝜕𝑓

𝜕𝑞2
+ 𝑘

𝜕𝑓

𝜕𝑞3
) (7)

𝜕𝑓

𝜕𝑞
=

1

4
(
𝜕𝑓

𝜕𝑞0
+
𝜕𝑓

𝜕𝑞1
𝑖+

𝜕𝑓

𝜕𝑞2
𝑗 +

𝜕𝑓

𝜕𝑞3
𝑘) (8)

ныне известные как операторы Коши-Фютера и множество решений уравнения 𝜕𝑓
𝜕𝑞 = 0 объяв-

ляется пространством голоморфных или регулярных функций, причем, если оператор опреде-
лен по формуле (7), то леворегулярных функций, а если по формуле (8) – праворегулярных. В
дальнейшем для определенности будем рассматривать леворегулярные функции. Эта теория
в настоящее время очень хорошо развита и весьма успешна в воспроизведении многих важных
свойств голоморфных функций. С ее дальнейшим развитием можно ознакомиться в работах
В. В. Кравченко, В. Г. Кравченко и М. В. Шапиро [12–13], а также в работах ряда других
авторов [8]–[11]. Недостатком этой теории является то, что тождественная функция 𝑓(𝑞) = 𝑞,
а, следовательно, многочлены и ряды не являются голоморфными функциями в указанном
смысле.

Однако, это не значит, что таких функций, отличных от константы, нет. Проекторы
𝑃𝑖(𝑞) = 𝑞0 + 𝑖𝑞1, 𝑃𝑗(𝑞) = 𝑞0 + 𝑗𝑞2, 𝑃𝑘(𝑞) = 𝑞0 + 𝑘𝑞3, где 𝑞 = 𝑞0 + 𝑖𝑞1 + 𝑗𝑞2 + 𝑘𝑞3 — кватернион,
𝑖, 𝑗, 𝑘 — мнимые единицы, являются голоморфными по Фютеру. Ясно, что их линейная ком-
бинация (с действительными коэффициентами) 𝑓(𝑞) = (𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3)𝑞0 + 𝑖𝑎1𝑞1 + 𝑗𝑎2𝑞2 + 𝑘𝑎3𝑞3
также будет голоморфной функцией.

Рассмотрим наиболее общий вид голоморфного линейного преобразования. Пусть

𝑓 = 𝑓0 + 𝑖𝑓1 + 𝑗𝑓2 + 𝑘𝑓3,

где 𝑓𝑛 (𝑛 = 0, 1, 2, 3) — вещественные функции вещественных переменных 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3.
Условие голоморфности по Фютеру 𝜕𝑓

𝜕𝑞 = 0 для леворегулярных функций равносильно одно-
временному выполнению следующих четырех равенств:

𝜕𝑓0
𝜕𝑞0

− 𝜕𝑓1
𝜕𝑞1

− 𝜕𝑓2
𝜕𝑞2

− 𝜕𝑓3
𝜕𝑞3

= 0 (9)

𝜕𝑓0
𝜕𝑞1

+
𝜕𝑓1
𝜕𝑞0

+
𝜕𝑓3
𝜕𝑞2

− 𝜕𝑓2
𝜕𝑞3

= 0 (10)

𝜕𝑓0
𝜕𝑞2

+
𝜕𝑓2
𝜕𝑞0

+
𝜕𝑓1
𝜕𝑞3

− 𝜕𝑓3
𝜕𝑞1

= 0 (11)

𝜕𝑓0
𝜕𝑞3

+
𝜕𝑓3
𝜕𝑞0

+
𝜕𝑓2
𝜕𝑞1

− 𝜕𝑓1
𝜕𝑞2

= 0 (12)

Если 𝑓(𝑞) = 𝐴𝑞⃗, где 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎00 𝑎01 𝑎02 𝑎03
𝑎10 𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎20 𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎30 𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎞⎟⎟⎠, тогда
𝑓0 = 𝑎00𝑞0 + 𝑎01𝑞1 + 𝑎02𝑞2 + 𝑎03𝑞3,
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𝑓1 = 𝑎10𝑞0 + 𝑎11𝑞1 + 𝑎12𝑞2 + 𝑎13𝑞3,
𝑓2 = 𝑎20𝑞0 + 𝑎21𝑞1 + 𝑎22𝑞2 + 𝑎23𝑞3,
𝑓3 = 𝑎30𝑞0 + 𝑎31𝑞1 + 𝑎32𝑞2 + 𝑎33𝑞3 и из (9) – (12) получаем:

𝑎00 = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33, (13)

𝑎01 = −𝑎10 − 𝑎32 + 𝑎23, (14)

𝑎02 = −𝑎20 − 𝑎13 + 𝑎31, (15)

𝑎03 = −𝑎30 − 𝑎21 + 𝑎12. (16)

Пример. 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
3 −1 −1 −1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎞⎟⎟⎠, значит
𝑓(𝑞) = 3𝑞0 − 𝑞1 − 𝑞2 − 𝑞3 + 𝑖(𝑞0 + 𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3) + 𝑗(𝑞0 + 𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3) + 𝑘(𝑞0 + 𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3).

Заметим, что умножение функции на нескалярную константу может вывести ее из множе-
ства голоморфных функций. Например, пусть 𝑓(𝑞) = 3𝑞0 + 𝑖𝑞1 + 𝑗𝑞2 + 𝑘𝑞3, тогда

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ очевидно удовлетворяет условиям (13)-(16), но

𝜙(𝑞) = 𝑖 ∘ 𝑓(𝑞) = −𝑞1 + 𝑖3𝑞0 − 𝑗𝑞3 + 𝑘𝑞2, этой функции соответствует матрица

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
0 −1 0 0
3 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠, которая не удовлетворяет условию (14). Однако, если рассмотреть

𝑓(𝑞) ∘ 𝑖, то голоморфность не нарушится, и это не случайно.
Докажем, что если 𝑓 — левоголоморфная функция, то 𝑔 = 𝑓 ∘ 𝑖 — тоже левоголоморф-

ная. Действительно, если 𝑓 = 𝑓0 + 𝑓1𝑖 + 𝑓2𝑗 + 𝑓3𝑘, то 𝑔 = −𝑓1 + 𝑓0𝑖 + 𝑓3𝑗 − 𝑓2𝑘, отсюда
𝑔0 = −𝑓1, 𝑔1 = 𝑓0, 𝑔2 = 𝑓3, 𝑔3 = −𝑓2, тогда 𝜕𝑔0

𝜕𝑞0
− 𝜕𝑔1

𝜕𝑞1
− 𝜕𝑔2

𝜕𝑞2
− 𝜕𝑔3

𝜕𝑞3
= −𝜕𝑓1

𝜕𝑞0
− 𝜕𝑓0

𝜕𝑞1
− 𝜕𝑓3

𝜕𝑞2
+ 𝜕𝑓2

𝜕𝑞3
= 0

в силу (10), то есть условие (9) для 𝑔 выполнено.
Далее, 𝜕𝑔0𝜕𝑞1

+ 𝜕𝑔1
𝜕𝑞0

+ 𝜕𝑔3
𝜕𝑞2

− 𝜕𝑔2
𝜕𝑞3

= −𝜕𝑓1
𝜕𝑞1

+ 𝜕𝑓0
𝜕𝑞0

− 𝜕𝑓2
𝜕𝑞2

− 𝜕𝑓3
𝜕𝑞3

= 0 по условию (9) для f, значит для g

выполнено условие (10). Так как 𝜕𝑔0
𝜕𝑞2

+ 𝜕𝑔2
𝜕𝑞0

+ 𝜕𝑔1
𝜕𝑞3

− 𝜕𝑔3
𝜕𝑞1

= −𝜕𝑓1
𝜕𝑞2

+ 𝜕𝑓3
𝜕𝑞0

+ 𝜕𝑓0
𝜕𝑞3

+ 𝜕𝑓2
𝜕𝑞1

= 0 в силу (12),

то для g выполнено условие (11). Наконец, 𝜕𝑔0𝜕𝑞3
+ 𝜕𝑔3

𝜕𝑞0
+ 𝜕𝑔2

𝜕𝑞1
− 𝜕𝑔1

𝜕𝑞2
= −𝜕𝑓1

𝜕𝑞3
− 𝜕𝑓2

𝜕𝑞0
+ 𝜕𝑓3

𝜕𝑞1
− 𝜕𝑓0

𝜕𝑞2
= 0 по

условию (11) для f , следовательно для g выполнено условие (12). Так как условия (9)-(12)
для g выполнены, значит g голоморфна.

Докажем, что если 𝑓 — голоморфная функция, то 𝑔 = 𝑓 ∘ 𝑗 — тоже голоморфная.
Действительно, если 𝑓 = 𝑓0 + 𝑓1𝑖 + 𝑓2𝑗 + 𝑓3𝑘, то 𝑔 = −𝑓2 − 𝑓3𝑖 + 𝑓0𝑗 + 𝑓1𝑘, отсюда

𝑔0 = −𝑓2, 𝑔1 = −𝑓3, 𝑔2 = 𝑓0, 𝑔3 = 𝑓1, тогда

𝜕𝑔0
𝜕𝑞0

− 𝜕𝑔1
𝜕𝑞1

− 𝜕𝑔2
𝜕𝑞2

− 𝜕𝑔3
𝜕𝑞3

= −𝜕𝑓2
𝜕𝑞0

+
𝜕𝑓3
𝜕𝑞1

− 𝜕𝑓0
𝜕𝑞2

− 𝜕𝑓1
𝜕𝑞3

= 0

в силу (11), то есть условие (9) для 𝑔
выполнено.

Далее, 𝜕𝑔0𝜕𝑞1
+ 𝜕𝑔1

𝜕𝑞0
+ 𝜕𝑔3

𝜕𝑞2
− 𝜕𝑔2

𝜕𝑞3
= −𝜕𝑓2

𝜕𝑞1
− 𝜕𝑓3

𝜕𝑞0
+ 𝜕𝑓1

𝜕𝑞2
− 𝜕𝑓0

𝜕𝑞3
= 0 по условию (12) для f , значит для

g выполнено условие (10).
Так как 𝜕𝑔0

𝜕𝑞2
+ 𝜕𝑔2

𝜕𝑞0
+ 𝜕𝑔1

𝜕𝑞3
− 𝜕𝑔3

𝜕𝑞1
= −𝜕𝑓2

𝜕𝑞2
+ 𝜕𝑓0

𝜕𝑞0
− 𝜕𝑓3

𝜕𝑞3
− 𝜕𝑓1

𝜕𝑞1
= 0 в силу (9), то для g выполнено

условие (11).



Дифференцирование функций кватернионной переменной 303

Наконец, 𝜕𝑔0𝜕𝑞3
+ 𝜕𝑔3

𝜕𝑞0
+ 𝜕𝑔2

𝜕𝑞1
− 𝜕𝑔1

𝜕𝑞2
= −𝜕𝑓2

𝜕𝑞3
+ 𝜕𝑓1

𝜕𝑞0
+ 𝜕𝑓0

𝜕𝑞1
+ 𝜕𝑓3

𝜕𝑞2
= 0 по условию (10) для f, следо-

вательно для g выполнено условие (12). Так как условия (9)-(12) для g выполнены, значит g
голоморфна.

Аналогично доказывается, что если 𝑓 — голоморфная функция, то 𝑔 = 𝑓 ∘ 𝑘 — тоже голо-
морфная Таким образом, линейная комбинация леворегулярных функций с кватернионными
константами при умножении справа на эти константы остается леворегулярной.

Еще один простой пример регулярной функции дает следующая конструкция. Пусть

𝐹1(𝑧) = 𝑢1(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣1(𝑥, 𝑦),

𝐹2(𝑧) = 𝑢2(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣2(𝑥, 𝑦),

𝐹3(𝑧) = 𝑢3(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣3(𝑥, 𝑦)−

голоморфные функции комплексной переменной.
Положим 𝑓0 = 𝑢1(𝑞0, 𝑞1)+𝑢2(𝑞0, 𝑞2)+𝑢3(𝑞0, 𝑞3), 𝑓1 = 𝑣1(𝑞0, 𝑞1), 𝑓2 = 𝑣2(𝑞0, 𝑞2), 𝑓3 = 𝑣3(𝑞0, 𝑞3),

тогда условие (9) равносильно равенству 𝜕𝑢1
𝜕𝑞0

+ 𝜕𝑢2
𝜕𝑞0

+ 𝜕𝑢3
𝜕𝑞0

− 𝜕𝑣1
𝜕𝑞1

− 𝜕𝑣2
𝜕𝑞2

− 𝜕𝑣3
𝜕𝑞3

= 0, ко-
торое справедливо в силу условий Коши-Римана. Условие (10) равносильно равенству
𝜕𝑢1
𝜕𝑞1

+ 𝜕𝑢2
𝜕𝑞1

+ 𝜕𝑢3
𝜕𝑞1

+ 𝜕𝑣1
𝜕𝑞0

− 𝜕𝑣2
𝜕𝑞3

+ 𝜕𝑣3
𝜕𝑞2

= 0, которое верно по причине того, что для 𝑢1, 𝑣1 вы-
полняются условия Коши-Римана, 𝑢2, 𝑢3 не зависят от 𝑞1, функция 𝑣2 не зависит от 𝑞3, а
𝑣3 не зависит от 𝑞2. Выполнение условий (11)-(12) проверяется аналогично, следовательно
𝑓(𝑞) = 𝑓0 + 𝑓1𝑖+ 𝑓2𝑗 + 𝑓3𝑘 – голоморфная функция кватернионной переменной.

3. Дифференцирование по Куллену.

Несколько иной способ дифференцирования и определения голоморфных функций пред-
лагается в работе G. Gentili и D. C. Struppa [4].

Для всякого нескалярного кватерниона 𝑞 рассматривается двумерное линейное подпро-
странство 𝐿𝑣0(𝑞), являющееся линейной оболочкой вещественной оси и вектора 𝑣0(𝑞) − еди-
ничного направляющего вектора векторной части кватерниона 𝑞, который представляется в
виде: 𝑞 = 𝑥 + 𝑦 · 𝑣0(𝑞) (очевидно, 𝑥 = 𝑞0 = |𝑞| cos𝜙, 𝑦 = |𝑞| sin𝜙, где 𝜙 = arg 𝑞) и функ-
ция 𝑓(𝑞) называется С-регулярной, если она вещественно дифференцируема и удовлетворяет
уравнению

1

2

(︂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣0(𝑞)

𝜕

𝜕𝑦

)︂
𝑓(𝑥+ 𝑦 · 𝑣0(𝑞)) = 0 (17)

для всех q из области определения f , при этом дается следующее определение производной
по направлению 𝑣0(𝑞) = 𝑒 [4] со ссылкой на Куллена [3].

Определение. Пусть Ω — область в Н , на которой определена вещественно дифференци-
руемая функция f. Для любого кватерниона 𝑞 ∈ Ω , 𝑞 = 𝑥+ 𝑦𝑒 , где 𝑥 = 𝑞0 = 𝑅𝑒𝑞, 𝑒 = 𝑣0(𝑞) −
единичный направляющий вектор векторной части q, производная f по направлению 𝑒 в точке
q задается формулой

𝜕𝑒𝑓(𝑥+ 𝑦𝑒) =
1

2

(︂
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑒

𝜕

𝜕𝑦

)︂
𝑓(𝑥+ 𝑦𝑒). (18)

Если при этом f C-регулярна, то ее производная в точке q может быть вычислена по формуле

𝜕!(𝑓)(𝑞) =

{︂
𝜕𝑒(𝑓)(𝑞), если 𝑞 = 𝑥+ 𝑦𝑒 при 𝑦 ̸= 0
𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥), если 𝑞 = 𝑥 (𝑦 = 0)

(19)

Данное определение замечательно тем, что все степенные функции и ряды с центром в нуле
вида

∑︀∞
𝑛=0 𝑞

𝑛 ∘ 𝜆𝑛 будут С-регулярны, их производные будут такими же как и в случае ком-
плексной переменной. Это значит, что мы можем определить все элементарные функции в
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области кватернионов и что все голоморфные функции комплексной переменной переносятся
в область кватернионов и при этом остаются голоморфными, то есть С-регулярными.

Для С-регулярных функций доказываются также аналоги теорем Коши, Морера, Шварца,
а также Миттаг-Лефлера [16]

Однако, этот способ дифференцирования тоже имеет ряд проблем. Ясно, что, если
𝑞 ∈ 𝐿𝑣0(𝑞) и 𝑓(𝑞) ∈ 𝐿𝑣0(𝑞), то регулярность f(q) — это регулярность функции комплексного
переменного. Но, если 𝑓(𝑞) /∈ 𝐿𝑣0(𝑞), то самые простые функции оказываются нерегулярными,
что показывает следующий пример.

Пусть 𝑓(𝑞) = 𝑖̄ ∘ 𝑞,𝑞 = 𝑥 + 𝑦𝑒, 𝑖̄ − мнимая единица, 𝑒 = 𝑣0(𝑞) — единичный вектор в
направлении векторной части q. Для проверки регулярности по формуле (17) необходимо

вычислить
(︁
𝜕
𝜕𝑥 + 𝑒 𝜕𝜕𝑦

)︁
(̄𝑖𝑥+ 𝑖̄ ∘ 𝑒𝑦) = 𝑖̄ + 𝑒 ∘ 𝑖̄ ∘ 𝑒 ̸= 0, если 𝑖̄ ̸= 𝑒. Следовательно, 𝑓(𝑞) не

является регулярной.
Рассмотренное определение дифференцируемости имеет то важное достоинство, что вклю-

чает в себя все регулярные функции комплексного переменного, но, все-таки, стоит заметить,
дифференцирование идет далеко не по всем направлениям, выходящим из данной точки, а
только по тем, у которых векторные части коллинеарны векторной части рассматриваемой
точки.

4. Еще один способ дифференцирования

Далее предлагается еще один вариант дифференцирования кватернионных функций ква-
тернионной переменной.

Определение. Пусть 𝑓(𝑞) определена на открытом множестве Ω в Н . Назовем 𝑓(𝑞) эле-
ментарно дифференцируемой, если существует lim

(|ℎ|→0)&(arg ℎ→0)
(𝑓(𝑞+ ℎ)− 𝑓(𝑞)) ∘ ℎ−1, который

мы и назовем производной 𝑓(𝑞) и будем обозначать, как обычно 𝑓 ′(𝑞).
Здесь производная тоже берется не по всем направлениям, а только по тем, которые близки

к действительной оси. Действительно, так как arg(𝑞) = arccos
(︁
𝑞0
|𝑞|

)︁
, но при этом |𝑞| → 0, то

это означает, что |𝑣(𝑞)| → 0 быстрее, чем 𝑞0, то есть
|𝑣(𝑞)|
𝑞0

→ 0.

Если не требовать, чтобы arg ℎ → 0, то уже для 𝑓(𝑞) = 𝑞2 = 𝑞 ∘ 𝑞 получится
((𝑞 + ℎ)2 − 𝑞2) ∘ ℎ−1 = 𝑞 ∘ ℎ ∘ ℎ−1 + ℎ ∘ 𝑞 ∘ ℎ−1 + ℎ ∘ ℎ ∘ ℎ−1 = 𝑞 + ℎ ∘ 𝑞 ∘ ℎ−1 + ℎ и при
ℎ → 0 слагаемое ℎ ∘ 𝑞 ∘ ℎ−1 не имеет предела (если 𝑣(𝑞) и 𝑣(ℎ) не коллинеарны), так как это
поворот кватерниона q на угол 2 arg ℎ и результат не зависит от |h| [5,14,15].

Из определения получаем следующие теоремы.
Теорема 1. Если функции 𝑓(𝑞) и 𝑔(𝑞) элементарно дифференцируемы, то для любых

кватернионов 𝛼 и 𝛽 функция 𝛼 ∘ 𝑓(𝑞) + 𝛽 ∘ 𝑔(𝑞) будет также элементарно дифференцируема
и

(𝛼 ∘ 𝑓(𝑞) + 𝛽 ∘ 𝑔(𝑞))′ = 𝛼 ∘ 𝑓 ′(𝑞) + 𝛽 ∘ 𝑔′(𝑞).

Теорема 2. Если функции 𝑓(𝑞) и 𝑔(𝑞) элементарно дифференцируемы, то функция
𝑝(𝑞) = 𝑓(𝑞) ∘ 𝑔(𝑞) также элементарно дифференцируема и

(𝑓(𝑞) ∘ 𝑔(𝑞))′ = 𝑓(𝑞) ∘ 𝑔′(𝑞) + 𝑓 ′(𝑞) ∘ 𝑔(𝑞).

Доказательство. Рассмотрим

(𝑝(𝑞 + ℎ)− 𝑝(𝑞)) ∘ ℎ−1 = (𝑓(𝑞 + ℎ) ∘ 𝑔(𝑞 + ℎ)− 𝑓(𝑞) ∘ 𝑔(𝑞)) ∘ ℎ−1 =

= 𝑓(𝑞 + ℎ) ∘ (𝑔(𝑞 + ℎ)− 𝑔(𝑞)) ∘ ℎ−1 + (𝑓(𝑞 + ℎ)− 𝑓(𝑞)) ∘ ℎ−1 ∘ (ℎ ∘ 𝑔(𝑞) ∘ ℎ−1).
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Так как 𝑓(𝑞) дифференцируема, то существует lim
(|ℎ|→0)&(arg ℎ→0)

𝑓(𝑞 + ℎ) = 𝑓(𝑞)). Выражение

ℎ ∘ 𝑔(𝑞)) ∘ ℎ−1 – это поворот кватерниона 𝑔(𝑞) вокруг оси с направляющим вектором 𝑣(ℎ)
на угол 2 · arg ℎ, но arg ℎ → 0, следовательно lim

(|ℎ|→0)&(arg ℎ→0)
ℎ ∘ 𝑔(𝑞)) ∘ ℎ−1 = 𝑔(𝑞), отсюда

𝑝′(𝑞) = lim
(|ℎ|→0)&(arg ℎ→0)

(𝑝(𝑞 + ℎ) − 𝑝(𝑞)) ∘ ℎ−1 = = 𝑓(𝑞) ∘ 𝑔′(𝑞) + 𝑓 ′(𝑞) ∘ 𝑔(𝑞), что и требовалось

доказать.
Терема 3. Пусть 𝑔(𝑞) ̸= 0 и 𝑔(𝑞) −элементарно дифференцируемая функция. Тогда

𝑔−1(𝑞) также элементарно дифференцируема и (𝑔−1(𝑞))′ = −𝑔−1(𝑞) ∘ 𝑔′(𝑞) ∘ 𝑔−1(𝑞).
Доказательство. Так как 𝑔−1(𝑞) = 𝑔(𝑞)

|𝑔(𝑞)|2 = 𝑔(𝑞)
𝑔(𝑞)∘𝑔(𝑞) , то

(𝑔−1(𝑞 + ℎ)− 𝑔−1(𝑞)) ∘ ℎ−1 =

(︂
𝑔(𝑞 + ℎ)

𝑔(𝑞 + ℎ) ∘ 𝑔(𝑞 + ℎ)
− 𝑔(𝑞)

𝑔(𝑞) ∘ 𝑔(𝑞)

)︂
∘ ℎ−1.

Далее, пользуясь тем, что 𝑔(𝑞) ∘ 𝑔(𝑞) = 𝑔(𝑞) ∘ 𝑔(𝑞) − действительное число, получим

(𝑔−1(𝑞 + ℎ)− 𝑔−1(𝑞)) ∘ ℎ−1 =
𝑔(𝑞 + ℎ) ∘ 𝑔(𝑞) ∘ 𝑔(𝑞)− 𝑔(𝑞 + ℎ) ∘ 𝑔(𝑞 + ℎ) ∘ 𝑔(𝑞)

𝑔(𝑞 + ℎ) ∘ 𝑔(𝑞 + ℎ) ∘ 𝑔(𝑞) ∘ 𝑔(𝑞)
∘ ℎ−1

Теперь, используя дистрибутивность и определение обратного кватерниона, выведем

(𝑔−1(𝑞 + ℎ)− 𝑔−1(𝑞)) ∘ ℎ−1 =
𝑔(𝑞 + ℎ) ∘ (𝑔(𝑞)− 𝑔(𝑞 + ℎ)) ∘ 𝑔(𝑞)
𝑔(𝑞 + ℎ) ∘ 𝑔(𝑞 + ℎ) ∘ 𝑔(𝑞) ∘ 𝑔(𝑞)

∘ ℎ−1 =

= (𝑔(𝑞 + ℎ))−1 ∘ (−(𝑔(𝑞 + ℎ)− 𝑔(𝑞)) ∘ ℎ−1) ∘ ℎ ∘ (𝑔(𝑞))−1 ∘ ℎ−1,

отсюда

(𝑔−1(𝑞))′ = lim
(|ℎ|→0)&(arg ℎ→0)

((𝑔(𝑞 + ℎ))−1 ∘ (−(𝑔(𝑞 + ℎ)− 𝑔(𝑞)) ∘ ℎ−1) ∘ (ℎ ∘ (𝑔(𝑞))−1 ∘ ℎ−1)) =

= −𝑔−1(𝑞) ∘ 𝑔′(𝑞) ∘ 𝑔−1(𝑞)
.

Что и требовалось доказать.
Следствие. Если функции 𝑓(𝑞) и 𝑔(𝑞) элементарно дифференцируемы и 𝑔(𝑞) ̸= 0, то

функция 𝑓(𝑞) ∘ (𝑔(𝑞))−1 элементарно дифференцируема и ее производная
(𝑓(𝑞) ∘ (𝑔(𝑞))−1)′ =−𝑓(𝑞) ∘ (𝑔(𝑞))−1 ∘ 𝑔′(𝑞) ∘ (𝑔(𝑞))−1 + 𝑓 ′(𝑞) ∘ (𝑔(𝑞))−1.

Примеры. Пусть 𝑓(𝑞) = 𝑞, тогда 𝑓 ′(𝑞) = lim
(|ℎ|→0)&(arg ℎ→0)

(𝑞 + ℎ− 𝑞) ∘ ℎ−1 = 1.

Утверждение. Производная (𝑞𝑛)′ = 𝑛𝑞𝑛−1.
Доказательство. Докажем это по индукции. Сначала для n=2. По теореме о дифферен-

цирования произведения (𝑞2)′ = (𝑞 ∘ 𝑞)′ = 𝑞 ∘ 1 + 1 ∘ 𝑞 = 𝑞 + 𝑞 = 2𝑞. Теперь, пусть доказано,
что (𝑞𝑛−1)′ = (𝑛 − 1)𝑞𝑛−2, тогда (𝑞𝑛)′ = (𝑞𝑛−1 ∘ 𝑞)′ = (𝑛 − 1)𝑞𝑛−2 ∘ 𝑞 + 𝑞𝑛−1 ∘ 1 = 𝑛𝑞𝑛−1, что и
требовалось доказать.

Следствие. Многочлены кватернионной переменной элементарно дифференцируемы.
Заметим, что, если 𝑓(𝑞) дифференцируема в окрестности некоторой точки, то она диф-

ференцируема по любой кривой, входящей в эту точку по касательной, параллельной веще-
ственной координате, а, следовательно, и по прямой, параллельной вещественной координате,
при этом 𝑓 ′(𝑞) = 𝜕𝑓(𝑞)

𝜕𝑞0
= 𝜕𝑓0

𝜕𝑞0
+ 𝜕𝑓1

𝜕𝑞0
𝑖 + 𝜕𝑓2

𝜕𝑞0
𝑗 + 𝜕𝑓3

𝜕𝑞0
𝑘, где 𝑓 = 𝑓0 + 𝑖𝑓1 + 𝑗𝑓2 + 𝑘𝑓3. Это да-

ет возможность восстановить 𝑓(𝑞) по ее производной на отрезке параллельном вещественной
оси с помощью обычного определенного интеграла с переменным верхним пределом, если
известно значение этой функции в какой-либо точке этого отрезка. Пусть 𝑞* и 𝑞 два кватер-
ниона в области, в которой 𝑓(𝑞) дифференцируема и 𝑣(𝑞) = 𝑣(𝑞*) = 𝑖𝑞1 + 𝑗𝑞2 + 𝑘𝑞3, тогда
𝑓(𝑞) =

∫︀ 𝑞0
𝑞*0
((𝑓0)

′
𝑞0(𝑡+ 𝑣(𝑞)) + 𝑖(𝑓1)

′
𝑞0(𝑡+ 𝑣(𝑞)) + 𝑗(𝑓2)

′
𝑞0(𝑡+ 𝑣(𝑞)) + 𝑘(𝑓3)

′
𝑞0(𝑡+ 𝑣(𝑞)))𝑑𝑡+

+𝑓(𝑞*) =

∫︁ 𝑞0

𝑞*0

((𝑓0)
′
𝑞0(𝑡+ 𝑣(𝑞))𝑑𝑡+ 𝑖

∫︁ 𝑞0

𝑞*0

(𝑓1)
′
𝑞0(𝑡+ 𝑣(𝑞))𝑑𝑡+ 𝑗

∫︁ 𝑞0

𝑞*0

(𝑓2)
′
𝑞0(𝑡+ 𝑣(𝑞))𝑑𝑡+
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+𝑘
∫︀ 𝑞0
𝑞*0
(𝑓3)

′
𝑞0(𝑡 + 𝑣(𝑞)))𝑑𝑡+𝑓(𝑞*) Здесь (𝑓𝑛)

′
𝑞0(𝑡 + 𝑣(𝑞)), 𝑛 = 0, 1, 2, 3 – вещественная функция

вещественной переменной.
Определение. Функция 𝑓(𝑞)называется элементарно и непрерывно дифференцируемой,

если она элементарно дифференцируема и ее производная 𝑓 ′(𝑞) непрерывна.
Определение. Пусть последовательность элементарно и непрерывно дифференцируемых

функций {(𝑓(𝑞))𝑛} в некоторой окрестности точки 𝑞0 равномерно сходится к 𝑓(𝑞), а последо-
вательность производных {(𝑓 ′(𝑞))𝑛} в той же окрестности равномерно сходится к 𝑔(𝑞). Тогда
𝑓(𝑞) называется дифференцируемой и 𝑓 ′(𝑞) = 𝑔(𝑞).

Для доказательства корректности определения нам понадобится лемма.
Лемма. Пусть последовательность элементарно дифференцируемых функций {(𝑓(𝑞))𝑛} в

некоторой окрестности точки 𝑞0 равномерно сходится к 𝑓(𝑞), а последовательность производ-
ных {(𝑓 ′(𝑞))𝑛} в той же окрестности равномерно сходится к
𝜙(𝑞) = 𝜙0(𝑞) + 𝑖𝜙1(𝑞) + 𝑗𝜙2(𝑞) + 𝑘𝜙3(𝑞). Тогда 𝑓(𝑞) =

∫︀ 𝑞0
𝑞00
𝜙(𝑡 + 𝑖𝑞01 + 𝑗𝑞02 + 𝑘𝑞03)𝑑𝑡 + 𝑓(𝑞0), где

𝑞 = 𝑞0 + 𝑖𝑞01 + 𝑗𝑞02 + 𝑘𝑞03, 𝑞
0 = 𝑞00 + 𝑖𝑞01 + 𝑗𝑞02 + 𝑘𝑞03.

Доказательство. Используя для краткости обозначение 𝑣(𝑞) = 𝑞1𝑖+ 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘, получим
|𝑓(𝑞)−

∫︀ 𝑞0
𝑞00
𝜙(𝑡+ 𝑣(𝑞0))𝑑𝑡− 𝑓(𝑞0)| = |𝑓(𝑞)− (𝑓(𝑞))𝑛 + (𝑓(𝑞))𝑛 −

∫︀ 𝑞0
𝑞00
𝜙(𝑡+ 𝑣(𝑞0))𝑑𝑡− 𝑓(𝑞0)| =

= |𝑓(𝑞)− (𝑓(𝑞))𝑛 +

∫︁ 𝑞0

𝑞00

(𝑓 ′(𝑡+ 𝑣(𝑞0))𝑛𝑑𝑡+ (𝑓(𝑞0))𝑛 −
∫︁ 𝑞0

𝑞00

𝜙(𝑡+ 𝑣(𝑞0))𝑑𝑡− 𝑓(𝑞0)| 6

6 |𝑓(𝑞)− (𝑓(𝑞))𝑛|+ |
∫︁ 𝑞0

𝑞00

((𝑓 ′(𝑡+ 𝑣(𝑞0))𝑛 − 𝜙(𝑡+ 𝑣(𝑞0)))𝑑𝑡|+ |(𝑓(𝑞0))𝑛 − 𝑓(𝑞0)| 6

6 |𝑓(𝑞)−(𝑓(𝑞))𝑛|+
∫︀ 𝑞0
𝑞00

|((𝑓 ′(𝑡+𝑣(𝑞0))𝑛−𝜙(𝑡+𝑣(𝑞0)))|𝑑𝑡+ |(𝑓(𝑞0))𝑛−𝑓(𝑞0)|. В силу равномерной

сходимости для всякого 𝜀 > 0 найдется 𝑁 такое, что при 𝑛 > 𝑁
|𝑓(𝑞)− (𝑓(𝑞))𝑛| < 𝜀

3 , |(𝑓(𝑞0))𝑛−𝑓(𝑞0)| <
𝜀
3 и |(𝑓 ′(𝑡+𝑣(𝑞0))𝑛−𝜙(𝑡+𝑣(𝑞0))| < 𝜀

3 , а следовательно
|𝑓(𝑞) −

∫︀ 𝑞0
𝑞00
𝜙(𝑡 + 𝑣(𝑞0))𝑑𝑡| < 2𝜀

3 + 𝜀
3 |𝑞0 − 𝑞00|, то есть при фиксированных 𝑞0 и 𝑞00 эту разность

можно сделать сколь угодно малой, значит 𝑓(𝑞) =
∫︀ 𝑞0
𝑞00
𝜙(𝑡+ 𝑣(𝑞0))𝑑𝑡, что и требовалось дока-

зать.
Теперь докажем корректность определения.
Теорема. Пусть последовательность элементарно и непрерывно дифференцируемых

функций {(𝑓(𝑞))𝑛} в некоторой окрестности точки 𝑞0 равномерно сходится к 𝑓(𝑞), последо-
вательность производных {(𝑓 ′(𝑞))𝑛} в той же окрестности равномерно сходится к некоторой
функции, которую мы обозначим𝑓 ′(𝑞). Кроме того, последовательность элементарно и непре-
рывно дифференцируемых функций {(𝑔(𝑞))𝑛} в той же окрестности равномерно сходится к
𝑓(𝑞), а последовательность производных {(𝑔′(𝑞))𝑛} в той же окрестности равномерно сходится
к некоторой функции𝑔′(𝑞). Тогда 𝑓 ′(𝑞) = 𝑔′(𝑞).

Доказательство. Так как функции элементарно дифференцируемы и равномерно сходят-
ся в окрестности, то фиксируем некоторую точку этой окрестности 𝑞0 = 𝑞00+𝑖𝑞

0
1+𝑗𝑞

0
2+𝑘𝑞

0
3, для

нее найдется отрезок, параллельный вещественной оси, проходящий через эту точку и целиком
лежащий в этой окрестности. Пусть точка 𝑞 = 𝑞0+𝑖𝑞

0
1+𝑗𝑞

0
2+𝑘𝑞

0
3 – второй конец этого отрезка,

тогда по лемме 𝑓(𝑞) =
∫︀ 𝑞0
𝑞00
𝑓 ′(𝑡+𝑖𝑞01+𝑗𝑞

0
2+𝑘𝑞

0
3)𝑑𝑡+𝑓(𝑞

0) и 𝑓(𝑞) =
∫︀ 𝑞0
𝑞00
𝑔′(𝑡+𝑖𝑞01+𝑗𝑞

0
2+𝑘𝑞

0
3)𝑑𝑡+𝑓(𝑞

0).

Так как точку q мы можем двигать вдоль отрезка и подынтегральные функции непрерывны
как функции вещественной переменной t, то из этого равенства получаем 𝑓 ′(𝑞) = 𝑔′(𝑞), что и
требовалось.
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5. Дифференциальные уравнения.

Теперь мы можем рассматривать расширения элементарных функций на область кватер-
нионов с помощью рядов:

𝑒𝑞 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑞𝑛

𝑛!
, sin 𝑞 =

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑞2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
, cos 𝑞 =

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑞2𝑛

(2𝑛)!
.

Очевидно, (𝑒𝑞)′ = 𝑒𝑞, а вот (𝑒𝜆∘𝑞)′ = 𝜆 ∘ 𝑒𝜆∘𝑞 только для 𝜆 ∈ R, если, как обычно, опре-
делить 𝑒𝜆∘𝑞 =

∑︀∞
𝑛=0

(𝜆∘𝑞)𝑛
𝑛! . Определим новую экспоненту 𝑛𝑒𝑥(𝜆, 𝑞) =

∑︀∞
𝑛=0

𝜆𝑛∘𝑞𝑛
𝑛! , тогда

(𝑛𝑒𝑥(𝜆, 𝑞))′𝑞 = 𝜆 ∘ 𝑛𝑒𝑥(𝜆, 𝑞) для произвольного фиксированного кватерниона 𝜆, что позволит
решать дифференциальное уравнение

𝑓 ′(𝑞) = 𝜆 ∘ 𝑓(𝑞).

Так как 𝑛𝑒𝑥(𝑞, 𝜆) =
∑︀∞

𝑛=0
𝑞𝑛∘𝜆𝑛
𝑛! , то (𝑛𝑒𝑥(𝑞, 𝜆))′𝑞 = 𝑛𝑒𝑥(𝑞, 𝜆) ∘ 𝜆, а значит 𝑛𝑒𝑥(𝑞, 𝜆) будет реше-

нием уравнения
𝑓 ′(𝑞) = 𝑓(𝑞) ∘ 𝜆

Аналогично определим новый синус и косинус тригонометрический и новый синус и косинус
гиперболический:

𝑛𝑠𝑡(𝜆, 𝑞) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜆2𝑛+1 ∘ (−1)𝑛𝑞2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
, 𝑛𝑠𝑡(𝑞, 𝜆) =

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑞2𝑛+1 ∘ 𝜆2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
,

𝑛𝑐𝑡(𝜆, 𝑞) =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝜆2𝑛 ∘ 𝑞2𝑛

(2𝑛)!
, 𝑛𝑐𝑡(𝑞, 𝜆) =

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑞2𝑛 ∘ 𝜆2𝑛

(2𝑛)!
,

𝑛𝑠ℎ(𝜆, 𝑞) =

∞∑︁
𝑛=0

𝜆2𝑛+1 ∘ 𝑞2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
, 𝑛𝑐ℎ(𝜆, 𝑞) =

∞∑︁
𝑛=0

𝜆2𝑛 ∘ 𝑞2𝑛

(2𝑛)!

тогда для производных тригонометрических функций справедливы равенства:

(𝑛𝑠𝑡(𝜆, 𝑞))′𝑞 = 𝜆 ∘ 𝑛𝑐𝑡(𝜆, 𝑞), (𝑛𝑠𝑡(𝑞, 𝜆))′𝑞 = 𝑛𝑐𝑡(𝑞, 𝜆) ∘ 𝜆,

(𝑛𝑐𝑡(𝜆, 𝑞))′𝑞 = −𝜆 ∘ 𝑛𝑠𝑡(𝜆, 𝑞), (𝑛𝑐𝑡(𝑞, 𝜆))′𝑞 = −𝑛𝑠𝑡(𝑞, 𝜆) ∘ 𝜆.

Для гиперболических аналогично:

(𝑛𝑠ℎ(𝜆, 𝑞))′𝑞 = 𝜆 ∘ 𝑛𝑐ℎ(𝜆, 𝑞), (𝑛𝑠ℎ(𝑞, 𝜆))′𝑞 = 𝑛𝑐ℎ(𝑞, 𝜆) ∘ 𝜆,

(𝑛𝑐ℎ(𝜆, 𝑞))′𝑞 = 𝜆 ∘ 𝑛𝑠ℎ(𝜆, 𝑞), (𝑛𝑐ℎ(𝑞, 𝜆))′𝑞 = 𝑛𝑠ℎ(𝑞, 𝜆) ∘ 𝜆.

Для решения дифференциальных уравнений с постоянными кватернионными коэффициента-
ми нам достаточно функции nex. Рассмотрим некоторые примеры.
Пусть дано дифференциальное уравнение

𝑓 ′′(𝑞) + 𝑝𝑓 ′(𝑞) + 𝑟 = 0 (20)

со скалярными, то есть действительными коэффициентами: 𝑝, 𝑟 ∈ R. Составим характеристи-
ческое уравнение:

𝜆2 + 𝑝𝜆+ 𝑟 = 0. (21)
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Будем искать корни этого уравнения среди кватернионов. Пусть 𝜆(1) = 𝜆(1)0 + 𝑣(𝜆(1)) –
один из его корней. Тогда (𝜆(1)0 + 𝑣(𝜆(1)))

2 + 𝑝(𝜆(1)0 + 𝑣(𝜆(1))) + 𝑟 = 0, следовательно,
𝜆2(1)0 − |𝑣(𝜆(1))|2 + 𝑝𝜆(1)0 + 𝑟 + (2𝜆(1)0 + 𝑝)𝑣(𝜆(1))) = 0,
что равносильно одновременному выполнению двух равенств:

𝜆2(1)0 − |𝑣(𝜆(1))|2 + 𝑝𝜆(1)0 + 𝑟 = 0 (22)

(2𝜆(1)0 + 𝑝)𝑣(𝜆(1)) = 0 (23)

Если 𝑣(𝜆(1)) ̸= 0, то 𝜆(1)0 = −𝑝
2 , подставим это значение в (22) и получим

𝑝2

4 − |𝑣(𝜆(1))|2 − 𝑝2

2 + 𝑟 = 0 или |𝑣(𝜆(1))|2 = −𝑝2

4 + 𝑟 = −𝐷
4 , где D – дискриминант уравнения

(21). Если 𝐷 < 0, то любое

𝜆𝑒 = −𝑝
2
+

1

2

√︀
|𝐷|𝑒, (24)

является корнем уравнения (21), где е – произвольный единичный вектор трехмерного про-
странства. Если 𝐷 > 0, то |𝑣(𝜆(1))|2 < 0, что невозможно, значит 𝑣(𝜆(1)) = 0, так же, как и
при 𝐷 = 0, следовательно, при 𝐷 > 0уравнение (21) имеет только 2 обычных действительных
корня. Таким образом, доказано следующее.

Утверждение. Квадратное уравнение (21) с действительными коэффициентами в обла-
сти кватернионов при неотрицательном дискриминанте имеет только 2 обычных действитель-
ных корня. При отрицательном дискриминанте оно имеет бесконечно много корней вида (24).
Следствием этого утверждения является то, что дифференциальное уравнение (20) имеет ли-
бо 2 линейно независимых решения при неотрицательном дискриминанте, либо бесконечно
много линейно независимых решений вида: 𝑓 = 𝑛𝑒𝑥(𝜆𝑒, 𝑞), где 𝜆𝑒 – константа, вычисляемая
по формуле (24).

Квадратное уравнение (21) может иметь и кватернионные коэффициенты. В этом случае
еще более разнообразны результаты: оно может вообще не иметь решений. Достаточно полно
этот вопрос рассмотрен в [17], хотя там несколько другого типа квадратные уравнения.

6. Заключение

Таким образом, для нового определения дифференцируемости доказаны классические тео-
ремы о производной суммы, производной произведения, что позволило перейти к производным
многочленов и рядов.

С помощью рядов были определены продолжения элементарных функций на множестве
кватернионов.

Полученные результаты позволили найти решения некоторых дифференциальных урав-
нений с постоянными кватернионными коэффициентами. Решения этих дифференциальных
уравнений связаны с решением характеристических уравнений, которые являются алгебраи-
ческими уравнениями. Здесь было замечено, что ситуация резко отличается от случая урав-
нений с действительными или комплексными коэффициентами, так как даже со скалярными
коэффициентами уравнение может иметь только 2 корня, а может иметь бесконечно много
корней во множестве кватернионов.
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