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Аннотация

Гиперграфическими автоматами называются автоматы, у которых множества состоя-
ний и выходных символов наделены структурами гиперграфов, сохраняющимися функци-
ями переходов и выходными функциями. Универсальные притягивающие объекты в ка-
тегории таких автоматов называются универсальными гиперграфическими автоматами.
Для таких автоматов полугруппы входных символов являются производными алгебрами
отображений, свойства которых взаимосвязаны со свойствами алгебраических структур
данных автоматов. Это позволяет изучать универсальные гиперграфические автоматы с
помощью исследования их полугрупп входных символов. В работе исследуется проблема
абстрактной определяемости таких автоматов их полугруппами входных символов, суть
которой заключается в нахождении условий изоморфности полугрупп входных символов
универсальных гиперграфических автоматов. Основной результат работы дает решение
этой задачи для универсальных гиперграфических автоматов над эффективными гипер-
графами с 𝑝−определимыми ребрами. Это достаточно широкий и весьма важный класс
автоматов, так как он содержит, в частности, автоматы, у которых гиперграфы состояний
и выходных символов являются плоскостями (например, проективными или аффинными),
а также автоматы, у которых множества состояний и выходных символов разбиваются на
классы некоторой эквивалентности без одноэлементных классов. В настоящей работе дока-
зано, что универсальные гиперграфические автоматы над эффективными гиперграфами
с 𝑝−определимыми ребрами полностью (с точностью до изоморфизма) определяются сво-
ими полугруппами входных символов, а также описано строение измоморфизмов таких
автоматов.

Ключевые слова: проблема абстрактной определяемости, автомат, гиперграф, полу-
группа.
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Abstract

Hypergraphic automata are automata, state sets and output symbol sets of which are
hypergraphs, being invariant under actions of transition and output functions. Universally
attracting objects in the category of such automata are called universal hypergraphic automata.
The semigroups of input symbols of such automata are derivative algebras of mappings for
such automata. Semigroup properties are interconnected with properties of the automaton.
Therefore, we can study universal hypergraphic automata by investigation of their input symbol
semigroups. In this paper, we solve a problem of abstract definability of such automata by their
input symbol semigroups. This problem is to find the conditions of isomorphism of semigroups of
input symbols of universal hypergraphic automata. The main result of the paper is the solving of
this problem for universal hypergraphic automata over effective hypergraphs with 𝑝−definable
edges. It is a wide and a very important class of automata because such algebraic systems contain
automata whose state hypergraphs and output symbol hypergraphs are projective or affine
planes. Also they include automata whose state hypergraphs and output symbol hypergraphs
are divided into equivalence classes without singleton classes. In the current study, we proved
that such automata were determined up to isomorphism by their input symbol semigroups and
we described the structure of isomorphisms of such automata.
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1. Введение

Как известно [1], в алгебраической теории автоматов главный объект исследования – ав-
томат рассматривается как многосортная алгебраическая система 𝐴 = (𝑋,𝑆, 𝑌, 𝛿, 𝜆) с тремя
базисными множествами – множество состояний автомата 𝑋, множество входных символов
𝑆, множество выходных символов 𝑌 , и с двумя сигнатурными операциями – функция пере-
ходов 𝛿 : 𝑋 × 𝑆 → 𝑋 и выходная функция 𝜆 : 𝑋 × 𝑆 → 𝑌 . При этом в зависимости от
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рассматриваемых задач автоматы могут структуризироваться в подходящих алгебраических
категориях, т.е. компоненты автоматов могут быть объектами некоторых специальных кате-
горий. Так, множество входных символов автомата обычно рассматривается с ассоциативным
умножением и, следовательно, является объектом категории полугрупп.

С другой стороны, множества состояний автомата и его выходных символов могут наде-
ляться некоторой алгебраической структурой и являться объектами категорииK соответству-
ющих алгебраических систем. Важными примерами таких алгебраических систем являются
графы, упорядоченные множества, линейные пространства, вероятностные пространства и др.
Исследованию структуризованных в таких категориях автоматов посвящены многочисленные
работы известных алгебраистов (см., например, обзор в [1]).

Как следует из [1], универсальные притягивающие объекты в категории автоматов, струк-
туризованных в любой категории K, представляются универсальными автоматами Atm(𝐴,𝐵)
с алгебраической системой состояний 𝐴 ∈ K, алгебраической системой выходных символов
𝐵 ∈ K и полугруппой входных символов 𝑆 = End𝐴× Hom(𝐴,𝐵). При таком подходе многие
результаты алгебраической теории автоматов имеют непосредственное отношение к одному
из основных разделов современной алгебры – обобщенной теории Галуа, которая посвяще-
на изучению математических объектов путем исследования некоторых производных алгебр
отношений, специальным образом связанных с исходными объектами.

В нашем случае изучаемым математическим объектом является универсальный автомат и
производной алгеброй отношений – его полугруппа входных символов. Например, Л. М. Глу-
скин, Е. С. Ляпин, Б. М. Шайн, Ю. М. Важенин и другие авторы (см., например, обзор
в [2]) исследовали полугруппы эндоморфизмов графов, которые могут рассматриваться как
графические полуавтоматы (т. е. автоматы без выходных символов, для которых системы со-
стояний являются объектами категории графов Gr). Более того, хорошо известная проблема
Л. М. Глускина и Л. А. Скорнякова о полугруппах эндоморфизмов проективных плоскостей
может быть рассмотрена как проблема определимости планарных полуавтоматов их полу-
группами входных символов (см. проблему 1.20 в [3] и ее решение Лендером [4] и первым
автором настоящей работы [5]). Позже этот результат был обобщен в работе [6] на автоматы
с выходными символами, для которых системы состояний и выходных символов являются
объектами категории плоскостей Pl.

Настоящая работа продолжает исследования в этом направлении. В ней рассматри-
ваются гиперграфические автоматы, т. е. автоматы, структуризованные в категории ги-
перграфов Hgr [7]. Универсальные притягивающие объекты в категории таких автоматов
представляются универсальными гиперграфическими автоматами Atm(𝐻1, 𝐻2) с гипергра-
фом состояний 𝐻1, гиперграфом выходных символов 𝐻2 и полугруппой входных символов
𝑆 = End𝐻1 × Hom(𝐻1, 𝐻2). Для такого автомата Atm(𝐻1, 𝐻2) полугруппа входных симво-
лов 𝑆 является производной алгеброй отображений, что позволяет изучать универсальные
гиперграфические автоматы с помощью исследования их полугрупп входных символов.

Ввиду известной проблемы С. Улама [8] об определимости математических структур их
эндоморфизмами, особый интерес представляет исследование проблемы абстрактной опреде-
ляемости таких автоматов полугруппами их входных символов, которая формулируется сле-
дующим образом: при каких условиях два универсальных гиперграфических автомата будут
иметь изоморфные полугруппы входных символов?

Первые результаты в этом направлении были получены в работе [6], где доказано, что для
любых плоскостей (например, проективных или аффинных) 𝐻1, 𝐻2 универсальный гипергра-
фический автомат Atm(𝐻1, 𝐻2) определяется с точностью до изоморфизма своей полугруппой
входных символов. В настоящей статье этот результат обобщается на универсальные гипергра-
фические автоматы Atm(𝐻1, 𝐻2), у которых 𝐻1, 𝐻2 являются эффективными гиперграфами
с 𝑝−определимыми ребрами. Это достаточно широкий и весьма важный класс автоматов,
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так как он содержит, в частности, не только автоматы, у которых гиперграфы состояний и
выходных символов являются плоскостями, но и автоматы, у которых гиперграфы состоя-
ний и выходных символов являются разбиениями на классы эквивалентностей, содержащие
более 𝑝 элементов, и многие другие. Для таких автоматов в работе [9] уже была решена
задача абстрактной характеризации. Главный результат данной работы – теорема 3.5 пока-
зывает, что универсальные гиперграфические автоматы над эффективными гиперграфами с
𝑝−определимыми ребрами в том и только том случае имеют изоморфные полугруппы входных
символов, если эти автоматы изоморфны.

Результаты работы докладывались на XIV Международной конференции «Алгебра и тео-
рия чисел: современные проблемы и приложения», посвященной 70-ти летию со дня рождения
С. М. Воронина и Г. И. Архипова (Саратов, СГУ им. Н. Г. Чернышесвского, 2016) [10].

2. Основные понятия

В работе используется общепринятая терминология и основные понятия теории автоматов
[1], теории полугрупп [11], теории гиперграфов [7] и алгебры отношений [12].

Пусть 𝑋, 𝑌 – непустые множества. Всюду определенное однозначное бинарное отношение
𝜙 ⊂ 𝑋 × 𝑌 называется отображением множества 𝑋 в множество 𝑌 и обозначается символом
𝜙 : 𝑋 → 𝑌 . Постоянное отображение множества 𝑋 в элемент 𝑎 ∈ 𝑌 обозначается символом
𝐶𝑎. Тождественное отображение множества 𝑋 в себя обозначается символом Δ𝑋 .

Согласно [7] гиперграфом называется система вида 𝐻 = (𝑋,𝐿), где 𝑋 – это непустое
множество вершин гиперграфа и 𝐿 – семейство некоторых подмножеств множества 𝑋, на-
зываемых ребрами гиперграфа. Множество вершин гиперграфа называется ограниченным,
если оно содержится в некотором его ребре, и неограниченным в противном случае. Верши-
ны гиперграфа, принадлежащие некоторому его ребру, называются смежными. Гиперграф
𝐻 = (𝑋,𝐿) называется эффективным, если любая его вершина принадлежит некоторому реб-
ру этого гиперграфа.

Пусть 𝑝 – некоторое натуральное число. Гиперграф 𝐻 будем называть гиперграфом с 𝑝-
определимыми ребрами, если в каждом ребре этого гиперграфа найдется по крайней мере
𝑝 + 1 вершина и, с другой стороны, любые 𝑝 вершин этого гиперграфа содержатся не более,
чем в одном ребре.

В частности, эффективными гиперграфами с 𝑝−определимыми ребрами являются иссле-
дуемые в работах [13]-[15] слабые 𝑝−гиперграфы. Кроме того, эффективными гиперграфами с
𝑝-определимыми ребрами являются гиперграфы, ребра которых образуют разбиения множе-
ства вершин на классы, содержащие более 𝑝 вершин. Наконец, если рассматривать плоскости
[16] как гиперграфы, вершинами которых являются точки, а ребрами – прямые этих плос-
костей, то любая проективная плоскость и любая аффинная плоскость с числом точек более
четырех являются эффективными гиперграфами с 2-определимыми ребрами.

Пусть𝐻 = (𝑋,𝐿), 𝐻1 = (𝑋1, 𝐿1) – произвольные гиперграфы. Гомоморфизмом гиперграфа
𝐻 = (𝑋,𝐿) в гиперграф 𝐻1 = (𝑋1, 𝐿1) называется отображение 𝜙 множества 𝑋 в множество
𝑋1, которое смежные в гиперграфе 𝐻 вершины переводит в смежные вершины гиперграфа
𝐻1, т.е. выполняется свойство

(∀𝑙 ∈ 𝐿)(∃𝑙′ ∈ 𝐿1)(𝜙(𝑙) ⊂ 𝑙′).

Заметим, что для ребра 𝑙 ∈ 𝐿1 всякое отображение 𝜙 : 𝑋 −→ 𝑙 является гомоморфизмом
гиперграфа 𝐻 в гиперграф 𝐻1.

Множество всех гомоморфизмов гиперграфа 𝐻 в гиперграф 𝐻1 обозначим Hom(𝐻,𝐻1).
Гомоморфизм гиперграфа 𝐻 = (𝑋,𝐿) в себя называется эндоморфизмом гиперграфа 𝐻.

Множество всех эндоморфизмов гиперграфа 𝐻 с операцией композиции образует полугруппу
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End𝐻.
Гомоморфизм гиперграфов 𝑓 : 𝐻 −→ 𝐻1 называется изоморфизмом гиперграфа 𝐻 на

гиперграф 𝐻1, если 𝑓 – взаимно однозначное отображение множества 𝑋 на множество 𝑋1

и обратное отображение 𝑓−1 является гомоморфизмом гиперграфа 𝐻1 на гиперграф 𝐻, т.е.
выполняется условие

(∀𝑌 ⊂ 𝑋)(𝑌 ∈ 𝐿⇐⇒ 𝑓(𝑌 ) ∈ 𝐿1).

Если существует изоморфизм 𝑓 : 𝐻 −→ 𝐻1, то гиперграфы 𝐻 и 𝐻1 называются изоморфными
и записывают 𝐻 ∼= 𝐻1.

Изоморфизм гиперграфа 𝐻 = (𝑋,𝐿) на себя называется автоморфизмом гиперграфа 𝐻.
Для гиперграфов 𝐻𝑋 = (𝑋,𝐿𝑌 ), 𝐻𝑌 = (𝑌,𝐿𝑌 ) через 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) обозначим полугруппу

End𝐻𝑋 × Hom(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) с ассоциативной бинарной операцией, определяющейся по правилу
[1]: (𝜙,𝜓) · (𝜙1, 𝜓1) = (𝜙𝜙1, 𝜙𝜓1) для пар (𝜙,𝜓), (𝜙1, 𝜓1) ∈ End𝐻𝑋 ×Hom(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).

Следуя [1], под автоматом будем понимать алгебраическую систему 𝐴 = (𝑋,𝑆, 𝑌, 𝛿, 𝜆), со-
стоящую из множества состояний 𝑋, полугруппы входных символов 𝑆, множества выходных
символов 𝑌 , функции переходов 𝛿 : 𝑋 × 𝑆 −→ 𝑋 и выходной функции 𝜆 : 𝑋 × 𝑆 −→ 𝑌 ,
таких что для любых 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆 выполняются условия 𝛿(𝑥, 𝑠𝑡) = 𝛿(𝛿(𝑥, 𝑠), 𝑡),
𝜆(𝑥, 𝑠𝑡) = 𝜆(𝛿(𝑥, 𝑠), 𝑡). Для любого 𝑠 ∈ 𝑆 определим отображения 𝛿𝑠 : 𝑋 −→ 𝑋, 𝜆𝑠 : 𝑋 −→ 𝑌
по формулам 𝛿𝑠(𝑥) = 𝛿(𝑥, 𝑠), 𝜆𝑠(𝑥) = 𝜆(𝑥, 𝑠), где 𝑥 ∈ 𝑋.

Изоморфизмом автомата 𝐴 = (𝑋,𝑆, 𝑌, 𝛿, 𝜆) на автомат 𝐴1 = (𝑋1, 𝑆1, 𝑌1, 𝛿1, 𝜆1) называется
упорядоченная тройка 𝛾 = (𝑓, 𝜋, 𝑔) биекций 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑋1, 𝜋 : 𝑆 −→ 𝑆1 и 𝑔 : 𝑌 −→ 𝑌1,
сохраняющих алгебраическую структуру таких автоматов, т. е. 𝜋 является изомоморфизмом
полугруппы 𝑆 на полугруппу 𝑆1 и для любых значений 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆, 𝑥 ∈ 𝑋 выполняются условия
𝜋(𝑠 · 𝑡) = 𝜋(𝑠) · 𝜋(𝑡), 𝑓(𝛿(𝑥, 𝑠)) = 𝛿1(𝑓(𝑥), 𝜋(𝑠)) и 𝑔(𝜆(𝑥, 𝑠)) = 𝜆1(𝑓(𝑥), 𝜋(𝑠)).

Автомат 𝐴 = (𝑋,𝑆, 𝑌, 𝛿, 𝜆) будем называть гиперграфическим автоматом, если множество
состояний 𝑋 и множество выходных символов 𝑌 наделены такими структурами гиперграфов
𝐻𝑋 = (𝑋,𝐿𝑋) и 𝐻𝑌 = (𝑌,𝐿𝑌 ), что при каждом фиксированном входном сигнале 𝑠 ∈ 𝑆
преобразование 𝛿𝑠 : 𝑋 −→ 𝑋 – это эндоморфизм гиперграфа 𝐻𝑋 и отображение 𝜆𝑠 : 𝑋 −→ 𝑌
– это гомоморфизм гиперграфа 𝐻𝑋 в гиперграф 𝐻𝑌 . Такие автоматы будем также обозначать
𝐴 = (𝐻𝑋 , 𝑆,𝐻𝑌 , 𝛿, 𝜆).

Гомоморфизмом гиперграфического автомата 𝐴 = (𝐻𝑋 , 𝑆,𝐻𝑌 , 𝛿, 𝜆) в гиперграфический
автомат 𝐴1 = (𝐻𝑋1 , 𝑆1, 𝐻𝑌1 , 𝛿1, 𝜆1) называется упорядоченная тройка 𝛾 = (𝑓, 𝜋, 𝑔) отображе-
ний 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑋1, 𝜋 : 𝑆 −→ 𝑆1 и 𝑔 : 𝑌 −→ 𝑌1, сохраняющих алгебраическую структуру таких
автоматов, т. е. 𝑓 является гомоморфизмом гиперграфа 𝐻𝑋 в гиперграф 𝐻𝑋1 , 𝜋 – гомомор-
физмом полугруппы 𝑆 в полугруппу 𝑆1, 𝑔 – гомоморфизмом гиперграфа 𝐻𝑌 в гиперграф
𝐻𝑌1 и для любых значений 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑠 ∈ 𝑆 выполняются условия 𝑓(𝛿(𝑥, 𝑠)) = 𝛿1(𝑓(𝑥), 𝜋(𝑠)),
𝑔(𝜆(𝑥, 𝑠)) = 𝜆1(𝑓(𝑥), 𝜋(𝑠)).

Пример гиперграфического автомата дает алгебраическая система

Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) = (𝐻𝑋 , 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), 𝐻𝑌 , 𝛿
′, 𝜆′),

где 𝐻𝑋 = (𝑋,𝐿𝑋), 𝐻𝑌 = (𝑌,𝐿𝑌 ) – некоторые гиперграфы и для любых 𝑥 ∈ 𝑋,
(𝜙,𝜓) ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) определены значения 𝛿′(𝑥, (𝜙,𝜓)) = 𝜙(𝑥), 𝜆′(𝑥, (𝜙,𝜓)) = 𝜓(𝑥). Лег-
ко проверить, что Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) удовлетворяет следующему универсальному свойству: для
любого гиперграфического автомата 𝐴 = (𝐻𝑋 , 𝑆,𝐻𝑌 , 𝛿, 𝜆) существует такой гомоморфизм
𝜋 : 𝑆 −→ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), что упорядоченная тройка 𝛾 = (Δ𝑋 , 𝜋,Δ𝑌 ) является гомоморфизмом 𝐴
в Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). По этой причине такой гиперграфический автомат Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) называется
универсальным гипергафическим автоматом над гиперграфами 𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 .
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3. Основной результат

В настоящем разделе исследуется вопрос о том, как универсальные гиперграфические ав-
томаты над эффективными гиперграфами с 𝑝−определимыми ребрами определяются своими
полугруппами входных сигналов.

Обозначим через 𝑍(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) – множество правых нулей полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), а через
𝑈(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) – множество всех левых единиц полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). Эти множества в полу-
группе 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) соответственно определяются по следующим формулам теории полугрупп:
Φ(𝑥) = (∀𝑦)(𝑦𝑥 = 𝑥) и Ψ(𝑥) = (∀𝑦)(𝑥𝑦 = 𝑦).

Лемма 1. Пусть 𝐻𝑋 = (𝑋,𝐿𝑋), 𝐻𝑌 = (𝑌,𝐿𝑌 ) – эффективные гиперграфы с 𝑝-
определимыми ребрами. Тогда элемент 𝑧 ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) является правым нулем полугруппы
𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) тогда и только тогда, когда найдутся 𝑎 ∈ 𝑋, 𝑏 ∈ 𝑌 такие, что 𝑧 = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏), где
𝐶𝑎 и 𝐶𝑏 – постоянные отображения множества 𝑋 соответственно в точки 𝑎 и 𝑏.

Доказательство. В силу эффективности гиперграфа 𝐻𝑋 константы вида 𝐶𝑎 : 𝑋 → {𝑎}
(где 𝑎 ∈ 𝑋) являются эндоморфизмами гиперграфа 𝐻𝑋 . Аналогично в силу эффективности
гиперграфа 𝐻𝑌 все константы вида 𝐶𝑏 : 𝑋 −→ {𝑏}, где 𝑏 ∈ 𝑌 , являются гомоморфиз-
мами гиперграфа 𝐻𝑋 в гиперграф 𝐻𝑌 . Тогда элемент 𝑧 = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏) принадлежит полугруппе
𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).

Для произвольной пары 𝑠 = (𝜇, 𝜋) ∈ 𝑆 выполняется:

𝑠 · 𝑧 = (𝜇, 𝜋)(𝐶𝑎, 𝐶𝑏) = (𝜇𝐶𝑎, 𝜇𝐶𝑏) = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏) = 𝑧.

Значит, (𝐶𝑎, 𝐶𝑏) – правый ноль полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), т.е. (𝐶𝑎, 𝐶𝑏) ∈ 𝑍(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).
Обратно, пусть 𝑧 = (𝜙,𝜓) – правый ноль полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). Тогда для любого 𝑑 ∈ 𝑋

и значений 𝑎 = 𝜙(𝑑), 𝑏 = 𝜓(𝑑), 𝑎 ∈ 𝑋, 𝑏 ∈ 𝑌 выполняется:

(𝜙,𝜓) = (𝐶𝑑, 𝐶𝑏)(𝜙,𝜓) = (𝐶𝑑𝜙,𝐶𝑑𝜓) = (𝐶𝜙(𝑑), 𝐶𝜓(𝑑)) = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏),

т.е. 𝑧 = (𝜙,𝜓) = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏), где 𝐶𝑎 и 𝐶𝑏 – постоянные отображения множества 𝑋 соответ-
ственно в точки 𝑎 и 𝑏.

Лемма 2. Пусть 𝐻𝑋 = (𝑋,𝐿𝑋), 𝐻𝑌 = (𝑌, 𝐿𝑌 ) – эффективные гиперграфы с 𝑝-
определимыми ребрами. Тогда элемент 𝑖 ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) является левой единицей полугруппы
𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) тогда и только тогда, когда 𝑖 = (Δ𝑋 , 𝜓) для некоторого 𝜓 ∈ Hom(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).

Доказательство. Пусть 𝑖 = (Δ𝑋 , 𝜓) для некоторого 𝜓 ∈ Hom(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). Возьмем про-
изовольный элемент 𝑖1 ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), 𝑖1 = (𝜙1, 𝜓1). Имеют место следующие равенства:
𝑖 · 𝑖1 = (Δ𝑋 , 𝜓) · (𝜙1, 𝜓1) = (Δ𝑋 · 𝜙1,Δ𝑋 · 𝜓1) = (𝜙1, 𝜓1) = 𝑖1. Это означает, что элемент 𝑖
является левой единицей полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).

Обратно, пусть элемент 𝑖 = (𝜙,𝜓) является левой единицей полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).
Тогда для любого 𝑖1 = (𝜙1, 𝜓1), принадлежащего полугруппе 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), выполняется:
𝑖 · 𝑖1 = (𝜙,𝜓) · (𝜙1, 𝜓1) = (𝜙 · 𝜙1, 𝜙 · 𝜓1) = (𝜙1, 𝜓1). Это возможно только в случае 𝜙 = Δ𝑋 .
Следовательно, 𝑖 = (Δ𝑋 , 𝜓). Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть 𝐻𝑋 = (𝑋,𝐿𝑋), 𝐻𝑌 = (𝑌, 𝐿𝑌 ) – эффективные гиперграфы с 𝑝-
определимыми ребрами. Тогда для произвольных элементов 𝑠, 𝑠1 ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) следующие
условия равносильны:

1) 𝑠 = (𝜙,𝜓) и 𝑠1 = (𝜙,𝜓1) для некоторых 𝜙 ∈ End𝐻𝑋 , 𝜓,𝜓1 ∈ Hom(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 );

2) 𝑠 · 𝑖 = 𝑠1 · 𝑖 для некоторой левой единицы 𝑖 ∈ 𝑈(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 );
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3) 𝑠 · 𝑖 = 𝑠1 · 𝑖 для любой левой единицы 𝑖 ∈ 𝑈(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).

Доказательство. Очевидно, что из 3) следует 2).
Пусть выполняется условие 1), т.е. 𝑠 = (𝜙,𝜓) и 𝑠1 = (𝜙,𝜓1) для некоторых 𝜙 ∈ End𝐻𝑋 ,

𝜓,𝜓1 ∈ Hom(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), и пусть 𝑖 – левая единица полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), т.е. 𝑖 ∈ 𝑈(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).
Согласно лемме 2 𝑖 = (Δ𝑋 , 𝜓

′) для некоторого 𝜓′ ∈ Hom(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). Имеют место равенства:
𝑠 · 𝑖 = (𝜙,𝜓) · (Δ𝑋 , 𝜓

′) = (𝜙Δ𝑋 , 𝜙𝜓
′) = (𝜙,𝜓1) · (Δ𝑋 , 𝜓

′) = 𝑠1 · 𝑖, т.е. выполняется условие 3).
Остается показать, что из 2) следует 1). Пусть для элементов 𝑠 = (𝜙,𝜓), 𝑠1 = (𝜙1, 𝜓1)

выполняется 𝑠 · 𝑖 = 𝑠1 · 𝑖 для некоторой левой единицы 𝑖 ∈ 𝑈(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). Согласно лемме 2
𝑖 = (Δ𝑋 , 𝜓

′) для некоторого 𝜓′ ∈ Hom(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). Имеют место следующие равенства:

𝑠 · 𝑖 = (𝜙,𝜓) · (Δ𝑋 , 𝜓
′) = (𝜙Δ𝑋 , 𝜙𝜓

′) = (𝜙,𝜙𝜓′),

𝑠1 · 𝑖 = (𝜙1, 𝜓1) · (Δ𝑋 , 𝜓
′) = (𝜙1Δ𝑋 , 𝜙1𝜓

′) = (𝜙1, 𝜙1𝜓
′).

Значит, (𝜙,𝜙𝜓′) = (𝜙1, 𝜙1𝜓
′).Следовательно, 𝜙 = 𝜙1, т.е. выполняется условие 1). Лемма

доказана.

Лемма 4. Пусть 𝐻𝑋 = (𝑋,𝐿𝑋), 𝐻𝑌 = (𝑌,𝐿𝑌 ) – эффективные гиперграфы с 𝑝-
определимыми ребрами. Тогда формула

Ω(𝑥, 𝑦) = Φ(𝑥) ∧ Φ(𝑦) ∧ (∀𝑖)(Ψ(𝑖) ⇒ 𝑥 · 𝑖 = 𝑦 · 𝑖)

теории полугрупп определяет отношение эквивалентности 𝜀 на множестве правых нулей
𝑍(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) такое, что выполняются следующие условия:

1) для любых элементов 𝑠, 𝑠1 ∈ 𝑍(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) выполняется 𝑠 ≡ 𝑠1(𝜀) тогда и только тогда,
когда 𝑠 = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏), 𝑠1 = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏1) для некоторых 𝑎 ∈ 𝑋, 𝑏, 𝑏1 ∈ 𝑌 ;

2) для любого правого нуля 𝑠 = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏) полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) класс эквивалентности
𝜀(𝑠) = {(𝐶𝑎, 𝐶𝑦) : 𝑦 ∈ 𝑌 }.

Доказательство. В самом деле, нетрудно проверить, что отношение 𝜀 рефлексивно, симмет-
рично и транзитивно, т.е. является эквивалентностью на множестве правых нулей 𝑍(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).
Пусть для произвольных элементов 𝑠, 𝑠1 ∈ 𝑍(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) выполняется 𝑠 ≡ 𝑠1(𝜀). Согласно лемме
1 𝑠 = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏), 𝑠1 = (𝐶𝑎1 , 𝐶𝑏1). По определению отношения 𝜀 имеем: 𝑠 · 𝑖 = 𝑠1 · 𝑖 для любого
𝑖 ∈ 𝑈(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). Согласно лемме 2 имеем 𝐶𝑎 = 𝐶𝑎1 . Обратно, пусть 𝑠 = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏), 𝑠1 = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏1)
для некоторых 𝑎 ∈ 𝑋, 𝑏, 𝑏1 ∈ 𝑌 . Тогда согласно лемме 2 𝑠 · 𝑖 = 𝑠1 · 𝑖 для любой левой единицы
𝑖 ∈ 𝑈(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). По определению отношения 𝜀 получаем 𝑠 ≡ 𝑠1(𝜀).

Для любых элементов 𝑠, 𝑠1 ∈ 𝑍(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) выполняется 𝑠 ≡ 𝑠1(𝜀) тогда и только то-
гда, когда 𝑠 = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏), 𝑠1 = (𝐶𝑎, 𝐶𝑏1) для некоторых 𝑎 ∈ 𝑋, 𝑏, 𝑏1 ∈ 𝑌. Это означает, что
𝜀(𝑠) = {(𝐶𝑎, 𝐶𝑦) : 𝑦 ∈ 𝑌 }. Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть 𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 , 𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1 – эффективные гиперграфы с 𝑝-определимыми
ребрами, 𝑓 – изоморфизм гиперграфа 𝐻𝑋 на гиперграф 𝐻𝑋1 , 𝑔 – изоморфизм гипергра-
фа 𝐻𝑌 на гиперграф 𝐻𝑌1 и отображение 𝜋 : 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) −→ 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) определяется
по формуле 𝜋 = (𝑓2, 𝑓 × 𝑔), т.е. для любых (𝜙,𝜓) ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) выполняется равенство
𝜋(𝜙,𝜓) = (𝑓2(𝜙), (𝑓 × 𝑔)(𝜓)). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) отображение 𝜋 является изоморфизмом полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на полугруппу
𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1);

2) упорядоченная тройка отображений 𝛾 = (𝑓, 𝜋, 𝑔) является изоморфизмом автомата
Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на автомат Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1);
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3) если для отображения 𝜒 : 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) −→ 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) упорядоченная тройка отоб-
ражений 𝛾 = (𝑓, 𝜒, 𝑔) является изоморфизмом автомата Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на автомат
Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1), то 𝜒 = 𝜋.

Доказательство. Пусть отображение 𝜋 : 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) −→ 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) определяется по фор-
муле 𝜋 = (𝑓2, 𝑓 × 𝑔), где 𝑓 : 𝐻𝑋 −→ 𝐻𝑋1 , 𝑔 : 𝐻𝑌 −→ 𝐻𝑌1 – изоморфизмы гиперграфов. Так
как для произвольной пары (𝜙,𝜓) ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) отображение 𝜙 – эндоморфизм гиперграфа
𝐻𝑋 и отображение 𝜓 – гомоморфизм гиперграфа 𝐻𝑋 в гиперграф 𝐻𝑌 , то очевидно образ
𝑓2(𝜙) = 𝑓−1𝜙𝑓 – эндоморфизм гиперграфа 𝐻𝑋1 и образ 𝑓 × 𝑔(𝜓) = 𝑓−1𝜓𝑔 – гомоморфизм
гиперграфа 𝐻𝑋1 в гиперграф 𝐻𝑌1 . Это означает, что 𝜋(𝜙,𝜓) ∈ 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1). Ясно, что 𝜋 –
биекция 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1).

Возьмем произвольные элементы 𝑠 = (𝜙,𝜓), 𝑠1 = (𝜙1, 𝜓1) полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). Так как
𝑠𝑠1 = (𝜙𝜙1, 𝜙𝜓1), то выполняются равенства

𝜋(𝑠) · 𝜋(𝑠1) = 𝜋(𝜙,𝜓) · 𝜋(𝜙1, 𝜓1) = (𝑓2(𝜙), (𝑓 × 𝑔)(𝜓)) · (𝑓2(𝜙1), (𝑓 × 𝑔)(𝜓1)) =

= (𝑓2(𝜙)𝑓2(𝜙1), 𝑓
2(𝜙)(𝑓 × 𝑔)(𝜓1)) = (𝑓−1𝜙𝑓𝑓−1𝜙1𝑓, 𝑓

−1𝜙𝑓𝑓−1𝜓1𝑔) =

= (𝑓−1𝜙𝜙1𝑓, 𝑓
−1𝜙𝜓1𝑔) = (𝑓2(𝜙𝜙1), (𝑓 × 𝑔)(𝜙𝜓1)) = 𝜋(𝑠𝑠1).

Таким образом, 𝜋 – изоморфизм полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на полугруппу 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1), т.е
справедливо утверждение 1).

Более того, для произвольных 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑠 = (𝜙,𝜓) ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) имеют место равенства:

𝑓(𝛿(𝑥, 𝑠)) = 𝑓(𝜙(𝑥)) = 𝑓(𝜙(𝑓−1(𝑓(𝑥)))) = 𝑓−1𝜙𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓2(𝜙)(𝑓(𝑥)) =

= 𝛿1(𝑓(𝑥), (𝑓
2(𝜙), (𝑓 × 𝑔)(𝜓))) = 𝛿1(𝑓(𝑥), 𝜋(𝑠)),

𝑔(𝜆(𝑥, 𝑠)) = 𝑔(𝜓(𝑥)) = 𝑔(𝜓(𝑓−1(𝑓(𝑥)))) = 𝑓−1𝜓𝑔(𝑓(𝑥)) =

= (𝑓 × 𝑔)(𝜓)(𝑓(𝑥)) = 𝜆1
(︀
𝑓(𝑥), (𝑓2(𝜙), (𝑓 × 𝑔)(𝜓))

)︀
= 𝜆1(𝑓(𝑥), 𝜋(𝑠)).

Это означает, что 𝛾 = (𝑓, 𝜋, 𝑔) является изоморфизмом автомата Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на автомат
Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1), т.е справедливо утверждение 2).

Пусть для отображения 𝜒 : 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) −→ 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) упорядоченная тройка отображе-
ний 𝛾 = (𝑓, 𝜒, 𝑔) – изоморфизм автомата Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на автомат Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1). Тогда для
любых элементов 𝑥 ∈ 𝑋, (𝜙,𝜓) ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) имеют место равенства:

𝑓(𝛿(𝑥, 𝑠)) = 𝛿1(𝑓(𝑥), 𝜒(𝑠)), 𝑔(𝜆(𝑥, 𝑠)) = 𝜆1(𝑓(𝑥), 𝜒(𝑠)).

По определению универсального гиперграфического автомата выполняются равенства:

𝛿(𝑥, 𝑠) = 𝛿(𝑥, (𝜙,𝜓)) = 𝜙(𝑥), 𝜆(𝑥, 𝑠) = 𝜆(𝑥, (𝜙,𝜓)) = 𝜓(𝑥).

Обозначим 𝜒(𝑠) = (𝜙1, 𝜓1), тогда 𝑓(𝜙(𝑥)) = 𝜙1(𝑓(𝑥)), 𝑔(𝜓(𝑥)) = 𝜓1(𝑓(𝑥)), т.е. 𝜙𝑓 = 𝑓𝜙1,
𝜓𝑔 = 𝑓𝜓1, следовательно, 𝜙1 = 𝑓−1𝜙𝑓 = 𝑓2(𝜙), 𝜓1 = 𝑓−1𝜓𝑔 = (𝑓 × 𝑔)(𝜓). Значит,
𝜒 = (𝑓2, 𝑓 × 𝑔) = 𝜋, т.е справедливо утверждение 3). Лемма доказана.

Описанный в лемме 5 с помощью изоморфизмов гиперграфов 𝑓 : 𝐻𝑋 −→ 𝐻𝑋1 ,
𝑔 : 𝐻𝑌 −→ 𝐻𝑌1 изоморфизм 𝜋 = (𝑓2, 𝑓×𝑔) полугрупп входных сигналов универсальных гипер-
графических автоматов Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ),Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) называется каноническим изоморфиз-
мом таких полугрупп. Помимо канонических изоморфизмов такие полугруппы могут иметь
иные, более сложные изоморфизмы. Например, для произвольного натурального числа 𝑝 рас-
смотрим универсальный гиперграфический автомат Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) над эффективными гипер-
графами 𝐻𝑋 = (𝑋,𝐿𝑋), 𝐻𝑌 = (𝑌, 𝐿𝑌 ), ребра которых образуют разбиения множеств вершин
𝑋 и 𝑌 на такие классы эквивалентностей 𝜀𝑋 и 𝜀𝑌 , что каждый класс эквивалентности содер-
жит более 𝑝 вершин. Очевидно, что 𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 – эффективные гиперграфы с 𝑝-определимыми
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ребрами. Для элементов 𝑥 ∈ 𝑋 произвольно выберем такие автоморфизмы 𝑔𝑥 гиперграфа
𝐻𝑌 , которые сохраняют все классы эквивалентности 𝜀𝑌 , т.е. выполняется 𝑔𝑥(𝑟) = 𝑟 для лю-
бого 𝑥 ∈ 𝑋 и любого ребра 𝑟 ∈ 𝐿𝑌 .

Для произвольных отображений 𝜙 : 𝑋 −→ 𝑋,𝜓 : 𝑋 −→ 𝑌 обозначим 𝜋(𝜙,𝜓) = (𝜙,𝜓𝜙),
где отображение 𝜓𝜙 : 𝑋 −→ 𝑌 определяется по формуле: 𝜓𝜙(𝑥) = 𝑔𝜙(𝑥)(𝜓(𝑥)) для всех
𝑥 ∈ 𝑋. Покажем, что 𝜋 является автоморфизмом полугруппы входных сигналов 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 )
универсального гиперграфического автомата Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). Если (𝜙,𝜓) ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), то 𝜙
– эндоморфизм гиперграфа 𝐻𝑋 и 𝜓 – гомоморфизм гиперграфа 𝐻𝑋 в гиперграф 𝐻𝑌 . Убе-
димся, что в этом случае отображение 𝜓𝜙 : 𝑋 −→ 𝑌 также будет гомоморфизмом гипер-
графа 𝐻𝑋 в гиперграф 𝐻𝑌 . Пусть 𝑙 – некоторое ребро гиперграфа 𝐻𝑋 . По определению
гомоморфизма 𝜓 : 𝐻𝑋 −→ 𝐻𝑌 найдется такое ребро 𝑙′ гиперграфа 𝐻𝑌 , что 𝜓(𝑙) ⊂ 𝑙′. С дру-
гой стороны, для любого элемента 𝑥 ∈ 𝑋 по определению автоморфизма 𝑔𝑥 : 𝐻𝑌 −→ 𝐻𝑌

выполняется равенство 𝑔𝑥(𝑙′) = 𝑙′. Тогда для любого элемента 𝑎 ∈ 𝑙 выполняется условие
𝜓𝜙(𝑎) = 𝑔𝜙(𝑎)(𝜓(𝑎)) ⊂ 𝑔𝜙(𝑎)(𝑙

′) = 𝑙′. Следовательно, 𝜓𝜙(𝑙) ⊂ 𝑙′, 𝜓𝜙 – гомоморфизмом гипер-
графа 𝐻𝑋 в гиперграф 𝐻𝑌 и элемент 𝜋(𝜙,𝜓) принадлежит полугруппе 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). Значит,
𝜋 : 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) −→ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).

Возьмем произвольные элементы (𝜙,𝜓), (𝜙1, 𝜓1) ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). По определению имеет
место равенство: (𝜙,𝜓) · (𝜙1, 𝜓1) = (𝜙𝜙1, 𝜙𝜓1). Обозначим 𝜙𝜙1 = 𝜙′, 𝜙𝜓1 = 𝜓′. Тогда
𝜋((𝜙,𝜓) · (𝜙1, 𝜓1)) = 𝜋(𝜙′, 𝜓′) = (𝜙′, 𝜓′𝜙′

). По определению

𝜋(𝜙,𝜓) · 𝜋(𝜙1, 𝜓1) = (𝜙,𝜓𝜙) · (𝜙1, 𝜓1
𝜙1) = (𝜙𝜙1, 𝜙𝜓1

𝜙1) = (𝜙′, 𝜓′𝜙′
),

т.к. для любого 𝑥 ∈ 𝑋 выполняется

𝜙𝜓1
𝜙1(𝑥) = 𝜓1

𝜙1(𝜙(𝑥)) = 𝑔𝜙1(𝜙(𝑥))(𝜓1(𝜙(𝑥))) = 𝑔𝜙𝜙1(𝑥)(𝜙𝜓1(𝑥)) = 𝑔𝜙′(𝑥)(𝜓
′(𝑥)) = 𝜓′𝜙′

(𝑥).

Это означает, что 𝜋 – эндоморфизм полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).
Покажем, что для различных 𝑠, 𝑠1 ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) их образы 𝜋(𝑠), 𝜋(𝑠1) также различ-

ны. Очевидно, что это выполняется для всех (𝜙,𝜓) и (𝜙1, 𝜓1) ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), когда 𝜙 ̸= 𝜙1.
Рассмотрим теперь (𝜙,𝜓), (𝜙,𝜓1) ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), где 𝜓 ̸= 𝜓1. Поскольку 𝜓 ̸= 𝜓1, то най-
дется такой 𝑥 ∈ 𝑋, что 𝜓(𝑥) ̸= 𝜓1(𝑥). В силу того, что 𝑔𝜙(𝑥) – биекция, выполняются
следующие условия: 𝜓𝜙(𝑥) = 𝑔𝜙(𝑥)(𝜓(𝑥)) ̸= 𝑔𝜙(𝑥)(𝜓1(𝑥)) = 𝜓1

𝜙(𝑥), т.е. 𝜓𝜙 ̸= 𝜓𝜙1 . Значит,
𝜋(𝜙,𝜓) = (𝜙,𝜓𝜙) ̸= (𝜙,𝜓1

𝜙) = 𝜋(𝜙,𝜓1). Следовательно, отображение 𝜋 взаимно однознач-
ное.

Покажем теперь, что 𝜋 – сюръекция.
Рассмотрим произвольный элемент (𝜙,𝜓) ∈ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). Для любого элемента 𝑥 ∈ 𝑋 най-

дется элемент 𝑦 ∈ 𝑌 , для которого 𝜓(𝑥) = 𝑦. Поскольку 𝑔𝜙(𝑥) – автоморфизм, сохраняющий
ребра, то найдется такой элемент 𝑧 ∈ 𝑌 , что 𝑔𝜙(𝑥)(𝑧) = 𝑦 и, значит, 𝑧 ≡ 𝑦(𝜀𝑌 ). Обозна-
чим 𝑧 = 𝜓′(𝑥). В результате получаем отображение 𝜓′ : 𝑋 −→ 𝑌, для которого при любом
𝑥 ∈ 𝑋 выполняется 𝜓′(𝑥) ≡ 𝜓(𝑥)(𝜀𝑌 ). Очевидно, что по построению для любого 𝑥 ∈ 𝑋 вы-
полняется равенство 𝜓′(𝑥) = 𝑔−1

𝜙(𝑥)(𝜓(𝑥)). Так как 𝜓 ∈ Hom(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ), то для любого ребра 𝑙

гиперграфа 𝐻𝑋 найдется такое ребро 𝑙′ гиперграфа 𝐻𝑌 , что 𝜓(𝑙) ⊂ 𝑙′ и, значит, 𝜓′(𝑥)(𝑙) ⊂ 𝑙′.
Следовательно, 𝜓′ – гомоморфизм гиперграфа 𝐻𝑋 в гиперграф 𝐻𝑌 , удовлетворяющий для
любого 𝑥 ∈ 𝑋 свойству 𝜓′𝜙(𝑥) = 𝑔𝜙(𝑥)(𝜓

′(𝑥)) = 𝑔𝜙(𝑥)(𝑔
−1
𝜙(𝑥)(𝜓(𝑥))) = 𝜓(𝑥). Следовательно,

𝜋(𝜙,𝜓′) = (𝜙,𝜓′𝜙) = (𝜙,𝜓) и отображение 𝜋 сюръективно.
Таким образом, отображение 𝜋 : 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) −→ 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) является автоморфизмом по-

лугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ).

Ясно, что в общем случае этот автоморфизм не будет каноническим в силу произвольного
построения семейства автоморфизмов 𝑔𝑥 : 𝐻𝑌 −→ 𝐻𝑌 , (𝑥 ∈ 𝑋).
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Основной результат этого раздела показывает, что универсальные гиперграфические авто-
маты над эффективными гиперграфами с 𝑝−определимыми ребрами полностью определяются
своими полугруппами входных сигналов.

Теорема 1. Пусть Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ),Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) – универсальные гиперграфические ав-
томаты над эффективными гиперграфами с 𝑝−определимыми ребрами 𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 и 𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1

соответственно. Тогда полугруппы входных сигналов этих автоматов изоморфны в том и
только том случае, если автоматы Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ),Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) изоморфны.

Доказательство. По определению из изоморфизма автоматовAtm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ),Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1)
следует изоморфизм полугрупп входных сигналов этих автоматов.

Обратно, пусть 𝜋 : 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) −→ 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) – изоморфизм полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 )
на полугруппу 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1). Изоморфизм 𝜋 сохраняет истинностные значения формул Φ(𝑥),
Ψ(𝑥), Ω(𝑥, 𝑦) теории полугрупп. Следовательно 𝜋 сохраняет правые нули этих полугрупп и,
значит, отображает множество 𝑍(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) правых нулей полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на множество
𝑍(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) правых нулей полугруппы 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1), а множество 𝑈(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) левых единиц
полугруппы 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на множество 𝑈(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) левых единиц полугруппы 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1).
Кроме того, согласно лемме 4 𝜋2 отображает отношение эквивалентности 𝜀 на множестве
правых нулей 𝑍(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на отношение эквивалентности 𝜀1 на множестве правых нулей
𝑍(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1). Из леммы 1 для любых 𝑎 ∈ 𝑋, 𝑏 ∈ 𝑌 пара (𝐶𝑎, 𝐶𝑏) ∈ 𝑍(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ). При этом
𝜋(𝐶𝑎, 𝐶𝑏) = (𝐶𝑎1 , 𝐶𝑏1) для некоторых 𝑎1 ∈ 𝑋1, 𝑏1 ∈ 𝑌1, т.е. образ 𝜋(𝐶𝑎, 𝐶𝑏) является правым
нулем полугруппы 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1), и 𝜋 отображает класс эквивалентности 𝜀(𝐶𝑎, 𝐶𝑏) на класс
эквивалентности 𝜀1(𝐶𝑎1 , 𝐶𝑏1).

Этот факт позволяет определить отображения 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑋1, 𝑔𝑎 : 𝑌 −→ 𝑌1, (𝑎 ∈ 𝑋) по
правилу: для любых 𝑎 ∈ 𝑋, 𝑏 ∈ 𝑌 значения 𝑓(𝑎) = 𝑎1, 𝑔𝑎(𝑏) = 𝑏1, если 𝜋(𝐶𝑎, 𝐶𝑏) = (𝐶𝑎1 , 𝐶𝑏1)
для соответствующих 𝑎1 ∈ 𝑋1, 𝑏1 ∈ 𝑌1. Тогда по определению выполняется равенство
𝜋(𝐶𝑎, 𝐶𝑎1) = (𝐶𝑓(𝑎), 𝐶𝑔𝑎(𝑎1)).

Нетрудно проверить, что отображение 𝑓 является биекцией множества 𝑋 на множество
𝑋1 и для любого 𝑎 ∈ 𝑋 отображение 𝑔𝑎 является биекцией множества 𝑌 на множество 𝑌1.
Действительно, сюрьективность отображений 𝑓, 𝑔𝑎 следует из равенства

𝜋(𝑍(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 )) = 𝑍(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1).

Кроме того, для любых 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 эквивалентны следующие условия:

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2), 𝐶𝑓(𝑥1) = 𝐶𝑓(𝑥2), (𝐶𝑓(𝑥1), 𝐶𝑔𝑥1 (𝑦)) ≡ (𝐶𝑓(𝑥2), 𝐶𝑔𝑥2 (𝑦))(𝜀1),

𝜋(𝐶𝑥1 , 𝐶𝑦) ≡ 𝜋(𝐶𝑥2 , 𝐶𝑦)(𝜀1), (𝐶𝑥1 , 𝐶𝑦) ≡ (𝐶𝑥2 , 𝐶𝑦)(𝜀), 𝐶𝑥1 = 𝐶𝑥2 , 𝑥1 = 𝑥2.

Значит, отображение 𝑓 взаимно-однозначное и 𝑓 – биекция множества 𝑋 на множество 𝑋1.
Аналогично для любого 𝑎 ∈ 𝑋 и любых 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 эквивалентны следующие условия:

𝑔𝑎(𝑦1) = 𝑔𝑎(𝑦2), 𝐶𝑔𝑎(𝑦1) = 𝐶𝑔𝑎(𝑦2), (𝐶𝑓(𝑎), 𝐶𝑔𝑎(𝑦1)) = (𝐶𝑓(𝑎), 𝐶𝑔𝑎(𝑦2)),

𝜋(𝐶𝑎, 𝐶𝑦1) = 𝜋(𝐶𝑎, 𝐶𝑦2), 𝐶𝑦1 = 𝐶𝑦2 , 𝑦1 = 𝑦2.

Значит, отображение 𝑔𝑎 взаимно-однозначное и 𝑔𝑎 – биекция множества 𝑌 на множество 𝑌1.
Для произвольных (𝜙,𝜓) ∈ 𝑆 и 𝑎 ∈ 𝑋 рассмотрим значения 𝜙(𝑎) = 𝑏, 𝜓(𝑎) = 𝑑. Тогда для

любого 𝑐 ∈ 𝑌 имеет место

(𝐶𝑎, 𝐶𝑐) · (𝜙,𝜓) = (𝐶𝑎𝜙,𝐶𝑎𝜓) = (𝐶𝜙(𝑎), 𝐶𝜓(𝑎)) = (𝐶𝑏, 𝐶𝑑),

и, значит, для гомоморфизма 𝜋 выполняется равенство:

𝜋(𝐶𝑎, 𝐶𝑐) · 𝜋(𝜙,𝜓) = 𝜋(𝐶𝑏, 𝐶𝑑). (1)
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По определению отображений 𝑓, 𝑔𝑎 (𝑎 ∈ 𝑋) вычислим значения

𝜋(𝐶𝑎, 𝐶𝑐) = (𝐶𝑓(𝑎), 𝐶𝑔𝑎(𝑐)), 𝜋(𝐶𝑏, 𝐶𝑑) = (𝐶𝑓(𝑏), 𝐶𝑔𝑏(𝑑)).

Обозначим 𝜋(𝜙,𝜓) = (𝜙1, 𝜓1). Тогда по формуле (1) получаем

(𝐶𝑓(𝑎), 𝐶𝑔𝑎(𝑐)) · (𝜙1, 𝜓1) = (𝐶𝑓(𝑏), 𝐶𝑔𝑏(𝑑)).

С другой стороны, по определению умножения выполняются равенства

(𝐶𝑓(𝑎), 𝐶𝑔𝑎(𝑐)) · (𝜙1, 𝜓1) = (𝐶𝑓(𝑎)𝜙1, 𝐶𝑓(𝑎)𝜓1) = (𝐶𝜙1(𝑓(𝑎)), 𝐶𝜓1(𝑓(𝑎))) = (𝐶𝑓(𝑏), 𝐶𝑔𝑏(𝑑)))

и, следовательно, 𝜙1(𝑓(𝑎)) = 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝜙(𝑎)), 𝜓1(𝑓(𝑎)) = 𝑔𝑏(𝑑) = 𝑔𝜙(𝑎)(𝜓(𝑎)).

Таким образом, выполняются равенства 𝑓𝜙1 = 𝜙𝑓 , 𝜙1 = 𝑓−1𝜙𝑓 = 𝑓2(𝜙) и 𝜓1 = 𝜓𝜙, где
отображение 𝜓𝜙 : 𝑋1 −→ 𝑌1, определяется по формуле: 𝜓𝜙(𝑓(𝑎)) = 𝑔𝜙(𝑎)(𝜓(𝑎)) для всех 𝑎 ∈ 𝑋.

В результате получаем, что для любой пары (𝜙,𝜓) ∈ 𝑆 выполняется равенство

𝜋(𝜙,𝜓) = (𝑓2(𝜙), 𝜓𝜙). (2)

Обозначим 𝑓2 = 𝜋1. Очевидно, что отображение 𝜋1 является биекцией полугруппы End𝐻𝑋

на полугруппу End𝐻𝑋1 . Кроме того, выполняется равенство:

𝜋1(𝜙𝜙
′) = 𝑓2(𝜙𝜙′) = 𝑓−1𝜙𝜙′𝑓 = 𝑓−1𝜙𝑓𝑓−1𝜙′𝑓 = (𝑓−1𝜙𝑓)(𝑓−1𝜙′𝑓) = 𝑓2(𝜙)𝑓2(𝜙′) =

= 𝜋1(𝜙)𝜋1(𝜙
′).

Следовательно, отображение 𝜋1 является изоморфизмом полугруппы End𝐻𝑋 на полугруппу
End𝐻𝑋1 . Согласно основному результату работы [17] отображение 𝑓 является изоморфизмом
гиперграфа 𝐻𝑋 на гиперграф 𝐻𝑋1 .

Покажем, что для любого 𝑎 ∈ 𝑋 биекция 𝑔𝑎 является изоморфизмом гиперграфа 𝐻𝑌 на
гиперграф 𝐻𝑌1 . Рассмотрим произвольное ребро 𝑙 ∈ 𝐿𝑌 . По определению гиперграфа с 𝑝-
определимыми ребрами всякое ребро содержит по меньшей мере 𝑝+ 1 вершин, т. е. найдутся
различные вершины 𝑦1, ..., 𝑦𝑝+1 ∈ 𝑌, принадлежащие ребру 𝑙.

Возьмем произвольное ребро 𝑟 ∈ 𝐿𝑋 . В силу 𝑝−определимости гиперграфа 𝐻𝑋 это ребро
содержит по меньшей мере 𝑝+ 1 вершин 𝑥1, ..., 𝑥𝑝+1.

Построим отображение 𝜓 : 𝑋 −→ 𝑌 по правилу:

𝜓(𝑥) =

{︂
𝑦𝑖, если 𝑥 = 𝑥𝑖 для некоторого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝;
𝑦𝑝+1, в остальных случаях.

Ясно, что отображение 𝜓 будет гомоморфизмом гиперграфа 𝐻𝑋 в гиперграф 𝐻𝑌 .

Рассмотрим элемент (𝐶𝑎, 𝜓) ∈ 𝑆 для произвольного 𝑎 ∈ 𝑋. Тогда по формуле (2) и опре-
делению отображения 𝑓 имеем 𝜋(𝐶𝑎, 𝜓) = (𝐶𝑓(𝑎), 𝜓

𝐶𝑎), где 𝜓𝐶𝑎(𝑓(𝑥𝑖)) = 𝑔𝐶𝑎(𝑥𝑖)(𝜓(𝑥𝑖)) = 𝑔𝑎(𝑦𝑖)

для всех 𝑖 = 1, 𝑝+ 1. Ясно, что 𝜓𝐶𝑎 ∈ Hom(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1).

Поскольку отображение 𝑓 – изоморфизм гиперграфа 𝐻𝑋 на гиперграф 𝐻𝑋1 , то вер-
шины 𝑓(𝑥1), ..., 𝑓(𝑥𝑝+1) однозначно определяют ребро 𝑟1 = 𝑓(𝑟), 𝑟1 ∈ 𝐿𝑋1 . Тогда условие
𝜓𝐶𝑎 ∈ Hom(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) равносильно тому, что множество

{𝜓𝐶𝑎(𝑓(𝑥1), ..., 𝜓
𝐶𝑎(𝑓(𝑥𝑝+1)} = {𝑔𝑎(𝑦1), ..., 𝑔𝑎(𝑦𝑝+1)}

– ограниченное (𝑝+1)−элементное множество в гиперграфе 𝐻𝑌1 , т. е. найдется ребро 𝑙1 ∈ 𝐿𝑌1 ,
для которого выполняется {𝑔𝑎(𝑦1), ..., 𝑔𝑎(𝑦𝑝+1)} ⊆ 𝑙1. Это означает, что 𝑔𝑎(𝑙) ⊆ 𝑙1.
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С другой стороны, аналогичным образом можно показать, что для ребра 𝑙1 гиперграфа𝐻𝑌1

выполняется 𝑔𝑎−1(𝑙1) ⊆ 𝑙′ для некоторого ребра 𝑙′ ∈ 𝐿𝑌 . По построению множество 𝑔𝑎−1(𝑙1) со-
держит 𝑝+1 вершин 𝑦1, ..., 𝑦𝑝+1, которые принадлежат ребру 𝑙 ∈ 𝐿𝑌 . В силу 𝑝−определимости
ребер гиперграфа 𝐻𝑌 выполняется 𝑙 = 𝑙′. Следовательно, 𝑔𝑎−1(𝑙1) ⊆ 𝑙. Значит, 𝑔𝑎(𝑙) = 𝑙1.

Таким образом, биекция 𝑔𝑎 является изоморфизмом гиперграфа 𝐻𝑌 на гиперграф 𝐻𝑌1 .
Тогда в силу леммы 5 упорядоченная тройка отображений (𝑓, (𝑓2, 𝑓×𝑔𝑎), 𝑔𝑎) является канони-
ческим изоморфизмом автомата Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на автомат Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1). Теорема доказана.

Таким образом, полученный результат показывает, что универсальные гиперграфические
автоматы над эффективными гиперграфами с 𝑝−определимыми ребрами определяются с точ-
ностью до изоморфизма своими полугруппами входных сигналов.

Следствие 1. Пусть Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ),Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) – универсальные гиперграфические
автоматы над эффективными гиперграфами с 𝑝−определимыми ребрами 𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 и 𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1

соответственно. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) гиперграфы 𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 изоморфны соответственно гиперграфам 𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1;

2) существует изоморфизм полугруппы входных сигналов 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) автомата
Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на полугруппу входных сигналов 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) автомата Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1);

3) существует канонический изоморфизм полугруппы входных сигналов 𝑆(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) авто-
мата Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ) на полугруппу входных сигналов 𝑆(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) автомата
Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1);

4) автоматы Atm(𝐻𝑋 , 𝐻𝑌 ),Atm(𝐻𝑋1 , 𝐻𝑌1) изоморфны.

Доказательство. Из теоремы 1 следует равносильность условий 2) и 4). По определению
изоморфизма автоматов из условия 4) следует условие 1). В силу леммы 5 из условия 1)
следуют условия 3),4). Очевидно, что из условия 3) следует условие 2). Следствие доказано.

4. Заключение

Таким образом, полученный результат показывает, что универсальные гиперграфические
автоматы над эффективными гиперграфами с 𝑝−определимыми ребрами полностью (с точно-
стью до изоморфизма) определяются полугруппами своих входных сигналов. Это обосновы-
вает изучение таких автоматов с помощью исследования их полугрупп входных символов и,
в частности, обосновывает актуальность исследования взаимосвязи свойств таких автоматов
и их полугрупп входных символов.
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