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Аннотация

В работе изучается произведение Эйлера вида

𝑃𝜋(𝑀,𝑎(𝑝)|𝛼) =
∏︁

𝑝∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 𝑎(𝑝)

𝑝𝛼+𝜋(𝑝)

)︂−1

,

где 𝑀 — произвольный моноид натуральных чисел, образованный множеством простых
чисел 𝑃 (𝑀).

Другим объектом изучения является ряд Дирихле вида

𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

1

𝑛𝛼+𝜋(𝑛)
.

Оказывается, что они обладают совершенно разными свойствами. Ряд Дирихле
𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) определяет голоморфную функцию на всей комплексной плоскости.

А эйлерово произведение 𝑃𝜋(𝑀 |𝛼) для моноида 𝑀 , у которого множество простых
𝑃 (𝑀) бесконечно, задает на всей комплексной плоскости мероморфную функцию, у ко-
торой имеется счетное множество особых вертикальных прямых, на каждой из которых
счетное множество полюсов.

В заключении рассмотрена актуальная задача о нулях функции 𝑓𝜋(𝑀 |𝛼).

Ключевые слова: дзета-функция Римана, ряд Дирихле, дзета-функция моноида нату-
ральных чисел, эйлерово произведение.
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Abstract

The paper studies the Euler product of the form

𝑃𝜋(𝑀,𝑎(𝑝)|𝛼) =
∏︁

𝑝∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 𝑎(𝑝)

𝑝𝛼+𝜋(𝑝)

)︂−1

,

where 𝑀 is an arbitrary monoid of natural numbers formed by the set of primes 𝑃 (𝑀).
Another object of study is the Dirichlet series of the form

𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

1

𝑛𝛼+𝜋(𝑛)
.

It turns out that they have completely different properties. The Dirichlet series 𝑓𝜋(𝑀 | 𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎)
defines a holomorphic function on the entire complex plane.

And the Euler product 𝑃𝜋(𝑀 | 𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎) for a monoid 𝑀 whose set of primes 𝑃 (𝑀) is infinite,
sets on the entire complex plane a meromorphic function that has a countable set of special
vertical lines, each of which has a countable set of poles.

In conclusion, the relevant problem of the zeros of the function 𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) is considered.
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1. Введение

За последние полтора года начало интенсивно развиваться новое направление исследова-
ний, связанное с изучением дзета-функций моноидов натуральных чисел [4, 5, 6, 8, 9, 10, 11].

В последней работе из этого списка показано, что теория дзета-функций моноидов нату-
ральных чисел входит как составная часть в более общую теорию Алгебры рядов Дирихле
моноида натуральных чисел, основы которой и были в ней изложены. Из анализа предыду-
щих статей видно, что особое место в данной теории занимают те ряды Дирихле моноидов
натуральных чисел, которые имеют разложение в произведение Эйлера.

В настоящей работе центральное место занимает изучение произведения Эйлера вида

𝑃𝜋(𝛼) =
∏︁
𝑝

(︂
1− 1

𝑝𝛼+𝜋(𝑝)

)︂−1

. (1)

Кроме этого будут изучены и другие обобщённые произведения Эйлера для моноидов на-
туральных чисел.

С произведением Эйлера (1) тесно связан следующий ряд Дирихле

𝜁𝜋(𝛼) =

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝛼+𝜋(𝑛)
, (2)

который, как будет показано далее, задает голоморфную функцию на всей комплексной плос-
кости.

2. Основные определения и обозначения

Пусть 𝑀 ⊂ N — произвольный моноид натуральных чисел. Рассмотрим множество 𝑃 (𝑀)
— простых элементов из 𝑀 . Если 𝑃 (𝑀) ⊂ P, где P — множество всех простых чисел, то
моноид 𝑀 будет моноид с однозначным разложением на простые множители. В работе [5]
описан общий вид моноидов с однозначным разложением на простые множители.

В работе [4] показано, что равенство эйлерова произведения 𝑃 (𝑀 |𝛼) и дзета-функции
𝜁(𝑀 |𝛼) моноида 𝑀 равносильно однозначности разложения на простые элементы в этом мо-
ноиде:

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

1

𝑛𝛼
=

∏︁
𝑟∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑟𝛼

)︂−1

= 𝑃 (𝑀 |𝛼) 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑀 , (3)

где 𝜎𝑀 — абсцисса абсолютной сходимости дзета-функции 𝜁(𝑀 |𝛼). Как хорошо известно [12,
15], для любого моноида 𝜎𝑀 6 1. Если 𝑀 ̸= {1} не является тривиальным моноидом, то он
содержит бесконечно много элементов и, следовательно, 𝜎𝑀 > 0.

В работе [4] показано, что для любого 𝑞 > 2 и любой экспоненциальной последовательности
простых чисел 𝑃𝐸 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .} дзета ряд для дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑃𝐸))|𝛼) абсолютно
сходится для любого 𝛼 в полуплоскости 𝜎 > 0 и равномерно в полуплоскости 𝜎 > 𝜎0 для
любого 𝜎0 > 0.

В работе [6] показано, что областью голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) является
𝛼-полуплоскость 𝜎 > 0. Таким образом, в данном случае 𝜎𝑀 = 0.

В случае, когда нет однозначности разложения на простые множители

𝑃 (𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑥∈𝑀

𝑘(𝑥)

𝑥𝛼
, (4)
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где 𝑘(𝑥) — количество различных канонических представлений числа 𝑥 и каноническим разло-
жением элемента 𝑥 из мультипликативного моноида 𝑀 натуральных чисел называется пред-
ставление вида

𝑥 = 𝑟𝛼1
1 . . . 𝑟𝛼𝑘

𝑘 , 1 < 𝑟1 < . . . < 𝑟𝑘, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘 ∈ 𝑃 (𝑀).

В работе [11] было показано, что ряд Дирихле 𝑓1(𝑀 |𝛼) ∈ D(𝑀)Q, заданный равенством

𝑓1(𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

1

𝑛𝛼𝑛!
,

будет сходиться для любого комплексного 𝛼. Так как D(𝑀)Q ⊂ D(𝑀)K для любого числово-
го поля K, то для любого числового поля K имеем: DC(𝑀)K — множество рядов Дирихле,
сходящихся для любого комплексного 𝛼, непусто.

Рассмотрим ряд Дирихле 𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) ∈ D(𝑀)Q, заданный равенством

𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

1

𝑛𝛼+𝜋(𝑛)
.

Теорема 1. Ряд Дирихле 𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) ∈ D(𝑀)Q сходится для любого комплексного 𝛼:
𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) ∈ DC(𝑀)K.

Доказательство. 24 мая 1848 г. П. Л. Чебышёв представил в Санкт-Петербургскую
Академию наук мемуар “Об определении числа простых чисел, не превосходящих данной ве-
личины” (Полн. собр. соч., т. I, с. 173–190). Таким образом, в прошлом году исполнилось
170 лет со дня выхода этой принципиальной работы, с которой началась современная теория
распределения простых чисел.

Во втором мемуаре он доказал оценки

(0, 92 . . .)
𝑥

ln𝑥
6 𝜋(𝑥) 6 (1, 105 . . .)

𝑥

ln𝑥
.

Обозначим через 𝑐1 = 0, 92 . . . и 𝑐2 = 1, 105 . . . константы из неравенств Чебышёва для
функции 𝜋(𝑥). Заметим, что конечная разность Δ𝜋(𝑛) = 𝜋(𝑛)−𝜋(𝑛−1) является на множестве
натуральных чисел характеристической функцией множества простых чисел.

Из оценок П. Л. Чебышёва следует, что

1

𝑒𝛼 ln𝑛+𝑐2𝑛
6

1

𝑛𝛼+𝜋(𝑛)
6

1

𝑒𝛼 ln𝑛+𝑐1𝑛
.

Для любого 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 мажорирующим рядом для 𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) будет ряд
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝜎𝑒𝑐1𝑛
,

который сходится по интегральному признаку Коши, так как сходится несобственный инте-
грал

∞∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥𝜎𝑒𝑐1𝑥
,

∞∫︁
𝑥𝜎

𝑑𝑥

𝑥𝜎𝑒𝑐1𝑥
6

∞∫︁
𝑥𝜎

𝑑𝑥

𝑒
𝑥
2

=
2

𝑒
𝑥𝜎
2

,

где 𝑥𝜎 > 1 определяется из условия 𝑥 > −2𝜎 ln𝑥
2𝑐1−1 при 𝑥 > 𝑥𝜎. 2

Рассмотрим множество D𝜋(𝑀) — произвольных рядов Дирихле вида

𝑓(𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

𝑎(𝑛)

𝑛𝛼+𝜋(𝑛)
𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑓 > 𝜎

*
𝑓 ,
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где 𝜎𝑓 — абсцисса абсолютной сходимости и 𝜎*𝑓 — абсцисса сходимости. Как хорошо известно
[12, 15], для любых рядов Дирихле справедливо неравенство 𝜎𝑓 6 𝜎*𝑓 + 1.

Пусть K — произвольное числовое поле. Таким образом, Q ⊆ K ⊆ C. Если все коэффи-
циенты 𝑎(𝑛) ∈ K, то множество всех таких рядов Дирихле будем обозначать через D𝜋(𝑀)K и
оно является бесконечномерным линейным функциональным пространством над полем K.

Выделим подпространство D∞
𝜋 (𝑀)K условием sup𝑛∈𝑀 |𝑎(𝑛)| <∞. Из теоремы 1 сразу сле-

дует, что D∞
𝜋 (𝑀)K ⊂ DC(𝑀)K.

На D∞
𝜋 (𝑀)K зададим норму

‖𝑓(𝛼)‖ = sup
𝑛∈𝑀

|𝑎(𝑛)|.

Относительно заданной нормы D∞
𝜋 (𝑀)K является несепарабельным пространством. Оно будет

банаховым, если поле K — банахово пространство над полем Q относительно нормы, заданной
абсолютной величиной числа из поля K. Так как отсюда следует, что либо K = R, либо K = C,
то D∞

𝜋 (𝑀)K — банахово пространство, только для K = R, либо K = C.
Нетрудно понять, что пространство D∞

𝜋 (𝑀)K над полем K не является алгеброй, так как
нет замкнутости относительно произведения рядов Дирихле. Действительно, если перемно-
жить два ряда Дирихле из D∞

𝜋 (𝑀)K:

𝑓(𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

𝑎(𝑛)

𝑛𝛼+𝜋(𝑛)
, 𝑔(𝛼) =

∑︁
𝑛∈𝑀

𝑏(𝑛)

𝑛𝛼+𝜋(𝑛)
,

то получим

𝑓(𝛼)𝑔(𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

𝑐(𝑛)

𝑛𝛼+𝜋(𝑛)
,

𝑐(𝑛) = 𝑛𝜋(𝑛)
∑︁

𝑚|𝑛,𝑚∈𝑀

𝑎(𝑚)𝑏
(︀
𝑛
𝑚

)︀
𝑚𝜋(𝑚)

(︀
𝑛
𝑚

)︀𝜋( 𝑛
𝑚)

=
∑︁

𝑚|𝑛,𝑚∈𝑀

𝑎(𝑚)𝑏
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
𝑚𝜋(𝑛)−𝜋(𝑚)

(︁ 𝑛
𝑚

)︁𝜋(𝑛)−𝜋( 𝑛
𝑚)

.

Таким образом, ограниченность коэффициентов 𝑐(𝑛), вообще говоря, отсутствует.

3. Ряд Дирихле геометрической прогрессии и теоремы Вейер-
штрасса и Миттаг–Леффлера

Рассмотрим геометрическую прогрессию 𝑀(𝑝):

𝑀(𝑝) = {1, 𝑝, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .}

и ряд Дирихле из D𝜋(𝑀(𝑝))

𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎|𝛼) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛

𝑝𝑛(𝛼+𝜋(𝑝))
=

(︂
1− 𝑎

𝑝𝛼+𝜋(𝑝)

)︂−1

, |𝑎| <
⃒⃒⃒
𝑝𝛼+𝜋(𝑝)

⃒⃒⃒
.

Для дальнейшего нам потребуются сведения из работы [8] относительно дзета-функции
геометрической прогрессии, которые приведём без доказательства.

Прежде всего, рассмотрим целую функцию 𝑞𝛼− 1, которая имеет бесконечно много нулей,
а, именно, 𝛼 = 0 и 𝛼𝑛 = 2𝜋𝑛𝑖

ln 𝑞 (𝑛 = ±1,±2, . . .).

Лемма 1. Справедливо равенсто

𝑒𝛼 − 1 = 𝑒
𝛼
2 𝛼

∞∏︁
𝑛=1

(︂
1 +

𝛼2

4𝜋2𝑛2

)︂
. (5)
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Доказательство. См. [8]. 2

Следствие 1. Справедливо равенсто

𝑞𝛼 − 1 = 𝑞
𝛼
2 (𝛼 ln 𝑞)

∞∏︁
𝑛=1

(︂
1 +

𝛼2 ln2 𝑞

4𝜋2𝑛2

)︂
. (6)

Доказательство. См. [8]. 2
Таким образом, для целой функции 𝑞𝛼 − 1 теорема Вейерштрасса имеет вид:

𝑞𝛼 − 1 = 𝑞
𝛼
2 (𝛼 ln 𝑞)

∞∏︁
𝑛=1

(︂
1 +

𝛼2 ln2 𝑞

4𝜋2𝑛2

)︂
. (7)

Дзета-функция геометрической прогрессии 𝑀(𝑞) задается формулой

𝜁(𝑀(𝑞)|𝛼) =
∞∑︁
𝑛=0

1

(𝑞𝑛)𝛼
=

1

1− 1
𝑞𝛼

(𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 0). (8)

Из формулы (8) следует, что дзета-функция геометрической прогрессии аналитическая
функция во всей 𝛼-плоскости кроме точек 𝛼0 = 0, где у неё простой полюс с вычетом

Res0𝜁(𝑀(𝑞)|𝛼) = 1

ln 𝑞
.

и точек 𝛼𝑘 =
2𝑘𝑖𝜋
ln 𝑞 (𝑘 = ±1,±2, . . .), в которых простые полюса с вычетами

Res 2𝑘𝑖𝜋
ln 𝑞

𝜁(𝑀(𝑞)|𝛼) = 1

ln 𝑞
.

Отсюда следует, что 𝜁(𝑀(𝑞)|𝛼) — мероморфная функция на комплексной 𝛼-плоскости,
которая имеет следующее разложение в бесконечное произведение

𝜁(𝑀(𝑞)|𝛼) = 𝑞
𝛼
2

𝛼 ln 𝑞

∞∏︁
𝑛=1

(︂
1 +

𝛼2 ln2 𝑞

4𝜋2𝑛2

)︂−1

. (9)

А следовательно, к ней применима теорема Миттаг–Леффлера (см. [16], стр. 225). Как пока-
зано в работе [8], теорема Миттаг–Леффлера для дзета-функции геометрической прогрессии
записывается следующим образом:

𝜁(𝑀(𝑞)|𝛼) = 1

2
+

1

𝛼 ln 𝑞
+

∞∑︁
𝑛=1

2𝛼 ln 𝑞

𝛼2 ln2 𝑞 + 4𝑛2𝜋2
. (10)

Из равенств (8)–(10) легко получаются функциональные уравнения для дзета-функции гео-
метрической прогрессии:

𝜁(𝑀(𝑞)|𝛼) = −𝑞𝛼𝜁(𝑀(𝑞)| − 𝛼), (11)

𝜁(𝑀(𝑞)|𝛼) = 1− 𝜁(𝑀(𝑞)| − 𝛼). (12)

Нетрудно видеть, что справедливо равенство

𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎|𝛼) =
(︂
1− 𝑎

𝑝𝛼+𝜋(𝑝)

)︂−1

=

(︃
1− 1

𝑝
𝛼+𝜋(𝑝)− ln 𝑎

ln 𝑝

)︃−1

= 𝜁

(︂
𝑀(𝑝)

⃒⃒⃒⃒
𝛼+ 𝜋(𝑝)− ln 𝑎

ln 𝑝

)︂
. (13)
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Отсюда следует, что ряд Дирихле 𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎|𝛼) аналитически продолжается и задаёт ме-
роморфную функцию на всей комплексной плоскости, у которой бесконечное множество
полюсов первого порядка с одним и тем же вычетом 1

ln 𝑝 в точках 𝛼0 = −𝜋(𝑝) + ln 𝑎
ln 𝑝 и

𝛼𝑘 = −𝜋(𝑝) + ln 𝑎
ln 𝑝 +

2𝑘𝑖𝜋
ln 𝑝 (𝑘 = ±1,±2, . . .).

Для этого ряда Дирихле теоремы Вейерштрасса и Миттаг–Леффлера запишутся следую-
щим образом:

𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎|𝛼) = 𝑝
𝛼+𝜋(𝑝)

2

((𝛼+ 𝜋(𝑝)) ln 𝑝− ln 𝑎)𝑎
1
2

∞∏︁
𝑛=1

(︂
1 +

((𝛼+ 𝜋(𝑝)) ln 𝑝− ln 𝑎)2

4𝜋2𝑛2

)︂−1

, (14)

𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎|𝛼) = 1

2
+

1

(𝛼+ 𝜋(𝑝)) ln 𝑝− ln 𝑎
+

∞∑︁
𝑛=1

2((𝛼+ 𝜋(𝑝)) ln 𝑝− ln 𝑎)

((𝛼+ 𝜋(𝑝)) ln 𝑝− ln 𝑎)2 + 4𝑛2𝜋2
. (15)

Из найденных соотношений несложно вывести функциональные уравнения для функции
𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎|𝛼):

𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎|𝛼) = 1− 𝑓𝜋

(︂
𝑀(𝑝), 𝑎

⃒⃒⃒⃒
−𝛼− 2𝜋(𝑝) +

2 ln 𝑎

ln 𝑝

)︂
, (16)

𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎|𝛼) = −𝑝
𝛼+𝜋(𝑝)

𝑎
𝑓𝜋

(︂
𝑀(𝑝), 𝑎

⃒⃒⃒⃒
−𝛼− 2𝜋(𝑝) +

2 ln 𝑎

ln 𝑝

)︂
. (17)

4. Ряд Дирихле геометрической прогрессии и гамма-функция
Эйлера

Хорошо известна формула (см. [1], стр. 326)

1

Γ(𝛼)
= 𝛼𝑒𝛾𝛼

∞∏︁
𝑛=1

(︁
1 +

𝛼

𝑛

)︁
𝑒−

𝛼
𝑛 . (18)

Из неё следует, что
1

Γ(𝛼)Γ(−𝛼)
= −𝛼2

∞∏︁
𝑛=1

(︂
1− 𝛼2

𝑛2

)︂
.

Отсюда вытекает, что

∞∏︁
𝑛=1

(︂
1 +

𝛼2 ln2 𝑞

4𝜋2𝑛2

)︂−1

= −
(︂
𝛼𝑖 ln 𝑞

2𝜋

)︂2

Γ

(︂
𝛼𝑖 ln 𝑞

2𝜋

)︂
Γ

(︂
−𝛼𝑖 ln 𝑞

2𝜋

)︂
.

Но тогда из равенства (9) следует, что

𝜁(𝑀(𝑞)|𝛼) = 𝑞
𝛼
2 𝛼 ln 𝑞

4𝜋2
Γ

(︂
𝛼𝑖 ln 𝑞

2𝜋

)︂
Γ

(︂
−𝛼𝑖 ln 𝑞

2𝜋

)︂
. (19)

Из формулы (19) сразу следует, что дзета-функция геометрической прогрессии имеет по-
люса в точках 𝛼 = 2𝜋𝑛𝑖

ln 𝑞 , (𝑛 ∈ Z), так как гамма функция имеет полюса в 0 и в отрицательных
целых точках.

Также из формулы (19) сразу следует функциональное уравнение для дзета-функции гео-
метрической прогрессии:

𝜁(𝑀(𝑞)| − 𝛼) =
𝑞

−𝛼
2 (−𝛼) ln 𝑞

4𝜋2
Γ

(︂
𝛼𝑖 ln 𝑞

2𝜋

)︂
Γ

(︂
−𝛼𝑖 ln 𝑞

2𝜋

)︂
= −𝜁(𝑀(𝑞)|𝛼)

𝑞𝛼
. (20)
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Так как
lim
𝜎→∞

𝜁(𝑀(𝑞)|𝛼) = 1 (𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡),

то
lim
𝜎→∞

𝜁(𝑀(𝑞)| − 𝛼) = 0 (𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡).

Из равенств 13 и 19 следует, что

𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎|𝛼) = 𝑝
𝛼+𝜋(𝑝)

2 𝛽

4𝜋2𝑎
1
2

Γ

(︂
𝑖𝛽

2𝜋

)︂
Γ

(︂
− 𝑖𝛽

2𝜋

)︂
, 𝛽 = (𝛼+ 𝜋(𝑝)) ln 𝑞 − ln 𝑎. (21)

5. Ряд Дирихле моноида с конечным числом простых чисел

Пусть 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) — произвольный вектор с простыми 𝑝1 < 𝑝2 < . . . < 𝑝𝑛. Через
𝑀(𝑝) обозначим минимальный моноид натуральных чисел, образованный простыми числами
𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, а через 𝑎(𝑝) ̸= 0 — произвольную функцию на множестве указанных простых, удо-

влетворяющую условию 0< |𝑎(𝑝)|6𝑝𝜋(𝑝) и 𝜎𝑛 < 𝜎𝑛−1 < . . . < 𝜎1, где 𝜎𝜈 = Re
(︁
−𝜋(𝑝𝜈) + ln 𝑎(𝑝𝜈)

ln 𝑝𝜈

)︁
(𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑛).

Рассмотри ряд Дирихле

𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎(𝑝)|𝛼) =
∞∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑛=0

𝑎𝑚1(𝑝1) . . . 𝑎
𝑚𝑛(𝑝𝑛)

𝑝
𝑚1(𝛼+𝜋(𝑝1))
1 . . . 𝑝

𝑚𝑛(𝛼+𝜋(𝑝𝑛))
𝑛

=

𝑛∏︁
𝜈=1

(︃
1− 𝑎(𝑝𝜈)

𝑝
𝛼+𝜋(𝑝𝜈)
𝜈

)︃−1

,

который задает мероморфную функцию на всей комплексной плоскости с бесконечным множе-
ством полюсов первого порядка в точках 𝛼𝜈,0 = −𝜋(𝑝𝜈)+ ln 𝑎(𝑝𝜈)

ln 𝑝𝜈
и 𝛼𝜈,𝑘 = −𝜋(𝑝𝜈)+ ln 𝑎(𝑝𝜈)

ln 𝑝𝜈
+ 2𝑘𝑖𝜋

ln 𝑝𝜈
(𝑘 = ±1,±2, . . .), (𝜈 = 1, . . . , 𝑛).

Через 𝑃𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎(𝑝)|𝛼) будем обозначать соответствующее обобщённое произведение Эй-
лера:

𝑃𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎(𝑝)|𝛼) =
𝑛∏︁
𝜈=1

𝑓𝜋(𝑀(𝑝𝜈), 𝑎(𝑝𝜈)|𝛼) =
𝑛∏︁
𝜈=1

(︃
1− 𝑎(𝑝𝜈)

𝑝
𝛼+𝜋(𝑝𝜈)
𝜈

)︃−1

.

Если взять 𝑎(𝑝) = 𝑝𝜋(𝑝), то получим дзета-функцию моноида 𝑀(𝑝):

𝑃𝜋(𝑀(𝑝), 𝑝𝜋(𝑝)|𝛼) =
𝑛∏︁
𝜈=1

(︂
1− 1

𝑝𝛼𝜈

)︂−1

=
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑝)

1

𝑛𝛼
= 𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) (𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 0).

Очевидно, что для дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) справедливо равенство

𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) =
𝑛∏︁
𝜈=1

𝜁(𝑀(𝑝𝜈)|𝛼) =
𝑛∏︁
𝜈=1

1

1− 1
𝑝𝛼𝜈

. (22)

Из равенств (22) и (9) следует, что дзета-функция 𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) — мероморфная функция на
комплексной 𝛼-плоскости, которая имеет следующее разложение в бесконечное произведение

𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) =
𝑛∏︁
𝜈=1

(︃
𝑝

𝛼
2
𝜈

𝛼 ln 𝑝𝜈

∞∏︁
𝑚=1

(︂
1 +

𝛼2 ln2 𝑝𝜈
4𝜋2𝑚2

)︂−1
)︃
. (23)

Если положить 𝑃 (𝑝) = 𝑝1 . . . 𝑝𝑛, 𝑄(𝑝) = ln 𝑝1 . . . ln 𝑝𝑛, то равенство (23) можно переписать в
следующем виде:

𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) = 𝑃 (𝑝)
𝛼
2

𝛼𝑛𝑄(𝑝)

𝑛∏︁
𝜈=1

∞∏︁
𝑚=1

(︂
1 +

𝛼2 ln2 𝑝𝜈
4𝜋2𝑚2

)︂−1

. (24)
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Будем через 𝑆(𝐴) обозначать множество полюсов дзета-функции

𝜁(𝐴|𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝐴

1

𝑛𝛼
(𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1)

произвольного множества натуральных чисел 𝐴. Если 𝐴 — конечное множество, то 𝑆(𝐴) = ∅.
Используя эти обозначения, получим равенство

𝑆(𝑀(𝑝)) =

𝑛⋃︁
𝜈=1

𝑆(𝑀(𝑝𝜈)) =

{︂
2𝜋𝑘𝑖

ln 𝑝𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝑘 ∈ Z, 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑛

}︂
.

Для дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) справедливо функциональное уравнение

𝜁(𝑀(𝑝)| − 𝛼) = (−1)𝑛
𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼)
𝑃 (𝑝)𝛼

. (25)

Рассмотрим обратный ряд 𝜁*(𝑀(𝑝)|𝛼) для дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼). По принципу вло-
женности из работы [5] получаем, что

𝜁*(𝑀(𝑝)|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝑝)

𝜇(𝑛)

𝑛𝛼
=

𝑛∏︁
𝜈=1

(︂
1− 1

𝑝𝛼𝜈

)︂
,

𝜁*(𝑀*(𝑝)|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀*(𝑝)

𝜇(𝑛)

𝑛𝛼
=

∏︁
�̸�=𝑝𝜈(𝜈=1,...,𝑛)

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂
,

где 𝜇(𝑛) — обычная функция Мёбиуса.
Функция 𝜁*(𝑀(𝑝)|𝛼) задается своим эйлеровым произведением на всей комплексной плос-

кости и является целой функцией, для которой множество нулей совпадает с множеством
полюсов 𝑆(𝑀(𝑝)) дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼). Для неё справедливо функциональное уравнение

𝜁*(𝑀(𝑝)| − 𝛼) = (−1)𝑛𝑃 (𝑝)𝛼𝜁*(𝑀(𝑝)|𝛼).

6. Обобщённые произведения Эйлера

Рассмотрим произвольную функцию 𝑎(𝑝) ̸= 0, удовлетворяющую условию 0< |𝑎(𝑝)|6𝑝𝜋(𝑝).
Ряд Дирихле

𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎(𝑝)|𝛼) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑝)

𝑝𝑛(𝛼+𝜋(𝑝))
=

(︂
1− 𝑎(𝑝)

𝑝𝛼+𝜋(𝑝)

)︂−1

задает мероморфную функцию на всей комплексной плоскости с бесконечным множеством
полюсов первого порядка с одним и тем же вычетом 1

ln 𝑝 в точках 𝛼0 = −𝜋(𝑝) + ln 𝑎(𝑝)
ln 𝑝 и

𝛼𝑘 = −𝜋(𝑝) + ln 𝑎(𝑝)
ln 𝑝 + 2𝑘𝑖𝜋

ln 𝑝 (𝑘 = ±1,±2, . . .).
Пусть 𝑀 — произвольный моноид с однозначным разложением на простые множители:

𝑃 (𝑀) ⊂ P, где P — множество всех простых чисел.

Через 𝑃𝜋(𝑀,𝑎(𝑝)|𝛼) обозначим обобщённое произведение Эйлера:

𝑃𝜋(𝑀,𝑎(𝑝)|𝛼) =
∏︁

𝑝∈𝑃 (𝑀)

𝑓𝜋(𝑀(𝑝), 𝑎(𝑝)|𝛼) =
∏︁

𝑝∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 𝑎(𝑝)

𝑝𝛼+𝜋(𝑝)

)︂−1

.

При 𝑎(𝑝) ≡ 1 будем писать просто 𝑃𝜋(𝑀 |𝛼).
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Если взять 𝑎(𝑝) = 𝑝𝜋(𝑝), то получим дзета-функцию моноида 𝑀 :

𝑃𝜋(𝑀,𝑝𝜋(𝑝)|𝛼) =
∏︁

𝑝∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂−1

=
∑︁
𝑛∈𝑀

1

𝑛𝛼
𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑀 ,

где 𝜎𝑀 — абсцисса абсолютной сходимости.
В частности, при 𝑀 = N получим дзета-функцию Римана:

𝑃𝜋(N, 𝑝𝜋(𝑝)|𝛼) = 𝜁(𝛼), 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1.

Теорема 2. Если 𝑎(𝑝) ̸= 0 — произвольная ограниченная функция, то обобщённое произ-
ведение Эйлера 𝑃𝜋(𝑀,𝑎(𝑝)|𝛼) задаёт мероморфную функцию на всей комплексной плоскости,
которая имеет бесконечное множество полюсов первого порядка 𝑆𝜋(𝑀,𝑎(𝑝)):

𝑆𝜋(𝑀,𝑎(𝑝))=
⋃︁

𝑝∈𝑃 (𝑀)

{︂
𝛼𝑝,0 = −𝜋(𝑝) + ln 𝑎(𝑝)

ln 𝑝
, 𝛼𝑝,𝑘 = −𝜋(𝑝) + ln 𝑎(𝑝)

ln 𝑝
+

2𝑘𝑖𝜋

ln 𝑝
(𝑘 = ±1,±2, . . .)

}︂
.

Доказательство. Если 𝑃 (𝑀) — конечное множество, то обобщённое произведение Эйле-
ра 𝑃𝜋(𝑀,𝑎(𝑝)|𝛼) состоит из конечного числа сомножителей, каждый из которых мероморфная
функция на всей комплексной плоскости, и, значит, утверждение теоремы выполнено.

Пусть теперь 𝑃 (𝑀) — бесконечное множество:

𝑃 (𝑀) = {𝑝𝜈1 < 𝑝𝜈2 < . . . < 𝑝𝜈𝑛 < . . .},

где используется естественная нумерация простых чисел в P. Отсюда следует, что 𝜋(𝑝𝜈𝑛) = 𝜈𝑛.
Рассмотрим последовательность абсцисс абсолютной сходимости сомножителей

𝑓𝜋(𝑀(𝑝𝜈𝑛), 𝑎(𝑝𝜈𝑛)|𝛼) : 𝜎𝑛 = Re

(︂
−𝜋(𝑝𝜈𝑛) +

ln 𝑎(𝑝𝜈𝑛)

ln 𝑝𝜈𝑛

)︂
,

придел которой равен −∞. Отсюда следует, что для любого вещественного 𝜎0 найдётся номер
𝑁 такой, что последовательность 𝑎(𝑝𝜈𝑛 )

𝑝
𝛼+𝜋(𝑝𝜈𝑛 )
𝜈𝑛

мажорируется последовательностью 1
𝑝2𝜈𝑛

в полу-

плоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎0.
Отсюда следует, что произведение

∞∏︁
𝑛=𝑁

(︃
1− 𝑎(𝑝𝜈𝑛)

𝑝
𝛼+𝜋(𝑝𝜈𝑛 )
𝜈𝑛

)︃−1

в полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎0 абсолютно и равномерно сходится, так как сходится
произведение

∞∏︁
𝑛=𝑁

(︂
1− 1

𝑝2𝜈𝑛

)︂−1

.

Тем самым теорема полностью доказана в силу произвольности 𝜎0. 2

7. Заключение

Известно логарифмическое свойство числа простых: 𝜋(𝑥𝑦) > 𝜋(𝑥) + 𝜋(𝑦). Отсюда следует,
что 𝜋(𝑝𝑛) > 𝑛𝜋(𝑝). Тогда для любого 𝛼 > −𝜋(𝑝) имеем(︂

1− 1

𝑝𝛼+𝜋(𝑝)

)︂−1

=

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑝𝑛(𝛼+𝜋(𝑝))
>

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑝𝑛(𝛼+𝜋(𝑝𝑛))
.



166 Н. Н. Добровольский, М. Н. Добровольский, Н. М. Добровольский

Отметим, что последний ряд абсолютно сходится для любого комплексного 𝛼.
Так как для любого вещественного 𝛼 имеем

1

(𝑛𝑚)𝛼+𝜋(𝑛𝑚)
<

1

𝑛𝛼+𝜋(𝑛)𝑚𝛼+𝜋(𝑚)
,

то

𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

1

𝑛𝛼+𝜋(𝑛)
<

∏︁
𝑝∈𝑃 (𝑀)

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑝𝑛(𝛼+𝜋(𝑝𝑛))
<

∏︁
𝑝∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑝𝛼+𝜋(𝑝)

)︂−1

= 𝑃𝜋(𝑀 |𝛼).

Эта цепочка неравенств объясняет почему функция 𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) голоморфна на всей плоскости,
а произведение 𝑃𝜋(𝑀 |𝛼) мероморфно, причём имеет счетное множество особых вертикальных
прямых, на каждой из которых имеется счетное множество полюсов.

Интересно было бы выяснить: имеет ли функция 𝑓𝜋(𝑀 |𝛼) нули на комплексной плоскости?
Очевидно, что их нет на вещественной прямой. Кроме того, если они есть, то они симметричны
относительно вещественной прямой, так как образуют пары сопряженных значений.
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