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Аннотация

Данная работа посвящена вопросам оценки снизу константы наилучших диофантовых
приближений для 𝑛 действительных чисел. Эта проблема является частным случаем более
общей проблемы приближения 𝑛 действительных линейных форм и имеет свою богатую
историю, восходящую к П. Г. Дирихле. Значительный вклад на раннем этапе исследований
внесли А. Гурвиц с помощью аппарата цепных дробей и Ф. Фуртвенглером, используя
аппарат линейной алгебры.

В середине двадцатого века Г. Дэвенпортом была найдена фундаментальная связь зна-
чения константы наилучших совместных диофантовых приближений и критического опре-
делителя звездного тела специального вида. Позднее, Дж. В. С. Касселс перешел от непо-
средственного вычисления критического определителя к оценке его значения с помощью
вычисления наибольшего значения 𝑉𝑛,𝑠 – объема параллелепипеда с центром в начале ко-
ординат обладающего определенными свойствами. Этот подход позволил получить оценки
снизу константы наилучших совместных диофантовых приближений для 𝑛 = 2, 3, 4 (см.
работы Дж. В. С. Касселса, Т. Кьюзика, С. Красса).

В данной работе, основываясь на описанном выше подходе, получены оценки для 𝑛 = 5
и 𝑛 = 6. Идея построения оценок отличается от работы Т. Кьюзика. С помощью чис-
ленных экспериментов были получены вначале примерные, а затем и точные значения
оценок 𝑉𝑛,𝑠. Доказательство этих оценок достаточно громоздко и представляет в первую
очередь техническую сложность. Другим отличием построенных оценок является возмож-
ность обобщения их на любую размерность.

В процессе численных экспериментов была также получена интересная информация
о структуре значений 𝑉𝑛,𝑠. Эти результаты достаточно хорошо согласуется с результата-
ми полученными в работах С. Красса. Вопрос о структуре значений 𝑉𝑛,𝑠 для больших
размерностей мало исследован и может представлять значительный интерес как с точки
геометрии чисел, так и с точки теории диофантовых приближений.

Ключевые слова: наилучшие совместные диофантовы приближения, геометрия чисел,
звездные тела, критические определители.
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Abstract

This paper is devoted to the problem of estimating from below the constant of the best
Diophantine approximations for 𝑛 real numbers. This problem is a special case of the more
general problem of approximating 𝑛 real linear forms and has its rich history, ascending to
P. G. Dirichlet. A significant contribution at an early stage of research was made by A. Hurwitz
using the apparatus of continued fractions and F. Furtwängler, using the apparatus of linear
algebra.

In the mid-twentieth century, H. Davenport found a fundamental connection between the
value of the constant constant of the best Diophantine approximations and critical determinant
of a special type of star body. Later J. W. S. Cassels switched from directly calculating the
critical determinant to estimating its value by calculating the largest value of 𝑉𝑛,𝑠 – the
volume of a parallelepiped centered at the origin of coordinates with certain properties. This
approach allowed us to obtain estimates from below of the constant of the best joint Diophantine
approximations for 𝑛 = 2, 3, 4 (see the works of J. W. S. Cassels, T. Cusick, S. Krass).

In this paper, based on the approach described above, estimates for 𝑛 = 5 and 𝑛 = 6 are
obtained. The idea of building estimates is different from the work of T. Cusick. Using numerical
experiments we approximate and then obtaine exact values of the estimates of 𝑉𝑛,𝑠. The proof
of these estimates is rather cumbersome and is primarily a technical difficulty. Another different
of the given estimates is the ability to generalize them to any dimension.

In the process of numerical experiments was also obtained interesting information about
the structure of the 𝑉𝑛,𝑠 values. These results agree quite well with the results obtained in the
works of S. Krass. The question of the structure of the values of 𝑉𝑛,𝑠 for large dimensions has
been scantily explored and can be of considerable interest both from the point of the geometry
of numbers and from the point of the theory of Diophantine approximations.
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determinants.
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1. Введение

Проблема оценки константы наилучших диофантовых приближений имеет интересную ис-
торию. Важной особенностью этой проблемы является разнообразие методов с помошью кото-
рых были получены результаты по этой проблеме. А. Гурвиц использовал аппарат цепных дро-
бей [8], Ф. Фуртвенглером – аппарат линейной алгебры [6, 7], Г. Дэвенпортом, Дж. В. С. Кас-
селсом использовали подходы геометрии чисел [2, 4].

В данной статье, мы разовьем подходы Г. Дэвенпорта, Дж. В. С. Касселса и Т. Кьюзика
[2, 3, 4] к оценке константы наилучших диофантовых приближений 𝐶𝑛 и получим оценку
снизу для размерностей 𝑛 = 5 и 𝑛 = 6.

Отметим, что задача приближения 𝑛 действительных чисел является частным случаем
задачи приближения 𝑛 действительных линейных форм⎛⎜⎜⎝

𝛼1

𝛼2

. .
𝛼𝑛

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝛼11 𝛼12 . . . 𝛼1𝑚

𝛼21 𝛼22 . . . 𝛼2𝑚

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝛼𝑛1 𝛼𝑛2 . . . 𝛼𝑛𝑚

⎞⎟⎟⎠
и тесно связано с приближение одной линейной формы c помощью принципа переноса Хинчина
[19].

Сформулируем задачу наилучших совместных диофантовых приближений 𝑛 действитель-
ных чисел. Пусть

𝛼⃗ = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛)

— произвольный вектор действительных чисел. Нас будут интересовать приближения 𝛼⃗ ра-
циональными дробями

𝑝

𝑞
=

(︂
𝑝1
𝑞
,
𝑝2
𝑞
, . . . ,

𝑝𝑛
𝑞

)︂
.

Определение 1. Мерой качества совместных приближений первого рода вектора 𝛼⃗
рациональным вектором 𝑝/𝑞 называется величина

𝐷(𝛼⃗, 𝑝/𝑞) = max
𝑖=1,𝑛

𝑞 |𝑞𝛼𝑖 − 𝑝𝑖|𝑛 .

Определение 2. Константой наилучших диофантовых приближений 𝐶(𝑥⃗) для вектора
𝑥⃗ называется точная нижняя грань величины 𝐶, для которой существует бесконечное число
рациональных векторов 𝑝/𝑞, удовлетворяющих неравенству

𝐷(𝑥⃗, 𝑝/𝑞) < 𝐶.

Определение 3. Константой наилучших диофантовых приближений 𝐶𝑛 называется
точная верхняя грань числа 𝐶(𝑥⃗) по всем векторам 𝑥⃗ размерности 𝑛:

𝐶𝑛 = sup
𝑥⃗∈R𝑠

𝐶(𝑥⃗).

В 1891 году А. Гурвиц [8, 19] показал, что

𝐶1 =
1
√
5
. (1)

Напомним некоторые понятия из геометрии чисел [17].
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Определение 4. Пусть 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 – линейно независимые точки вещественного евкли-
дова пространства. Множество всех точек

𝑥 = 𝑢1𝑎1 + . . .+ 𝑢𝑛𝑎𝑛

с целыми коэффициентами 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛 называется решеткой Λ. Величина

𝑑(Λ) = |det(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)|

называется определителем решетки Λ.

Определение 5. Пусть F – точечное тело. Если решетка Λ не имеет в F отличных
от O точек (O ∈ F), то Λ допустима для F или F-допустима. Точную нижнюю грань

Δ(F) = inf 𝑑(Λ)

определителей 𝑑(Λ) всех F-допустимых решеток Λ называют критическим определителем
множества F. Если F-допустимых решеток нет, то F является множеством бесконечного
типа и Δ(F) = ∞.

Определение 6. Под звездным телом понимают множество, обладающее следующими
свойствами

� существует точка, называемая ”началом”, которая является внутренней точкой мно-
жества;

� любой луч, выходящий из ”начала”, либо не пересекается с границей множества, либо
имеет с ней только одну общую точку.

Г. Дэвенпортом [4] был получен следующий фундаментальный результат.
Пусть F𝑛 – это (𝑛+ 1)-мерное звездное тело

F𝑛 : |𝑥0| max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑥𝑖|𝑛 < 1,

а ΔF – его критический определитель. Тогда

Теорема 1.

𝐶𝑛 =
1

ΔF𝑛
. (2)

Доказательство. См. [17]. �
Дж. В. С. Касселс [2, 3] получил следующую оценку для ΔF.

Теорема 2. Пусть

𝑓𝑛,𝑠 =
1

2𝑠

𝑠∏︁
𝑖=1

|𝑥2𝑖 + 𝑥2𝑠+𝑖|
𝑛∏︁

𝑖=2𝑠+1

|𝑥𝑖|. (3)

и 2𝑛𝑉𝑛,𝑠 объем наибольшего параллелепипеда с центром в начале координат, содержаще-
гося внутри фигуры

𝑓𝑛,𝑠 ≤ 1. (4)

Пусть Δ𝑛,𝑠 наименьшее абсолютное значение дискриминанта действительного поля
степени 𝑛+1, которое имеет 𝑠 пар комплексно-сопряженных алгебраических чисел (то есть
2𝑠 ≤ 𝑛+ 1). Тогда

ΔF𝑛 ≤
√︀

Δ𝑛,𝑠/𝑉𝑛,𝑠, (5)

или же
𝐶𝑛 ≥ 𝑉𝑛,𝑠/

√︀
Δ𝑛,𝑠. (6)
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Доказательство. См. [3]. �
Значения Δ𝑛,𝑠 известны для обширного числа 𝑛 (см. [20]). Таким образом, задача оценки

константы наилучших диофантовых приближений снизу сводится к оценке снизу 𝑉𝑛,𝑠. Ранее
были получены следующие оценки

𝑉2,0 = 2, 𝑉2,1 = 1 (Дж. В.С. Касселс) [2]

𝑉3,1 = 2, 𝑉3,0 =
33/2

2 (Т. Кьюзик) [3]

𝑉4,2 ≥ 16
9 , 𝑉4,1 ≥ 2, 𝑉4,0 ≥ 4 (С. Красс) [9, 10]

𝑉5,2 ≥ 2.3932 . . . (С. Красс) [10]

(7)

Из этих значений можно получить следующие оценки константы наилучших совместных
диофантовых приближений

𝐶2 ≥
2

7
, 𝐶3 ≥

2
√
275

, 𝐶4 ≥
16

9
√
1609

. (8)

Более подробно с известными результатами по проблеме оценки константы наилучших
совместных диофантовых приближений можно ознакомиться в работе [16]. В частности стоит
отметить существенные успехи В. Г. Новака в вопросах оценки 𝐶𝑛 сверху [12, 13, 14, 15].
Например, им была получена оценка 𝐶2 ≤

(︀
8
13

)︀2
.

Заметим, что две последние оценки (8) получаются из (6) при подстановке 𝑠 = [𝑛/2].
Поэтому мы сосредоточимся на оценке 𝑉𝑛,[𝑛/2]. В частности, далее мы получим оценки для
𝑉5,2 и 𝑉6,3.

2. Идея получения оценок 𝑉𝑛,𝑠

Рассмотрим матрицу 𝑛-ого порядка

𝐴𝑛 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎠ (9)

Пусть E 𝑛-мерный единичный куб, состоящий из точек

𝑒⃗ = (𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛), 0 ≤ 𝑒𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1, 𝑛.

Матрица 𝐴 преобразует его в 𝑛-мерный параллелепипед

A : 𝑎⃗ = 𝐴 · 𝑒⃗ (10)

Заметим, что таким образом каждому 𝑛-мерному параллелепипеду соответствует матрица
𝐴. Объем этого параллелепипеда равен 2𝑛 det𝐴.

Пусть F𝑛,𝑠 – это 𝑛-мерное звездное тело

F𝑛,𝑠 : 𝑓𝑛,𝑠 ≤ 1,

где 𝑓𝑛,𝑠 это (3).
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Нас будет интересовать, находится ли некоторый параллелепипед A внутри звездчатого
тела F𝑛,𝑠. Можно предложить следующий метод проверки этого утверждения. Составим оп-
тимизационную задачу

𝑓𝑛,𝑠 → max,
|𝑏11𝑥1 + 𝑏12𝑥2 + . . .+ 𝑏1𝑛𝑥𝑛| ≤ 1,
|𝑏21𝑥1 + 𝑏22𝑥2 + . . .+ 𝑏2𝑛𝑥𝑛| ≤ 1,

· · ·
|𝑏𝑛1𝑥1 + 𝑏𝑛2𝑥2 + . . .+ 𝑏𝑛𝑛𝑥𝑛| ≤ 1.

(11)

Если решение задачи ≤ 1, то параллелепипед A лежит полностью внутри звездного тела F𝑛,𝑠,
в противном случае, часть его находится вне звездного тела.

Таким образом, если параллелепипед A лежит внутри звездного тела F𝑛,𝑠, имеет место
оценка

𝑉𝑛,𝑠 ≥ det𝐴. (12)

В дальнейшем нашей целью будет построение матрицы 𝐴 такого вида, чтобы задача (11)
имела решение max 𝑓𝑛,𝑠 ≤ 1. Параллелепипеды A для которых det𝐴 ”велико” будем называть
наибольшими. Соответствующую наибольшему параллелепипеду матрицу мы также будем
называть наибольшей.

3. Численные эксперименты

На первом этапе исследования было решено провести вычислительные эксперименты по
численному нахождению наибольших значений 𝑉𝑛,𝑠. В процессе экспримента производился
направленный перебор матриц 𝐴 (9) с целью найти матрицу с наибольшим det𝐴, удовлетво-
ряющую условию (11). С деталями численных экспериментов можно ознакомиться в работе
[1].

В результате экспериментов проводимых для размерностей 3 и 4 выяснилось, что суще-
ствует множество наибольших матриц (а соотвественного и параллелепипедов) c одинаковыми
det𝐴. Поэтому было произведенно исследование с целью получить наибольшую матрицу 𝐴 с
наиболее простой структурой. Оказалось, что можно найти наибольшую матрицу 𝐴 следую-
щего вида (примеры таких матриц см. в [1])

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
0 𝑎 · · · 0 0 0 · · · 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 𝑎 0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 𝑎1 𝑎1 · · · 0 0
0 0 · · · 0 −𝑎1 𝑎1 · · · 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 0 0 0 · · · 𝑎𝑘 𝑎𝑘
0 0 · · · 0 0 0 · · · −𝑎𝑘 𝑎𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Стоит отметить следующие моменты.
Во-первых, исходя из вида матрицы 𝐴, можно описать структуру параллелепипеда 𝑉𝑛,𝑠 –

все его грани прямоугольники (причем часть из них – квадраты), ребра либо параллельны
осям координат, либо образуют с ними угол 45∘.

Во-вторых, уже для 𝑛 = 7 наибольшая матрица 𝐴*
7 может быть получена как комбинация

наибольших матриц 𝐴*
3 и 𝐴

*
4 (точные их значения см. ниже)
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𝐴*
3 =

⎛⎝ 𝛼1 0 0
0 𝛼1 𝛼1

0 −𝛼1 𝛼1

⎞⎠ .

𝐴*
4 =

⎛⎜⎜⎝
𝛼2 0 0 0
0 𝛼2 0 0

0 0
√
2𝛼2

√
2𝛼2

0 0 −
√
2𝛼2

√
2𝛼2

⎞⎟⎟⎠ .

𝐴*
7 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼3

0
0
0
0
0
0⏟ ⏞ 
𝐴*

3

0 0 0 0
𝛼3 0 0 0
0 𝛼3 0 0

0 0
√
2𝛼3

√
2𝛼3

0 0 −
√
2𝛼3

√
2𝛼3

0 0 0 0
0 0 0 0⏟  ⏞  

𝐴*
4

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
𝛼3 𝛼3

−𝛼3 𝛼3⏟  ⏞  
𝐴*

3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Вообще, для 𝑛 > 6 матрицу 𝐴*
𝑛 можно получить из 𝐴

*
𝑛−4 и 𝐴

*
4. Этот факт схож с резуль-

татом, полученным С. Крассом [9]

𝑉𝑛,𝑠𝑉𝑛′,𝑠′ ≤ 𝑉𝑛+𝑛′,𝑠+𝑠′ , (13)

только вместо знака неравенства стоит равенство.

4. Вывод оценок 𝑉𝑛,𝑠

Для нас представляют больший интерес не численные значения этих матриц, а точные. Для
их нахождения можно поступить следующим образом. Можно постараться определить точки,
в которых наибольший параллелепипед 𝑉𝑛,[𝑛/2] касается звездного тела F𝑛,[𝑛/2], выписать в
этих точках граничные условия и на их основании получить параметры параллелепипеда.

Например, рассмотрим случай 𝑛 = 3. Рассмотрим матрицу

𝐴*
3 =

⎛⎝ 𝑎 0 0
0 𝑏 𝑏
0 −𝑏 𝑏

⎞⎠ .

Посторим задачу обратную (11). Выберем набор точек в которых 𝑓3,1 должна быть ≤ 1.
Если выбрать в качестве него все точки A*

3 (набор 𝛿𝑚𝑎𝑥), то матрица гарантировано будет удо-
влетворять задаче (11). При фиксированном наборе 𝛿0 точек будет максимизировать значение
det𝐴*

3. Если det𝐴*
3 совпадет с det𝐴3 наибольшей матрицы для 𝑛 = 3, это будет означать,

что можно перейти при проверке задачи (11) от набора 𝛿𝑚𝑎𝑥 к набору 𝛿0. Сужая набор 𝛿0
до минимума, можно получить граничные точки, в которых достаточно требовать 𝑓3,1 = 1,
чтобы весь параллелепипед A*

3 находился внутри F3,1.
Проводя численные эксперименты, начав с точек со значениями координат −1, 0, 1, мы

пришли к набору, состоящему из единственной точки (1, 1, 0) (на единичном кубе; единичный
куб с помощью преобразования (10) приводится к A*

3). Эта точка, применяя (10), преобразу-
ется в точку (𝑎, 𝑏, 𝑏), что приводит нас к задаче

2𝑎𝑏2 → max,
1

2

(︀
𝑎2 + 𝑏2

)︀
𝑏 = 1.
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Решив эту задачу [1] мы получим точное значение

𝐴*
3 =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 1
0 −1 1

⎞⎠ .

.
Полученная матрица дает оценку 𝑉3,1 ≥ det𝐴*

3 = 2, что совпадает результатом Т. Кьюзика
[3].

Для 𝑛 = 5 возьмем матрицу

𝐴*
5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎 0 0 0 0
0 𝑏 𝑏 0 0
0 −𝑐 𝑐 0 0
0 0 0 𝑏 𝑏
0 0 0 −𝑏 𝑏

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (14)

В этом случае получаются более сложные граничные точки: (1, 1, 1,−1, 1),
(︀
1, 1,−1, 13 , 1

)︀
и(︀

1, 1,
√
5− 2,−1, 1

)︀
. Соответсвующая задача имеет вид

4𝑎𝑏2𝑐2 → max,
2𝑎2𝑏2𝑐 = 1,

8

27
(𝑎2 + 4𝑏2)𝑐3 = 1,(︀

3−
√
5
)︀
𝑏2
(︁
𝑎2 +

(︀
3−

√
5
)︀2
𝑏2
)︁
𝑐 = 1.

Ее решение [1]

𝑎 =

√︁
7− 3

√
5 ·

10

√︃
134 + 30

√
5)

27
, 𝑏 = 𝑎 ·

√︃ √
5− 1

8(4
√
5− 9)

, 𝑐 =
1

2𝑎2𝑏2
,

что дает оценку

Теорема 3.

𝑉5,2 ≥ det𝐴*
5 =

√︃
27
(︀
9 + 5

√
5
)︀

88
≈ 2.48831... (15)

Для 𝑛 = 6 матрица имеет вид

𝐴*
6 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎 0 0 0 0 0
0 𝑎 0 0 0 0
0 0 𝑏 𝑏 0 0
0 0 −𝑏 𝑏 0 0
0 0 0 0 𝑏 𝑏
0 0 0 0 −𝑏 𝑏

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (16)

В этом случае достаточно двух граничных точек: (1, 1, 1, 1, 1, 1) и
(︀
1, 1,

√
5− 2, 1, 1, 1

)︀
. Со-

ответсвующая задача имеет вид

4𝑎2𝑏4 → max,
1

2
𝑎2𝑏2

(︀
𝑎2 + 4𝑏2

)︀
= 1,

1

4

(︀
3−

√
5
)︀
𝑏2
(︀
𝑎2 + 4𝑏2

)︀ (︁
𝑎2 +

(︀
3−

√
5
)︀2
𝑏2
)︁
= 1.
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Ее решение [1]

𝑎 =
6

√︃
8
(︀
30
√
5− 67

)︀
11

, 𝑏 =
6

√︃
56 + 25

√
5

88
,

что дает оценку

Теорема 4.

𝑉6,3 ≥ det𝐴*
6 =

9 + 5
√
5

11
≈ 1.83458.... (17)

5. Доказательство оценок 𝑉𝑛,𝑠

Для доказательства теорем 3 и 4 воспользуемся следующими леммами. Их доказательство
не представляет сложности и носит технический характер.

Лемма 1.

max𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) = (𝑡+ 𝑥2)(𝑡+ 𝑧2)(𝑦2 + 𝑤2) = 64(56− 25
√
5),

где 𝑡 = 10
√
5− 22, при условии

−2 ≤ 𝑥+ 𝑦 ≤ 2, −2 ≤ 𝑥− 𝑦 ≤ 2.

−2 ≤ 𝑧 + 𝑤 ≤ 2, −2 ≤ 𝑧 − 𝑤 ≤ 2.

Доказательство. См. [1]. �

Лемма 2.

max𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) = (𝑡1 + 𝑦2)(𝑡2𝑥
2 + 𝑧2)|𝑤| =

64
(︀
5
√
5− 9

)︀
27

,

где 𝑡1 = 10
√
5− 22 и 𝑡2 =

26+10
√
5

27 , при условии

−2 ≤ 𝑥+ 𝑦 ≤ 2, −2 ≤ 𝑥− 𝑦 ≤ 2.

−2 ≤ 𝑧 + 𝑤 ≤ 2, −2 ≤ 𝑧 − 𝑤 ≤ 2.

Доказательство. См. [1]. �

В дальнейших рассуждениях будем рассматривать матрицы следующего вида

𝐴* =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
0 𝑎 · · · 0 0 0 · · · 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 𝑎 0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 𝑎1 𝑎1 · · · 0 0
0 0 · · · 0 −𝑎1 𝑎1 · · · 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 0 0 0 · · · 𝑎𝑘 𝑎𝑘
0 0 · · · 0 0 0 · · · −𝑎𝑘 𝑎𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Тогда задача (11) принимает вид

𝑓𝑛,[𝑛/2] =
1

2[𝑛/2]

[𝑛/2]∏︀
𝑖=1

|𝑥2𝑖 + 𝑥2[𝑛/2]+𝑖|
𝑛∏︀

𝑖=2[𝑛/2]

|𝑥𝑖| → max,⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥1𝑎
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1, · · ·

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑛−2𝑘

𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1,⃒⃒⃒⃒

⃒𝑥𝑛−2𝑘+1

2𝑎1
+
𝑥𝑛−2𝑘+2

2𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑛−2𝑘+1

2𝑎1
−
𝑥𝑛−2𝑘+2

2𝑎1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑛−1

2𝑎𝑘
+

𝑥𝑛

2𝑎𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑛−1

2𝑎𝑘
−

𝑥𝑛

2𝑎𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1.

Сделав замену

𝑥𝑖 = 𝑎𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛− 2𝑘

𝑥𝑛−2(𝑘−𝑖)−1 = 𝑎𝑖𝑦𝑛−2(𝑘−𝑖)−1, 𝑥𝑛−2(𝑘−𝑖) = 𝑎𝑖𝑦𝑛−2(𝑘−𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘
(18)

задача примет вид

𝑓𝑛,[𝑛/2] =
1

2[𝑛/2]

[𝑛/2]∏︀
𝑖=1

|𝑥2𝑖 + 𝑥2[𝑛/2]+𝑖|
𝑛∏︀

𝑖=2[𝑛/2]

|𝑥𝑖| → max,

|𝑦1| ≤ 1, · · · |𝑦𝑛−2𝑘| ≤ 1,
|𝑦𝑛−2𝑘+1 + 𝑦𝑛−2𝑘+2| ≤ 2, |𝑦𝑛−2𝑘+1 − 𝑦𝑛−2𝑘+2| ≤ 2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
|𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛| ≤ 2, |𝑦𝑛−1 − 𝑦𝑛| ≤ 2.

(19)

В этой задаче ограничения не зависят от исходной матрицы 𝐴.

Доказательство теоремы 4.

В качестве матрицы 𝐴𝑛 рассмотрим матрицу (16), записанную в виде

𝐴6 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼 0 0 0 0 0
0 𝛼 0 0 0 0
0 0 𝛼𝛽 𝛼𝛽 0 0
0 0 −𝛼𝛽 𝛼𝛽 0 0
0 0 0 0 𝛼𝛽 𝛼𝛽
0 0 0 0 −𝛼𝛽 𝛼𝛽

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

где

𝛼 =
6

√︃
8
(︀
30
√
5− 67

)︀
11

, 𝛽 =

√︃
1

10
√
5− 22

,

откуда

𝑉6,3 ≥ det𝐴6 =
9 + 5

√
5

11
.

Задача (19) примет вид

𝑓6,3 =
1

8
(𝑥21 + 𝑥24)(𝑥

2
2 + 𝑥25)(𝑥

2
3 + 𝑥26) =

=
𝛼6𝛽6

8
·

(︃
𝑦21
𝛽2

+ 𝑦26

)︃(︃
𝑦22
𝛽2

+ 𝑦25

)︃(︀
𝑦23 + 𝑦26

)︀
→ max,
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|𝑦1| ≤ 1, |𝑦2| ≤ 1,

|𝑦3 + 𝑦4| ≤ 2, |𝑦3 − 𝑦4| ≤ 2,

|𝑦5 + 𝑦6| ≤ 2, |𝑦5 − 𝑦6| ≤ 2.

Докажем, что max 𝑓6,3 ≤ 1.
Отметим, что наибольшее значение достигается, при |𝑦1| = 1. Действительно, пусть суще-

ствует максимум такой, что max 𝑓6,3 = 𝑓6,3(𝛿, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5, 𝑦6), где |𝛿| < 1. Тогда

𝑓6,3(𝛿𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5, 𝑦6) =
𝛼6𝛽6

8
·

(︃
𝛿2

𝛽2
+ 𝑦26

)︃(︃
𝑦22
𝛽2

+ 𝑦25

)︃(︀
𝑦23 + 𝑦26

)︀
≤

≤
𝛼6𝛽6

8
·

(︃
1

𝛽2
+ 𝑦26

)︃(︃
𝑦22
𝛽2

+ 𝑦25

)︃(︀
𝑦23 + 𝑦26

)︀
= 𝑓6,3(1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5, 𝑦6).

Противоречие, т.е. |𝑦1| = 1. Аналогично показывается, что |𝑦2| = 1.
Таким образом, достаточно доказать, что max 𝑓*6,3 ≤ 1, при условии

|𝑦3 + 𝑦4| ≤ 2, |𝑦3 − 𝑦4| ≤ 2, |𝑦5 + 𝑦6| ≤ 2, |𝑦5 − 𝑦6| ≤ 2. (20)

где

𝑓*6,3 =
𝛼6𝛽6

8
·

(︃
1

𝛽2
+ 𝑦24

)︃(︃
1

𝛽2
+ 𝑦25

)︃(︀
𝑦23 + 𝑦26

)︀
=
𝛼6𝛽6

8
· 𝐹1(𝑦3, 𝑦4, 𝑦5, 𝑦6),

и

𝐹1(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) =

(︃
1

𝛽2
+ 𝑎2

)︃(︃
1

𝛽2
+ 𝑐2

)︃
(𝑏2 + 𝑑2).

В силу леммы (1)
max𝐹3(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = 64(56− 25

√
5),

при ограничениях (20). Тогда

𝑓*6,3 ≤
𝛼6𝛽6

8
· 64(56− 25

√
5) = 1.

Теорема доказана. �

Доказательство теоремы 3.

Доказательство будем проводить аналогично теореме 4. В качестве матрицы 𝐴𝑛 рассмот-
рим (14), записанную в виде

𝐴5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼 0 0 0 0
0 𝛼𝛽 𝛼𝛽 0 0
0 −𝛼𝛽 𝛼𝛽 0 0
0 0 0 𝛼𝛽𝛾 𝛼𝛽𝛾
0 0 0 −𝛼𝛽𝛾 𝛼𝛽𝛾

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

где

𝛼 =

√︁
7− 3

√
5 ·

10

√︃
134 + 60

√
5

27
, 𝛽 =

√︃
1

10
√
5− 22

, 𝛾 =

√︃
27

26 + 10
√
5
.

Тогда

𝑉5,2 ≥ det𝐴5 =

√︃
27
(︀
9 + 5

√
5
)︀

88
.
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Задача (19) примет вид

𝑓5,2 =
1

4

(︀
𝑥21 + 𝑥23

)︀ (︀
𝑥22 + 𝑥24

)︀
|𝑥5| =

=
𝛼5𝛽5𝛾3

4
·

(︃
𝑦21
𝛽2

+ 𝑦26

)︃(︃
𝑦22
𝛾2

+ 𝑦24

)︃
|𝑦5| → max,

|𝑦1| ≤ 1,

|𝑦2 + 𝑦3| ≤ 2, |𝑦2 − 𝑦3| ≤ 2,

|𝑦4 + 𝑦5| ≤ 2, |𝑦4 − 𝑦5| ≤ 2.

Аналогично доказательству теоремы 4 отмечаем, что |𝑦1| = 1 и приходим к ограничениям

|𝑦2 + 𝑦3| ≤ 2, |𝑦2 − 𝑦3| ≤ 2, |𝑦4 + 𝑦5| ≤ 2, |𝑦4 − 𝑦5| ≤ 2. (21)

То есть

𝑓*5,2 =
𝛼5𝛽5𝛾3

4
·

(︃
1

𝛽2
+ 𝑦23

)︃(︃
𝑦2

𝛾2
+ 𝑦24

)︃
|𝑦5| =

𝛼5𝛽5𝛾3

4
· 𝐹2(𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5),

где

𝐹2(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) =

(︃
1

𝛽2
+ 𝑏2

)︃(︃
𝑎2

𝛾2
+ 𝑐2

)︃
|𝑑|.

В силу теоремы (2)

max𝐹2(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) =
64
(︀
5
√
5− 9

)︀
27

.

при ограничениях (21). Тогда

𝑓*5,2 ≤
𝛼5𝛽5𝛾3

4
·
64
(︀
5
√
5− 9

)︀
27

= 1.

Теорема доказана. �
Соединяя результаты (8), теоремы 4, 3 и оценку (13) можно получить общее описание

оценок 𝑉𝑛,[𝑛/2]

Следствие 1. Если 𝑛 > 2, то

𝑉𝑛,[𝑛/2] ≥ 𝑇𝑛 ·

(︃
4

3

)︃2[(𝑛−3)/4]

,

где

� если 𝑛 ≡ 3(mod4), то 𝑇𝑛 = 2;

� если 𝑛 ≡ 0(mod4), то 𝑇𝑛 =
16

9
≈ 1.77777 . . .;

� если 𝑛 ≡ 1(mod4), то 𝑇𝑛 =

√︁
27(9+5

√
5)

88 ≈ 2.48831 . . .;

� если 𝑛 ≡ 2(mod4), то 𝑇𝑛 = 9+5
√
5

11 ≈ 1.83458 . . ..
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6. Оценки 𝐶𝑛

В работе [5] были приведены следущие оценки константы наилучших диофантовых при-
ближений снизу

𝐶3 ≥
2

5
√
11

≈ 0.120605...

𝐶4 ≥
16

9
√
1609

≈ 0.044320...

𝐶5 ≥
16

207
√
53

≈ 0.010617...

𝐶6 ≥
16

9
√
184 607

≈ 0.004138...

Следствие 1 позволяют улучшить эти значения

𝐶5 ≥
3

46

√︃
3
(︀
9 + 5

√
5
)︀

1166
≈ 0.014860...

𝐶6 ≥
9 + 5

√
5

11
√
184 607

≈ 0.004269...

𝐶7 ≥
32

4 275
√
19

≈ 0.001717...

𝐶8 ≥
256

81
√
29 510 281

≈ 0.000581...

𝐶9 ≥
6

9051

√︃
3
(︀
9 + 5

√
5
)︀

506
≈ 0.000229...

𝐶10 ≥
16
(︀
9 + 5

√
5
)︀

99
√
5 939 843 699

≈ 0.000042...

7. Заключение

Данная работа является развитием подхода к оценке константы наилучших диофантовых
приближений, заложенного Г. Дэвенпортом [4], Дж. В. С. Касселсом [2], Т. Кьюзиком (см.
[3]. Применение новых идей в сочетании с эффективным использованием численных экспе-
риментов, позволило улучшить существующие оценки константы наилучших диофантовых
приближений для 𝑛 = 5 и 𝑛 = 6. При этом для получения более сильных оценок, скорее всего,
потребуются принципиально новые подходы. Косвенным признаком этого может быть полу-
ченная нами в разделе 3 информация о том, что 𝐴*

𝑛 можно представить в виде композиции
𝐴*
𝑛−4 и 𝐴

*
4.

В качестве возможного подхода по усилению оценок 𝐶𝑛 снизу можно предложить непосред-
ственную оценку значения критического определителя звездного тела F𝑛. Это нетривиальная
задача, но необходимо отметить, что в случае оценки сверху были получены достаточно об-
ширные результаты [11, 12, 13, 14, 15, 18].

Другим направление исследований может стать применение предложенного в данной рабо-
те подхода для оценки критических определителей. Задача оценки критического определителя
ограниченного тела достаточно схожа с задачей оценки 𝑉𝑛,𝑠. Нам кажется, что сочетание чис-
ленных и аналитических методов в описанном случае может дать определенные результаты.
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