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1. Введение
Ярославское отделение алгебраической школы Мартина Давидовича Гринд-

лингера сформировалось во второй половине 70-х годов прошлого века после
переезда из Тулы в Ярославль старшего (по возрасту) из авторов предлагаемо-
го вниманию читателей обзора. Исследования велись, прежде всего, в направ-
ленни установления алгоритмической неразрешимости “достаточно простых”,
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прежде всего позитивных, фрагментов элементарных теорий свободных полу-
групп, уравнений в свободных полугруппах и группах с различными “доста-
точно простыми и естественными” ограничениями на решения. Эти исследова-
ния укладываются в сформулированную в 60-е годы прошлого века Сергеем
Ивановичем Адяном общую программу “установления границы” между разре-
шимыми и неразрешимыми алгоритмическими проблемами, прояснения ответа
на вопрос “Как из алгоритмической разрешимости возникает алгоритмическая
неразрешимость?”. Один из авторов обзора входит в состав Ведущей научной
школы академика С. И. Адяна и принимал посильное участие в выполнении
исследований по грантам, полученным этой школой.

2. Алгоритмическая неразрешимость простых
фрагментов элементарных теорий свободных
полугрупп
Обозначим через Πn свободную полугруппу ранга n со свободными образу-

ющими a1, ..., an. Как обычно в случае n = 2, 3 вместо a1 и a2 пишем a, b и c
соответственно.

Исследование элементарной теории свободной полугруппы было начато
В. Куайном, который еще в 1946 г. [1] доказал, что при n > 2 элементарная
теория свободной полугруппы Πn алгоритмически неразрешима.

После этого был почти 30-летний перерыв и лишь с начала 70-ых годов по-
явились работы, в которых основное внимание уделялось исследованию вопроса
об алгоритмической разрешимости фрагментов элементарных теорий свобод-
ных полугрупп.

В 1973 г. нами [4], [5] доказана неразрешимость фрагмента элементарной тео-
рии свободной полугруппы Πn при n > 2, состоящего из позитивных формул,
т. е. формул без отрицания, с кванторной приставкой типа ∃∀ ∃3. С. С. Марчен-
ков в работе [7] доказал неразрешимость позитивной ∀∃4 - теории свободной по-
лугруппы, это улучшает результат работы [4] с точки зрения числа кванторных
блоков в рассматриваемых формулах, но при этом общее число используемых
кванторов в работах [4] и [7] одно и тоже. В работе [8] нами доказана алгорит-
мическая неразрешимость позитивной ∀∃3 - теории свободной полугруппы Πn

при n > 2, что усиливает результаты работ [4], [5] и [7].
В описанных выше исследованиях основное внимание уделялось лишь кван-

торным приставкам рассматриваемых формул. При этом бескванторная часть
формул из работ [4] и [5] была достаточно простой, что нельзя сказать о бес-
кванторных частях формул из работ [7] и [8]: сами формулы имели вид

(∀x)(∃y1) . . . (∃yt)
m
∨
i=1

wi(x, y1, . . . , yt, a, b) = ui(x, y1, . . . , yt, a, b),

где wi(x, y1, . . . , yt, a, b) и ui(x, y1, . . . , yt, a, b) (1 6 i 6 m) – слова в алфавите
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{x, y1, . . . , yt, a, b}, t = 4 в работе [7], а в работе [8] t = 3. Однако в обеих этих
работах m достаточно большое.

В последнее время нам удалось получить дальнейшее продвижение в иссле-
довании этого вопроса с точки зрения упрощения бескванторной части доказав,
что

невозможно создать алгоритм, позволяющий по произвольной позитивной
формуле вида

(∀x)(∃y1) . . . (∃y5)w(x, y1, . . . , y5, a, b) = u(x, y1, . . . , y5, a, b),

где w(x, y1, . . . , y5, a, b) и u(x, y1, . . . , y5, a, b) – слова в алфавите {x, y1, . . . , y5, a, b},
определить, истинна ли она на свободной полугруппе Π2.

Во всех указанных выше работах авторы придерживались фактически
"классического" понимания кванторов общности ∀ и существования ∃. Наша
попытка “конструктивного” понимания кванторов привела к доказательству
следующего утверждения.

Определим на словах в произвольном алфавите Σ два отношения < и ⊂:

U < V ⇐⇒ слово U — начало слова V,
U ⊂ V ⇐⇒ слово U — подслово слова V.

Можно построить такую формулу Φ(w) с одной свободной переменной w,
имеющую вид

(∃ v) (∀x)x<t (∃x1)x1⊂t1 . . . (∃ x9)x9⊂t9 U = V,

где t, t1, . . ., t9, U и V – слова в алфавите

{w, v, x, x1, ..., x9, a, b, c},

что не существует алгоритма, позволяющего по произвольному элементу W
полугруппы Π2 определить истинна ли на полугруппе Π3 формула Φ(W ).

В работе [9] нами установлена алгоримимческая неразрешимость простого
фрагмента позитивной теории с одной константой свободной полугруппы
ранга 2.

3. Уравнения в свободных полугруппах

Первые результаты в исследовании систем уравнений в свободных полугруп-
пах, получивших названия уравнения в словах были получены А. А. Марковым
и Ю. И. Хмелевским [10] в конце 60-х годов.
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В эти же годы было начато изучение систем уравнений в словах и длинах,
т. е. систем вида

k

&
i=1

wi = ui & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj|,

где через |x| = |y| обозначен предикат “длины слов x и y равны”.
Первые результаты в исследовании систем уравнений в словах и длинах бы-

ли получены в начале 70-х годов в работах Ю. В. Матиясевича [11] и Н. К. Ко-
совского [12], [13], [14].

В 1972-73 годах мы начали рассматривать системы уравнений в словах и
длинах с дополнительным предикатом |x|a = |y|a – “проекции слов x и y на
выделенную букву a равны”. В работе [15], вышедшей из печати в 1974 году,
нами, в частности, доказано, что

можно указать такое однопараметрическое семейство систем уравнений
в свободной полугруппе Π2,

w ( x, x1, . . . , xn, a, b ) = v ( x, x1, . . . , xn, a, b )&

&
{i,j}∈A

(|xi| = |xj|& |xi|a = |xj|a)

с неизвестными x1, ..., xn, с константами a и b и с параметром x, где A
– некоторое подмножество множества M(n) = {{t, s} | 1 6 t, s 6 n} всех
неупорядоченных пар натуральных чисел, не превосходящих n, что невозмо-
жен алгоритм, позволяющий для произвольного натурального числа m опре-
делить, имеет ли решение уравнение

w ( am, x1, . . . , xn, a, b ) = v ( am, x1, . . . , xn, a, b )&

&
{i,j}∈A

(|xi| = |xj|& |xi|a = |xj|a).

В этой же работе отмечалось, что аналогичный результат остается верным, если
предикат |x| = |y|& |x|a = |y|a заменить предикатом |x|b = |y|b& |x|a = |y|a.

Аналогичный результат содержался в опубликованной в 1988 году работе
J. R. Buchi и S. Senger [16].

В 1976 году Г. С. Маканин получил в теории уравнений в словах фундамен-
тальный результат, который был опубликован в 1977 году в работах [20] и [21], –
он построил алгоритм, позволяющий по произвольной системе уравнеий в сво-
бодной полугруппе Πm определить, имеет ли она решение. Несколько позже в
работе [37] Г. С. Маканин построил алгоритм, позволяющий по произвольной
системе уравнений в свободной группе Fm определить, имеет ли она решение.

После фундаментальных результатов Г. С. Маканина особый интерес стал
представлять вопрос о существовании аналогичных алгоритмов для уравнений
в свободных полугруппах и группах с различными “не слишком сложными” и
“достаточно естественными” ограничениями на решения.

В серии работ [22], [23], [24], [25] и [26] нами рассматривались ограничения
на решения типа x ∈ L, где L – некоторый “не слишком сложный” и “достаточно
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естественный” язык. В качестве таких языков рассматривались, прежде всего,
язык L1, состоящий из всех таких слов в алфавите {a, b}, в которых число
вхождений буквы a равно числу вхождений буквы b, и язык L2, состоящий из
всех таких слов в алфавите {a, b}, в которых число вхождений буквы a в два
раза больше числа вхождений буквы b.

Были доказаны, в частности, следующие теоремы.

Теорема 1. Можно указать такое однопараметрическое семейство урав-
нений с ограничениями на решения в свободной полугруппе Π2,

w ( x, x1, . . . , xn, a, b ) = v ( x, x1, . . . , xn, a, b ) &
p

&
i=3

(xi ∈ L1) &

|x1| = |x2|

с неизвестными x1, ..., xn, с константами a и b и с параметром x, что
невозможен алгоритм, позволяющий для произвольного натурального числа
m определить, имеет ли решение уравнение

w ( am, x1, . . . , xn, a, b ) = v ( am, x1, . . . , xn, a, b ) &
p

&
i=3

(xi ∈ L1) &

|x1| = |x2|.

Теорема 2. Можно указать такое однопараметрическое семейство урав-
нений с ограничениями на решения в свободной полугруппе Π2,

w ( x, x1, . . . , xn, a, b ) = v ( x, x1, . . . , xn, a, b ) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| &

x1 ∈ L1

с неизвестными x1, ..., xn, с константами a и b и с параметром x, где A
– некоторое подмножество множества M(n) = {{t, s} | 1 6 t, s 6 n} всех
неупорядоченных пар натуральных чисел, не превосходящих n, что невозмо-
жен алгоритм, позволяющий для произвольного натурального числа m опре-
делить, имеет ли решение уравнение

w ( am, x1, . . . , xn, a, b ) = v ( am, x1, . . . , xn, a, b ) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| &

x1 ∈ L1.

Теорема 3. Можно указать такое однопараметрическое семейство си-
стем уравнений с ограничениями на решения в свободной полугруппе Π2,

w ( x, x1, . . . , xn, a, b ) = v ( x, x1, . . . , xn, a, b )&
t

&
i=2

(xi ∈ L1)&

x1 ∈ L2
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с неизвестными x1, ..., xn, с константами a и b и с параметром x, что
невозможен алгоритм, позволяющий для произвольного натурального числа
m определить, имеет ли решение система уравнений

w ( am, x1, . . . , xn, a, b ) = v ( am, x1, . . . , xn, a, b )&
t

&
i=2

(xi ∈ L1)&

x1 ∈ L2.

Введем в рассмотрение язык L ⊆ Π3: L = (L1c)
p(L2c)

q.

Теорема 4. Можно указать такое однопараметрическое семейство урав-
нений с ограничениями на решения в свободной полугруппе Π3,

W (x, x1, . . . , xn+1, a, b, c) = V (x, x1, . . . , xn+1, a, b, c)&

& xn+1 ∈ L.

с неизвестными x1, ..., xn+1, с константами a, b и c и с параметром x, что не
существует алгоритма, позволяющего для произвольного натурального числа
m определить, имеет ли решение уравнение

W ( am, x1, . . . , xn+1, a, b, c) = V ( am, x1, . . . , xn+1, a, b, c)&

& xn+1 ∈ L.

Естественно возникает вопрос о возможности замены в определенном смыс-
ле "достаточно искусственного" языка L = (L1c)

p(L2c)
q на "более естествен-

ный".
В серии работ [27], [28] и [29] мы рассматривали системы уравнений в свобод-

ных полугруппах с эндоморфизмами и автоморфизмами. Эта тематика ведет
свое начало от работ Уайтхэда [30] по проблеме автоморфной сводимости для
наборов элементов свободной группы. В этих работах нами установлена алго-
ритмическая неразрешимость ряда проблем для систем уравнений в свободных
полугруппах в словах, длинах и с эндоморфизмами и автоморфизмами.

В работе [22] нами установлена NP-полнота проблемы эндоморфной своди-
мости для элементов свободной полугруппы счетного ранга.

4. Уравнения в свободных группах
Изучение уравнений и их систем в свободных группах было начато в се-

редине прошлого века прежде всего американскими математиками в связи с
исследованиями по проблеме А. Тарского относительно элементарных теорий
свободных групп [32], [33], [34] и [35]. Важные результаты в этой области были
получены Ю. И. Хмелевским [36].
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В 1982 году Г. С. Маканин получил в теории уравнений в свободных груп-
пах фундаментальный результат [37] – он построил алгоритм, позволяющий по
произвольной системе уравнений в свободной группе Fm определить, имеет ли
она решение. А. А. Разборов [39] построил описание множества всех решений
для произвольного разрешимого в свободной группе уравнения.

После фундаментальных результатов Г. С. Маканина особый интерес стал
представлять вопрос о существовании аналогичных алгоритмов для уравнений
в свободных группах с различными “не слишком сложными” и “достаточно есте-
ственными” ограничениями на решения.

В серии работ [15], [41], [42], [43], [44] и [45] нами рассматривались ограниче-
ния на решения типа x ∈ F (m)

n , где F (m)
n – m-ый коммутант свободной группы

Fn.
Были доказаны, в частности, следующие теоремы.

Теорема 5. В свободной группе F2 со свободными образующими a и b
можно построить такое уравнение

w ( x, x1, . . . , xn, a, b ) = 1

с неизвестными x1, x2,..., xn, константами a и b и параметром x, что не
существует алгоритма, позволяющего для произвольного натурального числа
k определить, существует ли решение уравнения

w ( ak, x1, . . . , xn, a, b ) = 1,

удовлетворяющее условию

x1 ∈ F
(1)
2 , . . . , xt ∈ F

(1)
2 ,

где t – некоторое фиксированное число между 1 и n.

Теорема 6. В свободной группе F2 со свободными образующими a и b
можно построить такое уравнение

w ( x, x1, . . . , xn, a, b ) = 1

с неизвестными x1, x2,..., xn, константами a и b и параметром x, что не
существует алгоритма, позволяющего для произвольного натурального числа
k определить, существует ли решение уравнения

w ( ak, x1, . . . , xn, a, b ) = 1,

удовлетворяющее условию
x1 ∈ F

(2)
2 .
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Теорема 7. В свободной группе F3 со свободными образующими a, b и c
можно построить такое уравнение

w ( x, x1, . . . , xn, a, b, c ) = 1

с неизвестными x1, x2,..., xn, константами a, b и c и параметром x, что не
существует алгоритма, позволяющего для произвольного натурального числа
k определить, существует ли решение уравнения

w ( ak, x1, . . . , xn, a, b, c ) = 1,

удовлетворяющее условию
x1 ∈ P3,

P3 – подгруппа чистых или гладких элементов группы F3.

По аналогии с группами кос элемент свободной группы Fn мы называем
чистым или гладким элементом, если при удалении из его записи любого об-
разующего элемента группы Fn он обращается в единицу. Множество Pn всех
гладких элементов свободной группы Fn является ее нормальной подгруппой,
но бесконечного индекса.

В связи с рассматриваемым вопросом отметим результаты, получен-
ные А. Ш. Малхасяном в работе [40].

5. Уравнения в свободной группе, разрешенные
относительно неизвестных

В ряде работ, например, [32], [33] и [36] рассматривались уравнения в сво-
бодных группах, разрешенные относительно неизвестных, т.е. уравнения вида
w(x1, . . . , xm) = g(a1, . . . , an). При этом считалось, что проблема разрешимости
для таких уравнений “проще”, чем проблема разрешимости для произвольных
уравнений. Однако нами доказана [46] следующая теорема.

Теорема 8. По произвольному уравнению w(x1, ..., xn, a, b) = 1 (1) в сво-
бодной группе F2 со свободными образующими a и b можно построить такое
разрешенное относительно неизвестных уравнение u(x1, ..., xn, xn+1, xn+2) =
[a, b] (2), где u(x1, ..., xn, xn+1, xn+2) – групповое слово в алфавите неизвест-
ных {x1, ..., xn, , xn+1, xn+2}, а [a, b] – коммутатор элементов a и b, т.е. [a, b] =
a−1b−1ab, что уравнение (1) имеет решение в свободной группе F2 тогда и
только тогда, когда имеет решение уравнение (2).

Это позволило нам доказать следующие теоремы [47], [48].
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Теорема 9. В свободной группе F2 со свободными образующими a и b
можно построить такое семейство разрешенных относительно неизвестных
уравнений

w (x, x1, . . . , xn ) = [ a, b ],

где w ( x, x1, . . . , xn ) – групповое слово в алфавите неизвестных x, x1, x2,...,
xn, что не существует алгоритма, позволяющего для произвольного нату-
рального числа k определить, существует ли решение уравнения

w (xk, x1, . . . , xn ) = [ a, b ],

удовлетворяющее условию

x1 ∈ F
(1)
2 , . . . , xt ∈ F

(1)
2 ,

где t – некоторое фиксированное число между 1 и n.

Теорема 10. Невозможен алгоритм, позволяющий по произвольному
уравнению вида

w ( x1, ..., xn ) = [a, b]

в свободной группе F2 определить, имеет ли оно такое решение g1, ..., gn, что

g1 ∈ F
(2)
2 .

Теорема 11. Проблема разрешимости в свободной группе F2 для уравне-
ний вида w(x1, . . . , xn) = [a, b], где w(x1, . . . , xn) – слово в алфавите неизвест-
ных, а [a, b] – коммутатор свободных образующих a и b группы F2 является
NP -трудной.

Используя предыдущие результаты, в работе [51] показывается, что комму-
тант свободной нециклической группы не является формульной подгруппой,
что дает ответ на один вопрос А. И. Мальцева из “Коуровской тетради” [52] .

Теорема 12. При любом m > 2 невозможно построить формулу CFm(x)
языка первого порядка с равенством групповой сигнатуры, содержащей обо-
значения для групповой операции ·, обращения −1 и константные символы для
свободных образующих a1, ..., am, с одной свободной переменной x такую, что
для произвольного элемента g свободной группы Fm справедлива эквивалент-
ность:

формула CFm(g) истинна на группе Fm тогда и только тогда, когда эле-
мент g принадлежит коммутанту F (1)

m группы Fm.

В заключение этого раздела отметим еще один результат.
В работе [49] установлена финитная неаппроксимируемость свободных групп

относительно разрешимости произвольных уравнений. Ранее была известна
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финитная аппроксимируемость свободных групп относительно разрешимости
уравнений вида xn = g, [x, y] = g и x−1hx = g, где g и h – элементы свободной
группы, а x и y – неизвестные.

В работе [50] нами построено уравнение вида

w(x1, . . . , x6) = [a, b],

где a и b – свободные образующие свободной группы F2, которое не имеет ре-
шения в этой группе, но имеет решение в любой ее конечной факторгруппе.

6. Об уравнениях и их системах в свободных ниль-
потентных и свободных метабелевых группах

В работе [53] установлена неразрешимость позитивной ∃-теории произволь-
ной нециклической свободной нильпотентной группы, в частности, свободной
нильпотентной группы ступени нильпотентности 2 и ранга 2. Этот результат
можно рассматривать как уточнее известного результата А. И. Мальцева [54] о
неразрешимости элементарной теории произвольной нециклической свободной
нильпотентной группы и как некоторое дополнение к результатам Романько-
ва В. А. [55], установившего, в частности, алгоритмическую неразрешимость
проблемы существования решения для уравнений, разрешенных относитель-
но неизвестных, в свободных нильпотентных группах ступени нильпотентности
> 9 и достаточно большого ранга. В работе Репина Н. Н. [57] установлена, в
частности, алгоритмическая неразрешимость проблемы существования реше-
ния для уравнений в свободных нильпотентных группах ступени нильпотент-
ности 5 и ранга 2. В то же время в работе [53] нами доказана алгоритмическая
разрешимость проблемы существования решения для уравнений в свободной
нильпотентной группе ступени нильпотентности 2 и ранга 2 и алгоритмиче-
ская неразрешимость проблемы существования решения для систем уравнений
в этой группе. Эта группа может быть задана двумя образующими элемента-
ми и двумя определяющими соотношениями. Базируясь на результатах работы
[53], Репин Н. Н. [57] построил группу с тремя образующими элементами и дву-
мя определяющими соотношениями, для которой алгоритмически неразрешима
проблема существования решения для уравнений. Дальнейшее продвижение в
этих исследованиях в статье В. Э. Шпильрайна [58].

В работе [59] нами установлена алгоритмическая неразрешимость пробле-
мы эндоморфной сводимости для наборов элементов свободной нильпотентной
группы ступени нильпотентности 2 и достаточно большого ранга и алгоритми-
ческая разрешимость проблемы эндоморфной сводимости для наборов элемен-
тов свободной нильпотентной группы ступени нильпотентности 2 и ранга 2. Эти
результаты можно рассматривать в качестве дополнения к результатам Романь-
кова В. А. [55] об алгоритмической неразрешимости проблемы эндоморфной
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сводимости для элементов свободных нильпотентных группах ступени нильпо-
тентности > 9 и достаточно большого ранга.

Дальнейшее развитие этой тематики в работе [60].
В работе [61] мы исследовали на свободной метабелевой группе ранга 2 урав-

нение zxyx−1y−1z−1 = aba−1b−1 из работы А. И. Мальцева [62], рассматривав-
шего это уравнение на свободной группе ранга 2. Мы называем это уравне-
ние уравнением Мальцева – Нильсена. Нам удалось доказать, что для свобод-
ной метабелевой группы ранга 2 справедлива теорема, аналогичная теореме
А. И. Мальцева для свободной группы:

элементы x и y свободной метабелевой группы со свободными образую-
щими a и b являются ее свободными образующими тогда и только тогда
разрешимо относительно z одно из уравнений zxyx−1y−1z−1 = aba−1b−1 или
zxyx−1y−1z−1 = bab−1a−1.

Это позволило нам в работе [65] доказать алгоритмическую неразрешимость
позитивной ∃-теории с одной константой [a, b] свободной разрешимой группы, а
значит и неразрешимость позитивной ∀2∃m-теории этой группы. Эти результа-
ты можно рассматривать как уточнение известного результата А. И. Мальцева
[63] о неразрешимости элементарной теории свободной разрешимой неабелевой
группы. Они дополняют результат В. А. Романьков [64] об алгоритмической
неразрешимости вопроса о существовании решений для уравнений в свободной
метабелевой группе ранга 2, разрешенных относительно неизвестных.

7. О проблеме А. Тарского для разрешимых групп

В работе Ю. И. Мерзлякова [66] было доказано, что позитивные теории
любых двух свободных нециклических групп совпадают.

В работе [2] нами было установлено, если все группы многообразия групп U
являются разрешимыми, то позитивные теории любых двух свободных групп
этого многообразия U различных конечных рангов различны.

Этот результат позже усиливался и уточнялся в работах [67], [68] и [69].
Близкие вопросы исследованы в работах Sacerdote G. S. [70] и [71].

8. Об ограниченных элементарных теориях линей-
ных групп

На основе полученных Л. С. Казариным [73] результатов о связи порядков
элементов симметрических групп S(n) и S(n + 1), линейных групп GL(n, Z) и
GL(n+1, Z), SL(n, Z) и SL(n+1, Z) в работе [73] исследован вопрос об универ-
сальной эквивалентности этих групп. Эти результаты можно рассматривать как
некоторое уточнение результатов А. И. Мальцева [72] об элементарных теориях
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линейных групп. В работах [74] и [75] установлена алгоритмическая неразреши-
мость некоторых ограниченных теорий групп SL(n, Z) и GL(n, Z) при n > 3.

9. О подгруппах с тождествами фуксовых групп
В монографии Р. Линдона и П. Шуппа [76] дано описание абелевых подгрупп

произвольных F -групп.
В работе [77] дано описание строения подгрупп с тождествами F -групп. А в

работе [78] в качестве уточнения этого описания доказаны теоремы:

Теорема 13. Для подгрупп фуксовых групп выполняется усиленный ва-
риант альтернативы Титса:

произвольная подгруппа H фуксовой группы либо является разрешимой
ступени 6 3 или знакопеременной группой A(5), либо H содержит подгруппу,
изоморфную свободной группе ранга 2.

Теорема 14. На подгруппе H произвольной фуксовой группы G не выпол-
няется нетривиальное тождество тогда и только тогда, когда H содержит
подгруппу, изоморфную свободной группе ранга 2.

Н. Н. Репин [80] показал, что в группах кос B3 и B4, в отличии от симметри-
ческих групп, произведение двух коммутаторов может не быть коммутатором.

В работе [79] установлено, что коммутанты групп кос B3 и B4, как и любая
вербальная подгруппа этих групп имеют бесконечную ширину. При этом мы
опирались на работы Sacerdote G. S. [70] и [71].

В работе [92] В. Г. Бардаков совершенно другими методами доказал беско-
нечность ширины любой вербальной подгруппы любой группы кос B(n).

В ряде работ рассматривался вопрос о разложимости групп кос B(n) в сво-
бодное произведение с объединением. В работе [84] нами исследован вопрос о
разложимости в свободное произведение факторгрупп групп кос B(n) и линей-
ных групп SL(n, Z) и GL(n, Z).

В работах [85] и [86] установлена алгоритмическая неразрешимость неко-
торых, в том числе позитивных, фрагментов элементарной теории свободной
нециклической группы в сигнатуре, расширенной функцией длины. Эти ре-
зультаты усиливают результаты работы [87] Huber-Dyson V. о неразрешимости
элементарной теории свободной нециклической группы в сигнатуре, расширен-
ной функцией длины и связаны с тематикой работы [88] А. Г. Мясникова и
В. Н. Ремесленникова.

10. Заключение
Исследования в Ярославском отделении алгебраической школы Мартина

Давидовича Гриндлингера по ряду причин переключились на применение ал-
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гебраических методов в криптографии. О полученных в этой области результа-
тах, в частности, об алгебраических подходах к построению криптографических
алгоритмов речь пойдет в следующем обзоре.
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