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Аннотация

В этой статье мы рассматриваем аффинно-рациональные аналоги задачи Нелсона-
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Abstract

In this paper, we consider affine-rational analogs of Nelson–Hadwiger problem on finding
the chromatic number of the rational space and Borsuk’s problem on partitioning into parts
of smaller diameter. New lower bounds are proved. In particular, bounds on the minimum
dimension of a counterexample to Borsuk’s conjecture are found.
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1. Введение

В 1950 году Э.Нелсон и Г.Хадвигер рассмотрели задачу о нахождении хроматического
числа пространства R𝑛 – минимального количества 𝜒(R𝑛) цветов, необходимого для такой
покраски всех точек R𝑛, чтобы никакие две точки одного цвета не находились на расстоянии
1. Точное значение 𝜒(R𝑛) найдено только при 𝑛 = 1: 𝜒(R) = 2. В остальных размерностях
точных значений не известно, но известны различные оценки (см. [1]–[21]).

В 1976 году М.Бенда и М.Перлес определили аналогичным образом величину 𝜒(Q𝑛) и
нашли её в размерностях 2, 3 и 4 (см. [22]). Различные оценки величины 𝜒(Q𝑛) можно найти
в статьях [1], [20], [23]–[27].

Для удобства дальнейших рассуждений рассмотрим величину 𝜒(𝐴) – минимальное количе-
ство цветов, необходимое для покраски всех точек множества 𝐴, чтобы никакие точки одного
цвета не находились на расстоянии 1.

В работе [28] было введено в некотором смысле промежуточное по отношению к 𝜒(Q𝑛)
и 𝜒(R𝑛) аффинное хроматическое число рационального пространства 𝜒aff(Q𝑛), определяемое
следующим образом:

𝜒aff(Q𝑛) = max
𝑚

max
𝐴⊂Q𝑚,affdim𝐴≤𝑛

𝜒(𝐴),

где affdim𝐴 – размерность минимального аффинного пространства, содержащего 𝐴. Разни-
ца заключается в том, что рассматриваемые множества 𝐴 лежат в некотором рациональном
пространстве большей размерности, но “настоящая” размерность подпространства не превос-
ходит 𝑛. Однако “внутренние” координаты в этом подпространстве уже не будут рациональ-
ными.

В работе [29] было введено следующее определение

Определение 8. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸), 𝑉 ⊆ R𝑛, называется
√
𝑄-графом единичных рассто-

яний, если для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 имеет место |𝑥 − 𝑦|2 ∈ Q и для любого ребра (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸
выполняется |𝑥− 𝑦| = 1.

В статье [29] была доказана важная теорема, гласящая, что 𝜒aff(Q𝑛) = 𝜒√
𝑄(R𝑛), где

𝜒√
𝑄(R𝑛) = max

{︁
𝜒(𝐺) : 𝐺−

√︀
𝑄-граф единичных расстояний в R𝑛

}︁
.
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Также работа [29] мотивирует введение величины 𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛), равной

max
{︁
𝜒(𝐺) : 𝐺−

√︀
𝑄-граф единичных расстояний в R𝑛 и 𝐾𝑛+1 ⊆ 𝐺

}︁
,

где 𝐾𝑛+1 – полный граф на 𝑛+ 1 вершинах, т.е. полноразмерный правильный симплекс в R𝑛.
В статье [29] было доказано, что 𝜒√

𝑄,Δ(R2) = 3, 𝜒√
𝑄,Δ(R3) = 4, и выдвинута гипотеза, что

𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛) = 𝑛 + 1. Но, как и следовало ожидать в подобной ситуации, гипотеза не подтвер-

дилась.
Более того, имеет место серия результатов, которые мы сформулируем и докажем в разделе

2.
Еще одна классическая проблема комбинаторной геометрии, тесно связанная с задачами о

хроматических числах пространств, – это проблема Борсука о разделении множеств на части
меньшего диаметра.

Обозначим 𝑏(𝑛) минимальное число частей меньшего диаметра, на которые разбивается
любое ограниченное множество в R𝑛. Классическая гипотеза Борсука заключается в том, что
𝑏(𝑛) = 𝑛+ 1. На данный момент известно, что гипотеза верна при 𝑛 ≤ 3 и неверна при 𝑛 ≥ 64
(см. [1], [4], [8], [10], [11], [30]–[33]).

В настоящей работе мы рассмотрим следующий аналог числа Борсука:

𝑓(𝑛) = max
𝐴⊂R𝑛,diam𝐴=1

𝜒(𝐴).

Отметим, что величина 𝑓(𝑛) может не равняться 𝑏(𝑛), т.к. разбить множество на части
меньшего диаметра – это, вообще говоря, не то же самое, что раскрасить его точки без нахож-
дения точек одного цвета на расстоянии 1: для конечных множеств 𝐴 это верно, но, например,
даже для сферы 𝑆𝑛 ⊂ R𝑛+1 величина 𝜒(𝑆𝑛) равна 2, тогда как частей меньшего диаметра
нужно 𝑛+ 2.

Правильным аналогом величины 𝑓(𝑛) в рациональном случае послужит величина

𝑔(𝑛) = max
𝐴⊂Q𝑛,diam𝐴=1

𝜒(𝐴).

Наконец, по аналогии с хроматическим числом, введем аффинно-рациональное число Бор-
сука, которое равно

ℎ(𝑛) = max
𝑚

max
𝐴⊂Q𝑚,diam𝐴=1,affdim𝐴≤𝑛

𝜒(𝐴).

Аффинно-рациональный аналог гипотезы Борсука заключается в том, что ℎ(𝑛) = 𝑛 + 1.
Но, как и следовало ожидать по аналогии с вещественным случаем, гипотеза неверна. В статье
[34] доказано, что она неверна при 𝑛 ∈ [561, 757] ∪ [903,∞).

В разделе 3 мы сначала объясним, как убрать “зазор” между 757 и 903, а потом докажем,
что эта гипотеза неверна во всех размерностях, начиная с 65.

2. Аффинное хроматическое число Q𝑛

В этом разделе мы опровергнем гипотезу, что 𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛) = 𝑛+ 1.

На самом деле, верна следующая теорема

Теорема 1. 𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛) ≥ 𝜒(Q𝜔(𝑛)−1), где 𝜔(𝑛) – наибольшее количество точек в

Q𝑛, образующих симплекс со стороной 1. Если выполнено условие, что 𝜔(𝑛) = 𝑛 + 1, то
𝜒√

𝑄,Δ(R𝑛) = 𝜒(Q𝑛).

Выпишем для небольших 𝑛 значения 𝜔(𝑛) и 𝜒(Q𝑛) (см. [35], [36]).
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𝑛 1 2 3 4 5 6 7 8
𝜔(𝑛) 2 2 2 4 4 6 8 9
𝜒(Q𝑛) 2 2 2 4 ≥ 8 ≥ 8 ≥ 9 ≥ 10

Из этого выводим, что
𝜒√

𝑄,Δ(R6) ≥ 𝜒(Q6−1) ≥ 8,

в связи с чем получаем противоречие с гипотезой. Как мы упоминали ранее, в статье [29]
доказано, что 𝜒√

𝑄,Δ(R2) = 3 и 𝜒√
𝑄,Δ(R3) = 4. Вопрос, верна ли гипотеза в размерностях 4 и

5, все еще остается открытым.
Поскольку 𝜔(𝑛) ≥ 𝑛−2, то при устремлении 𝑛 к бесконечности получим, что (см. [25], [26])

𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛) ≥ 𝜒(Q𝑛−3) ≥ (1.199 + 𝑜(1))𝑛 .

Но поскольку существует бесконечно большая последовательность {𝑛𝑘} такая, что
𝜔(𝑛𝑘) = 𝑛𝑘 + 1, то при бесконечном количестве 𝑛 верно, что 𝜒√

𝑄,Δ(R𝑛) = 𝜒(Q𝑛).
Для доказательства теоремы 1 нам понадобится следующая лемма

Лемма 1 (Соколов, [29]). Пусть 𝐺 —
√
𝑄-граф в R𝑛 такой, что affdim𝐺 = 𝑛. Выберем

в нем множество вершин 𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 ∈ 𝐺 общего положения. Тогда для любой вершины
𝑥 ∈ 𝐺 верно, что −→𝑣0𝑥 = 𝜆1

−−→𝑣0𝑣1 + . . .+ 𝜆𝑛
−−→𝑣0𝑣𝑛, где 𝜆𝑖 ∈ Q.

Также нам понадобится “обратная” лемма.

Лемма 2. Пусть 𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 – точки общего положения в R𝑛, образующие
√
𝑄-граф.

Пусть для каждой вершины 𝑥 графа 𝐺 = (𝑉,𝐸), 𝑉 ⊂ R𝑛 верно, что −→𝑣0𝑥 = 𝜆1
−−→𝑣0𝑣1+. . .+𝜆𝑛

−−→𝑣0𝑣𝑛,
где 𝜆𝑖 ∈ Q. Тогда 𝐺 является

√
𝑄-графом.

Доказательство. Для начала заметим, что для любых 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 выполнено

(−−→𝑣0𝑣𝑖,−−→𝑣0𝑣𝑗) =
|𝑣0 − 𝑣𝑖|2 + |𝑣0 − 𝑣𝑗 |2 − |𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 |2

2
∈ Q.

Также для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 выполнено

(−→𝑣0𝑥,−→𝑣0𝑦) =

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖
−−→𝑣0𝑣𝑖,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗
−−→𝑣0𝑣𝑗

⎞⎠ =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜆𝑖𝜇𝑗 (−−→𝑣0𝑣𝑖,−−→𝑣0𝑣𝑗) ∈ Q.

Наконец, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 верно |𝑥− 𝑦|2 = |𝑣0 − 𝑥|2 + |𝑣0 − 𝑦|2 − 2 (−→𝑣0𝑥,−→𝑣0𝑦) ∈ Q, что и
означает, что 𝐺 является

√
𝑄-графом. 2

Теперь докажем теорему.
Доказательство. [Доказательство теоремы 1]

Рассмотрим полноразмерный симплекс 𝑆 со стороной 1 в R𝑛 такой, что 𝜔(𝑛) его вершин
рациональны. Обозначим через 𝑇 симплекс, образованный этими рациональными вершина-
ми. Пусть 𝑉 – рациональное подпространство размерности 𝜔(𝑛)− 1, содержащее 𝑇 . Несложно
видеть, что 𝑉 изоморфно Q𝜔(𝑛)−1. Рассмотрим рациональный дистанционный граф 𝐺 ⊂ 𝑉 та-
кой, что 𝜒(𝐺) = 𝜒(Q𝜔(𝑛)−1), его существование нам гарантирует теорема Эрдеша – Де Брёйна
(см. [38]). Рассмотрим граф 𝐻 = 𝐺 ∪ 𝑆. Каждая его вершина рационально выражается через
вершины симплекса 𝑆, а значит, по лемме 2, он является

√
𝑄-графом. Тогда

𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛) ≥ 𝜒(𝐻) ≥ 𝜒(𝐺) = 𝜒(Q𝜔(𝑛)−1).

Докажем теперь вторую часть утверждения теоремы. Пусть натуральное число 𝑛 таково,
что 𝜔(𝑛) = 𝑛+1. Рассмотрим граф 𝐺 такой, что 𝜒(𝐺) = 𝜒√

𝑄,Δ(R𝑛), пусть также 𝑆 – полнораз-
мерный симплекс, содержащийся в 𝐺. Расположим граф 𝐺 таким образом, чтобы вершины
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симплекса 𝑆 стали рациональными. Заметим, что по лемме 1 все вершины графа 𝐺 также
будут рациональными. Таким образом, 𝐺 – дистанционный граф в Q𝑛. Тогда

𝜒(Q𝑛) ≥ 𝜒(𝐺) = 𝜒√
𝑄,Δ(R𝑛).

Обратное неравенство следует из первой части теоремы. 2

3. Аффинно-рациональная проблема Борсука

3.1. Формулировки результатов

В этом разделе мы будем строить контрпримеры к аффинно-рациональной гипотезе Бор-
сука.

В параграфе 3.2 мы рассмотрим конструкцию из статьи [34], дающую контрпримеры к
гипотезе в размерностях 𝑛 ∈ [561, 757]. Далее мы научимся “поднимать” контрпримеры в
бо́льшую размерность, что позволит опровергнуть аффинно-рациональную гипотезу Борсука
для всех 𝑛 ≥ 561.

В параграфе 3.3 мы рассмотрим конструкцию из статьи [37] и адаптируем ее для аффинно-
рационального случая, что в свою очередь позволит доказать следующую теорему.

Теорема 2. Аффинно-рациональная гипотеза Борсука неверна во всех размерностях,
начиная с 65.

Предварительно введем следующие обозначения: 𝑋𝑚,𝑟 = Q𝑚 ∩ 𝑆𝑚−1
𝑟 , 𝑋𝑚 = 𝑋𝑚,1, где

𝑆𝑚
𝑟 ⊂ R𝑚+1 — сфера радиуса 𝑟 с центром в нуле.

3.2. Контрпримеры при 𝑛 ≥ 561

В статье [34] было доказано, что аффинно-рациональная гипотеза Борсука неверна в раз-
мерностях 𝑛 ∈ [561, 757] ∪ [903,∞). В данном параграфе мы научимся в некоторых случаях
“поднимать” контрпримеры к гипотезе Борсука в большую размерность, что позволит убрать
“зазор” и опровергнуть гипотезу во всех размерностях, начиная с 561.

Для удобства введем следующее определение.

Определение 9. Пусть 𝐴 – некоторое множество точек евклидова пространства. Бу-
дем говорить, что множество 𝐴 aффинно-рационально лежит на сфере радиуса 𝑟 при неко-
тором 𝑟 ∈

√
Q, если существует такое 𝑛 ≥ 1, что в множестве 𝑋𝑛,𝑟 найдется подмноже-

ство, конгруэнтное 𝐴.

Справедлива следующая теорема

Теорема 3. Пусть множество 𝐴 дает контрпример к аффинно-рациональной гипо-
тезе Борсука в размерности 𝑛, причем 𝐴 аффинно-рационально лежит на сфере радиуса 𝑟
при 𝑟 ≤ 1√

2
. Тогда можно построить множество, дающее контрпример в любой бо́льшей

размерности.

Докажем сперва следующую лемму.

Lemma 1. Пусть множество 𝐴 аффинно-рационально лежит на сфере радиуса 𝑟0. Тогда
для любого 𝑟 ∈

√
Q, 𝑟 > 𝑟0 верно, что 𝐴 аффинно-рационально лежит на сфере радиуса 𝑟.
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Доказательство. Поскольку число 𝑟2 − 𝑟20 положительно и рационально, то по теореме
Лагранжа его можно представить в виде 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24, где 𝑎𝑖 ∈ Q. Без ограничения
общности можно считать, что 𝐴 ⊂ 𝑋𝑛,𝑟0 при некотором 𝑛 ≥ 1. Рассмотрим множество

𝐴′ = 𝐴× {(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎3)} ⊂ Q𝑛+4.

Заметим, что множества 𝐴 и 𝐴′ конгруэнтны, однако множество 𝐴′ лежит на сфере радиуса√︁
𝑟20 + 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 =

√
𝑟2 = 𝑟.

2

Теперь научимся “поднимать” контрпримеры к гипотезе Борсука в аффинно-рациональном
случае, для этого докажем теорему 3.
Доказательство. [Доказательство теоремы 3] Поскольку 𝐴 аффинно-рационально лежит
на сфере радиуса не больше 1√

2
, то по лемме 3 оно аффинно-рационально лежит и на сфе-

ре радиуса ровно 1√
2
. Итак, без ограничения общности можно считать, что 𝐴 ⊂ 𝑋𝑁, 1√

2
при

некотором 𝑁 ≥ 1. Пусть мы хотим построить контрпример в аффинной размерности 𝑛 + 𝑘.
Рассмотрим Q𝑁+2𝑘, и, используя только первые 𝑁 координат, поместим туда множество 𝐴.
Далее, используя только последние 2𝑘 координат рассмотрим точки вида

𝑦𝑖 =

(︂
0 . . . 0, . . . ,

1

2
,

1

2
, 0, . . . , 0

)︂
,

где ненулевые координаты стоят на местах 𝑁 + 2𝑖− 1 и 𝑁 + 2𝑖 соответственно. Заметим, что
множество 𝐴∪{𝑦𝑖}𝑘𝑖=1 также лежит на сфере радиуса

1√
2
, и его нельзя разбить на 𝑛+𝑘 частей

меньшего диаметра, таким образом, оно дает контрпример к аффинно-рациональной гипотезе
Борсука в размерности 𝑛+ 𝑘.

2

Замечание 1. На самом деле, если мы хотим поднять контрпример в размерность
именно 𝑛+𝑘, то достаточно, чтобы радиус изначального контрпримера был не больше, чем⎯⎸⎸⎷1 −

(︃√︂
𝑘 − 1

2𝑘

)︃2

=

√︂
𝑘 + 1

2𝑘
,

что немного больше, чем 1√
2
.

Заметим, что множество, полученное в статье [34], подходит под условие теоремы, откуда
следует, что аффинно-рациональная гипотеза Борсука неверна для всех размерностей, боль-
ших 560.

3.3. Контрпримеры при 𝑛 ∈ [65, 560]

Теперь построим контрпримеры в размерностях от 65 до 560. Для этого воспользуемся
конструкцией из статьи [37], которая тесно связана с понятием сильно регулярного графа.
Далее мы покажем, как именно эта конструкция применима к нашей задаче.

3.3.1. Описание конструкции

Определение 10. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) называется сильно регулярным с параметрами
(𝑛, 𝑑, 𝜆, 𝜇), если
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(i). |𝑉 | = 𝑛

(ii). для любого 𝑣 ∈ 𝑉 : deg 𝑣 = 𝑑

(iii). если (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 : |{𝑤 ∈ 𝑉 : (𝑢,𝑤) ∈ 𝐸 и (𝑤, 𝑣) ∈ 𝐸}| = 𝜆

(iv). если (𝑢, 𝑣) ̸∈ 𝐸 : |{𝑤 ∈ 𝑉 : (𝑢,𝑤) ∈ 𝐸 и (𝑤, 𝑣) ∈ 𝐸}| = 𝜇

Как известно, собственные числа матрицы смежности 𝐴 графа 𝐺 выглядят следующим
образом:

� 𝑑 с кратностью 1

� 𝑟 = 1
2

(︁
𝜆− 𝜇+

√︀
(𝜆− 𝜇)2 + 4(𝑑− 𝜇)

)︁
с кратностью 𝑓 = 1

2

(︂
𝑛− 1 − 2𝑑+(𝑛−1)(𝜆−𝜇)√

(𝜆−𝜇)2+4(𝑑−𝜇)

)︂

� 𝑠 = 1
2

(︁
𝜆− 𝜇−

√︀
(𝜆− 𝜇)2 + 4(𝑑− 𝜇)

)︁
с кратностью 𝑔 = 1

2

(︂
𝑛− 1 + 2𝑑+(𝑛−1)(𝜆−𝜇)√

(𝜆−𝜇)2+4(𝑑−𝜇)

)︂
Обозначим через 𝑦𝑖 векторы-столбцы матрицы 𝐴−𝑠𝐸. Через 𝑥𝑖, в свою очередь, обозначим

отнормированные и центрированные векторы 𝑦𝑖, т.е. 𝑥𝑖 коллинеарен 𝑦𝑖, ||𝑥𝑖|| = 1 и
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 = 0.

Заметим, что все векторы 𝑥𝑖 лежат на единичной сфере в подпространстве размерности
не более 𝑓 .

Также можно заметить, что

(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑖 = 𝑗

𝑝, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸

𝑞, (𝑖, 𝑗) ̸∈ 𝐸

где

𝑝 =
𝜆− 2𝑠− 𝛽

𝑠2 + 𝑑− 𝛽
; 𝑞 =

𝜇− 𝛽

𝑠2 + 𝑑− 𝛽
; 𝛽 =

1

𝑛
(𝑠2 + 𝑑+ 𝑑(𝜆− 2𝑠) + (𝑛− 𝑑− 1)𝜇)

Таким образом, полученные векторы образуют на сфере множество с двумя расстояниями.

3.3.2. Применение конструкции.

Рассмотрим сильно регулярный граф 𝐺 = 𝐺2(4) с параметрами (𝑛 = 416, 𝑑 = 100, 𝜆 = 36,
𝜇 = 20).

Для этого графа описанные величины равны

𝑟 = 20; 𝑠 = −4

𝑓 = 65; 𝑔 = 350

𝑝 =
1

5
; 𝑞 = − 1

15

Таким образом, векторы 𝑦𝑖 имеют рациональные координаты, а значит квадраты коорди-
нат векторов 𝑥𝑖 тоже рациональны. Используя рассуждения с теоремой Лагранжа из преды-
дущего раздела заметим, что полученное множество аффинно-рационально лежит на сфере
радиуса 1. При этом оно все так же лежит в подпространстве размерности не более 𝑓 .

Наконец, докажем теорему 2.
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Доказательство. [Доказательство теоремы 2] Построенное множество образует граф с дву-

мя расстояниями, причем наибольшее из них равно
√︀

2 − 2𝑞 =

√︂
32

15
, и оно достигается, когда

соответствующие вершины не связаны ребром. Снова отнормируем векторы так, чтобы диа-

метр стал равным 1. Тогда радиус сферы станет равным
√︁

15
32 <

√︁
1
2 . Заметим, что данное

множество нельзя разбить менее, чем на 𝑛
𝜔(𝐺) , где 𝜔(𝐺) – кликовое число графа 𝐺. Известно,

что 𝜔(𝐺2(4)) ≤ 5, поэтому ℎ(65) = ℎ(𝑓) ≥ 𝑛
𝜔(𝐺2(4))

≥ 416
5 > 83 > 66.

Затем, поднимая контрпримеры так же, как и в лемме 3, получим, что аффинно-
рациональный аналог гипотезы Борсука не верен при 𝑛 ≥ 65. 2
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