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Аннотация

В 1945 году А.И. Мальцев исследовал задачу описания абелевых подгрупп наивысшей
размерности в комплексных простых группах Ли. Задача инспирирована доказанной ранее
И. Шуром теоремой: Наивысшая размерность абелевых подгрупп группы 𝑆𝐿(𝑛,C) равна
[𝑛2/4] и абелевы подгруппы этой размерности при 𝑛 > 3 переводятся автоморфизмами

друг в друга. Свою задачу А.И. Мальцев решил переходом к комплексным алгебрам Ли.
В теории Картана – Киллинга полупростые комплексные алгебры Ли классифицирова-
ны с использованием классификации систем корней евклидовых пространств 𝑉 . С любой
неразложимой системой корней Φ и полем 𝐾 ассоциируют алгебру Шевалле ℒΦ(𝐾); ее
базу дают база определенной абелевой самонормализуемой подалгебры 𝐻 и элементы 𝑒𝑟
(𝑟 ∈ Φ) с 𝐻-инвариантным подпространством 𝐾𝑒𝑟. Элементы 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ+) образуют базу
нильтреугольной подалгебры 𝑁Φ(𝐾). Методы А. И. Мальцева позднее получили разви-
тие в решении проблемы о больших абелевых подгруппах конечных групп Шевалле. В
настоящей статье мы используем разработанные методы для перенесения теоремы А.И.
Мальцева на алгебры Шевалле. Мы исследуем следующие задачи:

(A) Описать коммутативные подалгебры наивысшей размерности в алгебре Шевалле

ℒΦ(𝐾) над произвольным полем 𝐾.

(B) Описать коммутативные подалгебры наивысшей размерности в подалгебре

𝑁Φ(𝐾) алгебры Шевалле ℒΦ(𝐾) над произвольным полем 𝐾.

В статье приводится описание коммутативных подалгебр наивысшей размерности ал-
гебры 𝑁Φ(𝐾) классического типа над произвольным полем 𝐾 с точностью до автомор-
физмов алгебры ℒΦ(𝐾) и подалгебры 𝑁Φ(𝐾).

Ключевые слова: алгебра Шевалле, коммутативная подалгебра, нильтреугольная по-
далгебра.
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Abstract

In 1945 A. I. Mal’tsev investigated the problem on description of abelian subgroups of largest
dimension in complex simple Lie groups. This problem’s arisen from the theorem of I. Schur:
The largest dimension of abelian subgroups of the group 𝑆𝐿(𝑛,C) equals to [𝑛2/4] and abelian

subgroups of such dimension for 𝑛 > 3 are transformed by automorphisms into each other.

A. I. Mal’tsev solved his problem by the reduction to complex Lie algebras. In Cartan – Killing
theory semisimple complex Lie algebras are classified making use of the classification of root
systems in Euclidean space 𝑉 . A Chevalley algebra ℒΦ(𝐾) is associated with the indecomposable
root system Φ and with the field 𝐾; the base of the Chevalley algebra consists of the base of
certain abelian self-normalized subalgebra 𝐻 and of the elements 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ) with 𝐻-invariant
subspace 𝐾𝑒𝑟. The elements 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ+) form a base of niltriangular subalgebra 𝑁Φ(𝐾).
Methods of A. I. Mal’tsev were developed for the solving of the problem on large abelian
subgroups in finite Chevalley groups. In this article we use the worked out methods for the
reduction of A. I. Mal’cev theorem for the Chevalley algebras. We investigate the problems:

(A) to describe commutative subalgebras of largest dimension in a Chevalley algebra ℒΦ(𝐾)
over arbitrary field 𝐾.

(B) to describe commutative subalgebras of largest dimension in subalgebra 𝑁Φ(𝐾) of the
Chevalley algebra ℒΦ(𝐾) Over arbitrary field 𝐾.

In this article we give the description of all commutative subalgebras of largest dimension
in subalgebra 𝑁Φ(𝐾) of classical type over arbitrary field 𝐾 up to automorphisms of algebra
ℒΦ(𝐾) and of subalgebra 𝑁Φ(𝐾).
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1. Введение

В 1945 году А.И. Мальцев [1] исследовал задачу описания абелевых подгрупп наивысшей
размерности в комплексных простых группах Ли. Задача инспирирована доказанной ранее
И. Шуром [2] теоремой:

2This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research (project no. 16-01-00707)
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Наивысшая размерность абелевых подгрупп группы 𝑆𝐿(𝑛,C) равна [𝑛2/4] и абелевы под-
группы этой размерности при 𝑛 > 3 переводятся автоморфизмами друг в друга.

Свою задачу А.И. Мальцев решил переходом к комплексным алгебрам Ли.

В теории Картана – Киллинга полупростые комплексные алгебры Ли классифицированы
с использованием классификации систем корней евклидовых пространств 𝑉 . С любой нераз-
ложимой системой корней Φ и полем 𝐾 ассоциируют алгебру Шевалле ℒΦ(𝐾); ее базу дают
база определенной абелевой самонормализуемой подалгебры 𝐻 и элементы 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ) с 𝐻-
инвариантным подпространством 𝐾𝑒𝑟, [3].

Методы [1] позднее получили развитие в решении проблемы о больших абелевых подгруп-
пах конечных групп Шевалле, [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12].

В настоящей статье мы используем разработанные методы для перенесения основной в [1]
теоремы на алгебры Шевалле.

С любой неразложимой системой корней Φ и полем 𝐾 ассоциируют алгебру Шевалле
𝐿Φ(𝐾); ее базу составляют база определенной абелевой подалгебры 𝐻 и элементы 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ)
такие, что 𝐻𝑒𝑟 ⊆ 𝐾𝑒𝑟, [3]. Элементы 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ+) образуют базу нильтреугольной подалгебры
𝑁Φ(𝐾). Мы исследуем следующие задачи, записанные в [13].

(A) Описать коммутативные подалгебры наивысшей размерности в алгебре Шевалле
𝐿Φ(𝐾) над произвольным полем 𝐾.

(B) Описать коммутативные подалгебры наивысшей размерности в подалгебре 𝑁Φ(𝐾)
алгебры Шевалле 𝐿Φ(𝐾) над произвольным полем 𝐾.

2. Теорема А.И. Мальцева

В теории Картана – Киллинга полупростые комплексные алгебры Ли классифицирова-
ны, наряду с системами корней евклидовых пространств 𝑉 . Простые комплексные (конечно-
мерные) алгебры Ли ℒ = ℒΦ взаимнооднозначно соответствуют 9 сериям приведенных нераз-
ложимых систем корней Φ, [14, Таблицы I– IX]. Основной в [1] является

Теорема А.И. Мальцева.Каждая простая алгебра Ли ℒΦ, исключая тип 𝐴2, 𝐵4, 𝐷4, 𝐺2,
с точностью до автоморфизмов имеет только одну коммутативную подалгебру наивыс-
шей размерности с нильпотентными элементами. Эта размерность равна [𝑛2/4] для алгебр
𝐴𝑛−1 (𝑛 > 3), 1 + 𝑛(𝑛 − 1)/2 – для 𝐵𝑛 (𝑛 > 4), 𝑛(𝑛 + 1)/2 – для 𝐶𝑛 (𝑛 ≥ 2), 𝑛(𝑛 − 1)/2 –
для 𝐷𝑛 (𝑛 > 4), 16, 27, 36, 9, 5 – соответственно для 𝐸6, 𝐸7, 𝐸8, 𝐹4, 𝐵3. Алгебра 𝐵4 имеет два
класса размерности 7, 𝐷4 – два класса размерности 6 и 𝐺2 – три класса размерности 3.

Для перенесения теоремы А. И. Мальцева на алгебры Шевалле используем схему ее дока-
зательства и соответствующие методы алгебр Шевалле.

Алгебру Шевалле ℒΦ(𝐾) ассоциируют с любым полем 𝐾 и системой корней Φ, характери-
зуя базой Шевалле {𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ), ℎ𝑠 (𝑠 ∈ Π)} с целочисленными структурными константами,
где Π – система простых корней (или база) в Φ. Более точно, по теореме Шевалле о базисе

𝑒𝑟 * 𝑒−𝑟 = ℎ𝑟, ℎ𝑠 * ℎ𝑟 = 0, ℎ𝑠 * 𝑒𝑟 =
2(𝑟, 𝑠)

(𝑟, 𝑟)
𝑒𝑟 (𝑟, 𝑠 ∈ Φ);

𝑒𝑟 * 𝑒𝑠 = 0 (𝑟 + 𝑠 /∈ Φ ∪ {0}), 𝑒𝑟 * 𝑒𝑠 = 𝑁𝑟𝑠𝑒𝑟+𝑠 = −𝑒𝑠 * 𝑒𝑟 (𝑟 + 𝑠 ∈ Φ),

где 𝑁𝑟𝑠 = ±1 или |𝑟| = |𝑠| < |𝑟+ 𝑠| и 𝑁𝑟𝑠 = ±2 или Φ типа 𝐺2 и 𝑁𝑟𝑠 = ±2 или ±3. Произвол в
выборе знаков констант 𝑁𝑟𝑠 описан в [3, 4.2.2].
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Известно, что 𝑝(Φ) := max{(𝑟, 𝑟)/(𝑠, 𝑠) | 𝑟, 𝑠 ∈ Φ} = 1, 2 или (тип 𝐺2) 3. Высотой корня 𝑟
называют сумму ht(𝑟) коэффициентов в разложении 𝑟 по базису Π. Фиксируем в Φ систему
положительных корней Φ+ ⊇ Π.

Элементы 𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ+) образуют базу нильтреугольной подалгебры 𝑁Φ(𝐾). Ее стандарт-
ный центральный ряд 𝐿𝑖 = ⟨𝐾𝑒𝑟 | 𝑟 ∈ Φ+, ht (𝑟) > 𝑖⟩ (𝑖 = 1, 2, . . . ) при 𝑝(Φ)!𝐾 = 𝐾
есть также и нижний и верхний центральный ряд. Для любого корня 𝑟 отображение
𝑡 → 𝑥𝑟(𝑡) := 𝑒𝑥𝑝 (𝑡𝑎𝑑.𝑒𝑟) (𝑡 ∈ 𝐾) дает изоморфизм аддитивной группы поля 𝐾 в группу
автоморфизмов 𝐴𝑢𝑡 ℒΦ(𝐾). Корневые подгруппы 𝑋𝑟 = 𝑥𝑟(𝐾) порождают группу Шевалле
Φ(𝐾) с унипотентной подгруппой 𝑈Φ(𝐾) = ⟨𝑋𝑟 (𝑟 ∈ Φ+)⟩ [3]. В [1] используется

Лемма 1. В алгебре Ли ℒΦ = ℒΦ(𝐶) любая максимальная коммутативная подалгебра
с нильпотентными элементами переводится автоморфизмом из Φ(𝐶) в нильпотентную подал-
гебру 𝑁Φ(𝐶).

А.И. Мальцев [1] назвал подмножество Ψ системы корней Φ коммутативным, если
𝑟 + 𝑠 /∈ Φ для любых корней 𝑟, 𝑠 ∈ Ψ. В этом случае коммутативны подмножества корней
𝑤(Ψ) для любого элемента 𝑤 группы Вейля

𝑊 = 𝑊 (Φ) = ⟨𝑤𝑟 | 𝑟 ∈ Φ⟩ = ⟨𝑤𝑟 | 𝑟 ∈ Π⟩, 𝑤𝑟(𝑥) = 𝑥− 2(𝑟, 𝑥)

(𝑟, 𝑟)
𝑟 (𝑥 ∈ 𝑉 ),

а также подалгебра 𝐴Ψ =
∑︀

𝑟∈Ψ𝐾𝑒𝑟. Наибольший порядок коммутативных множеств корней
в Φ оказывается равен наивысшей размерности коммутативных подалгебр алгебры 𝑁Φ(𝐶).

Пусть {𝑟}+ — множество корней 𝑠 ∈ Φ+ таких, что в разложении 𝑠 − 𝑟 по базе Π все
коэффициенты неотрицательны, 𝑇 (𝑟) и𝑄(𝑟) – подалгебры в𝑁Φ(𝐾) с базисом, соответственно,
{𝑒𝑠 | 𝑠 ∈ {𝑟}+} и {𝑒𝑠 | 𝑠 ∈ {𝑟}+, 𝑠 ̸= 𝑟}.

Приведем описание коммутативных подмножеств корней в Φ наибольшего порядка, кото-
рое вытекает из [1]. Для систем корней типа 𝐸𝑚, 𝑚 = 6, 7, 8, и 𝐹4 используем обозначения из
[14] простых корней 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚.

Лемма 2. Коммутативные множества наибольшего порядка в системе корней Φ типа
̸= 𝐺2 исчерпывают, с точностью до ее изометрий¯и 𝑊 -сопряженности, следующие.

Тип 𝐴𝑛−1: {𝑟}+, где 𝑟 - простой корень с 𝑟 = 𝑟 или 𝑟 + 𝑟 ∈ Φ, 𝑟 < 𝑟.

Тип 𝐵𝑛: {2𝑎+ 𝑏}+ ∪{𝑞}+, где 𝑎, 𝑏 – простые корни, |𝑎| < |𝑏|, и 𝑞 - максимальный короткий
корень.

Тип 𝐶𝑛: {𝑞}+, где 𝑞 - длинный простой корень.

Тип 𝐷𝑛: {𝑟}+, где 𝑟 - простой корень и 𝑟 < 𝑟 для любой симметрии ¯.

Тип 𝐸8: {𝛼1 + 2𝛼2 + 2𝛼3 + 3𝛼4 + 2𝛼5 + 𝛼6}+.

Тип 𝐸𝑛, n=6 или 7 : {𝛼𝑛}+.

Тип 𝐹4: {𝛼1 + 2𝛼2 + 2𝛼3 + 𝛼4}+ ∪ {𝛼2 + 2𝛼3 + 2𝛼4}+.

Учитывая 𝑤𝑠-инвариантность подмножества корней Φ+ ∖ {𝑠} для любого простого корня
𝑠, с помощью леммы 2 получаем

Следствие. Пусть Ψ есть коммутативное подмножество корней из леммы для типа 𝐴𝑛,
𝐶𝑛, 𝐷𝑛, 𝐸6 или 𝐸7. Тогда для любого простого корня 𝑠 /∈ Ψ подмножества Ψ и 𝑤𝑠(Ψ) в Φ+

совпадают или ¯-симметричны.
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3. Большие абелевы подалгебры в алгебрах 𝑁Φ(𝐾) классических
типов

Большой 𝒫-подгруппой конечной группы (𝒫 – теоретико-групповое свойство) называют
всякую 𝒫-подгруппу наибольшего порядка. Абелевы подалгебры наивысшей размерности ал-
гебры Ли назовем большими абелевыми, аналогично большим абелевым подгруппам конечной
группы Шевалле.

С учетом леммы 1, исследуем большие абелевы подалгебры алгебры 𝑁Φ(𝐾). Их описание
с точностью до ее автоморфизмов, в отличие от [1], оказывается более единообразным.

Теорема 1. В алгебре 𝑁Φ(𝐾) классического типа Φ над любым полем 𝐾, с точностью
до ее автоморфизмов, большая абелева подалгебра 𝑀 для типов 𝐴𝑛, 𝐷𝑛 и 𝐶𝑛 совпадает с
идеалом 𝑇 (𝑟) для единственного простого корня 𝑟 и размерности, соответственно, [𝑛2/4],
𝑛(𝑛 − 1)/2 и 𝑛(𝑛 + 1)/2. В остальных случаях 𝑀 переводится в идеал автоморфизмом из
𝐴𝑢𝑡 ℒΦ(𝐾), в частности, для типа 𝐵𝑛 (𝑛 > 4) – в централизатор 𝐶(𝐿𝑛).

Замечание 1. Для типов 𝐸6 и 𝐸7 большая абелева подалгебра 𝑀 также совпадает с
идеалом 𝑇 (𝑟) для единственного простого корня 𝑟 .

В [13] записана гипотеза (A): Всякий коммутативный идеал наивысшей размерности
алгебры 𝑁Φ(𝐾) является её коммутативной подалгеброй наивысшей размерности.

Гипотеза была подтверждена в статье [15], вместе с доказательством существования и
описанием больших абелевых идеалов алгебры 𝑁Φ(𝐾).

Отметим, что порядки подалгебр из теоремы Мальцева соответствуют порядкам коммута-
тивных подмножеств корней Ψ из леммы 2.

Для простого числа 𝑝 подмножество Ψ ⊆ Φ называем p-коммутативным, согласно
Е. П. Вдовину [10], если в алгебре Ли 𝑁Φ(𝐾) над любым полем 𝐾 характеристики 𝑝 имеем
𝑒𝑟 * 𝑒𝑠 = 0 при всех 𝑟, 𝑠 ∈ Ψ. При 𝑝(Φ)!𝐾 = 𝐾 понятия 𝑝-коммутативности и коммутативности,
очевидно, совпадают.

Ясно, что для коммутативной подалгебры 𝑀 алгебры 𝑁Φ(𝐾) над полем 𝐾 характеристи-
ки 𝑝 > 0 множество корней ℒ1(𝑀) является 𝑝-коммутативным. Из [1], [10] и [11] несложно
вытекает

Лемма 4. Наивысшая размерность коммутативных подалгебр алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) над
полем 𝐾 характеристики 𝑝 равна наибольшему порядку 𝑝-коммутативных при 2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑝(Φ) и
коммутативных в остальных случаях множеств корней в Φ.

Доказательство. Когда 𝐻 ⊆ 𝑇 (𝑟1) + 𝑇 (𝑟2) + · · · + 𝑇 (𝑟𝑚) и любая замена 𝑇 (𝑟𝑖) на 𝑄(𝑟𝑖)
нарушает включение, назовём {𝑟1, 𝑟2, · · · , 𝑟𝑚} = ℒ(𝐻) множеством углов для 𝐻.

Как и в [3, Lemma 5.3.1], далее используем регулярное упорядочение корней >; тогда из
неравенства ht(𝑟) > ht(𝑠) следует 𝑟 > 𝑠.

Первым углом ненулевого элемента 𝑎 ∈ 𝑁Φ(𝐾) назовем корень 𝑠, если в разложении
𝑎 =

∑︀
𝑟∈Φ+ 𝜆𝑟𝑒𝑟 по базе, упорядоченной согласно возрастанию корней, 𝜆𝑠 есть первый нену-

левой коэффициент. Множество первых углов всех элементов подмножества 𝑀 ⊆ 𝑁Φ(𝐾)
обозначаем через ℒ1(𝑀).

Утверждение леммы сейчас несложно вытекает из леммы 2 и ее следствия.

В [11] подмножество Ψ системы корней Φ названо нормальным, если при 𝑟 ∈ Ψ всегда
имеем {𝑟}+ ⊆ Ψ. Очевидно, каждое подмножество Ψ ⊆ Φ из леммы 2 нормально и поэтому
𝐴Ψ есть коммутативный идеал.
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Доказательство теоремы.
Тип 𝐴𝑛. Пусть 𝐴 – большая коммутативная подалгебра алгебры 𝑁Φ(𝐾). Рассмотрим

случай 𝑛 = 2𝑚 + 1. Согласно лемме 2, в этом случае имеется единственное максимальное
коммутативное подмножество корней {𝑟}+, где 𝑟 - простой корень и 𝑟 = 𝑟. Если подалгебра 𝐴
имеет простой угол 𝑞 ̸= 𝑟, то при подходящей нумерации простых корней 𝑞 вошёл бы в ℒ1(𝐴),
и, следовательно, в некоторое максимальное коммутативное подмножество корней, что проти-
воречит лемме 2. Таким образом, 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑟) + 𝐿2. Предположим, что 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑟) + 𝐿𝑖 и 𝐴 имеет
угол 𝑠 высоты 𝑖 (2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚), не входящий в {𝑟}+. Тогда подалгебра 𝑛𝑝(1)(𝐴) ⊆ 𝑁Φ(𝐾), где 𝑝 –
простой корень с условием 𝑠−𝑝 ∈ Φ+, 𝑛𝑝(1) – мономиальный элемент группы Шевалле [3], бу-
дет иметь угол 𝑠− 𝑝 ̸∈ {𝑟}+ высоты 𝑖−1, что противоречит сделанному выше предположению.
Таким образом, 𝐴 содержится в идеале 𝑇 (𝑟) и совпадает с ним, в силу максимальности.

Рассмотрим случай 𝑛 = 2𝑚. В этом случае, согласно лемме 2, максимальные коммутатив-
ные подмножества корней исчерпываются множествами {𝑟}+ и {𝑟}+, где 𝑟, 𝑟 – простые корни,
𝑟 + 𝑟 ∈ Φ+. Как и в рассмотренном выше случае 𝑛 = 2𝑚+ 1, получаем, что 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑟) + 𝑇 (𝑟).
Предположим, что ℒ1(𝐴) = {𝑟}+. Пусть 𝑚 > 1 и

𝑥 = 𝑎𝑒𝑟 + 𝑏𝑒𝑟 mod 𝐿2, 𝑎 ̸= 0,

𝑦 = 𝑐𝑒𝑟+𝑝 + 𝑑𝑒𝑟+𝑟 + 𝑓𝑒𝑟+𝑞 mod 𝐿3, 𝑐 ̸= 0,

где 𝑟 + 𝑝 ∈ Φ+, 𝑝 ̸= 𝑟, 𝑟 + 𝑞 ∈ Φ+, 𝑞 ̸= 𝑟. Тогда

𝑥 * 𝑦 = −𝑎𝑓𝑒𝑟+𝑟+𝑞 + 𝑏𝑐𝑒𝑟+𝑟+𝑝 = 0,

следовательно, 𝑏 = 𝑓 = 0, то есть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 (𝑟), и 𝐴 ⊇ 𝐾𝑒𝑟. Тогда, в силу коммутативности, 𝑠-
проекция элементов из 𝐴 для всех 𝑠 ∈ {𝑟}+ ∖{𝑟}+ является нулевой, следовательно, 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑟).
В случае ℒ1(𝐴) = {𝑟}+ аналогично доказывается, что 𝐴 = 𝑇 (𝑟).

Для типа 𝐴2, когда алгебра Ли 𝑁Φ(𝐾) представляется ассоциированной к алгебре
𝑁𝑇 (3,𝐾) (нижних) нильтреугольных 3 × 3 матриц над 𝐾 с матричными единицами 𝑒𝑖𝑗
(1 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 3). В силу [16, Теорема 3], любая матрица 𝛼 = ||𝑎𝑢𝑣|| ∈ 𝐺𝐿(2,𝐾) дает здесь
автоморфизм

𝛼̄ : 𝑒𝑖+1,𝑖 → 𝑎𝑖1𝑒21 + 𝑎𝑖2𝑒32 (𝑖 = 1, 2), 𝑒31 → (𝑑𝑒𝑡 𝛼)𝑒31,

причем группа 𝐴𝑢𝑡𝑁Φ(𝐾) факторизуется подгруппой центральных автоморфизмов и
𝐺𝐿(2,𝐾). Поэтому все большие абелевы алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) переводятся здесь друг в друга
ее автоморфизмами.

Замечание 2. Последнее утверждение не имеет аналога для соответствующей унитре-
угольной группы 𝑈𝑇 (3,𝐾), см. там же ее автоморфизмы. (Элементы 𝑒 + 𝑒21, 𝑒 + 𝑒21 + 𝑒32 не
автоморфны, в силу различия их жордановой формы, а при 2𝐾 = 0 различны и их групповые
порядки.)

Тип 𝐵𝑛. Рассмотрим случай 2𝐾 = 𝐾. Обозначим 𝑝𝑖,±𝑗 = 𝜀𝑖 ∓ 𝜀𝑗 , 𝑝𝑖0 = 𝜀𝑖 (1 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 𝑛),
где 𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑛 – ортнонормированный базис 𝑛-мерного евклидова пространства (ср. [14]).
Для краткости будем обозначать 𝑒𝑝𝑖𝑗 = 𝑒𝑖𝑗 . Для типов 𝐵2 и 𝐵3 идеалы 𝑇 (𝑝21) и 𝑇 (𝑝32) будут
единственными коммутативными подалгебрами наивысшей размерности 3 и 5, соответственно.

Согласно [1], для типа 𝐺 = 𝐵𝑛, 𝑛 > 3, большие коммутативные подмножества корней
исчерпываются множествами {𝑝2,−1}+ ∪ 𝑝𝑖0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, а при 𝑛 = 4 ещё множеством {𝑝43}+.
Пусть 𝑝10 < 𝑝21 < · · · < 𝑝𝑛,𝑛−1. В случае ℒ1(𝐴) = {𝑝43}+ очевидно, что 𝐴 = 𝑇 (𝑝43).

Пусть ℒ1(𝐴) = {𝑝2,−1}+ ∪ 𝑝10. Если подалгебра 𝐴 имеет простой угол 𝑞 ̸= 𝑝10, то при
подходящей нумерации простых корней 𝑞 вошёл бы в ℒ1(𝐴), и, следовательно, в некото-
рое максимальное коммутативное подмножество корней, что противоречит [1]. Таким об-
разом, 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑝10) + 𝐿2. Предположим, что 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑝10) + 𝐿𝑖 и 𝐴 имеет угол 𝑝𝑘,𝑘−𝑖 вы-
соты 𝑖 (𝑖 + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1), не входящий в {𝑝10}+. Тогда подалгебра
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𝑛𝑘−𝑖+1,𝑘−𝑖(1)(𝐴) ⊆ 𝑁Φ(𝐾) будет иметь угол 𝑝𝑘,𝑘−𝑖+1 высоты 𝑖 − 1, что противоречит сде-
ланному предположению. Таким образом, 𝐴 ⊆ 𝑇 (𝑝10).

Пусть теперь ℒ1(𝐴) = {𝑝2,−1}+ ∪ 𝑝𝑖0, (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1). Рассмотрим 𝑎 ∈ 𝐴 вида

𝑎 = 𝑎𝑖0𝑒𝑖0 + 𝑎𝑖+1,0𝑒𝑖+1,0 mod 𝐿𝑖+3, 𝑎𝑖0 ̸= 0.

С точностью до подходящего автоморфизма 𝑥𝑝𝑖+1,𝑖(𝑡) (где 𝑥𝑝𝑖+1,𝑖(𝑡) – корневой элемент групы
Шевалле [3]), можем считать, что 𝑎𝑖+1,0 = 0. Тогда 𝐵 = 𝑛𝑖+1,𝑖(1)(𝐴) ⊆ 𝑇 (𝑝10) и ℒ1(𝐵) со-
держит 𝑝𝑖+1,0, откуда ℒ1(𝐵) = {𝑝2,−1}+ ∪ 𝑝𝑖+1,0. Таким образом, подалгебра 𝐴 переводится
автоморфизмом алгебры 𝐿Φ(𝐾) в подалгебру 𝑇 (𝑝2,−1) +𝐾𝑒𝑛0, являющуюся идеалом.

Рассмотрим случай 2𝐾 = 0. Для типа 𝐵2 большие коммутативные подалгебры наивысшей
размерности содержат идеал 𝑇 (𝑝20), являющийся центром алгебры 𝑁Φ(𝐾), и исчерпываются
подалгебрами 𝐾(𝑎𝑒10 + 𝑏𝑒21) + 𝑇20, (𝑎, 𝑏) ̸= (0, 0), которые являются идеалами. При 𝑛 > 2
единственным 2-коммутативным множеством, в обозначениях леммы 2, является {𝑎}+. Это
следует из описания больших абелевых подгрупп группы 𝑈 типа 𝐵𝑛 над полем характеристики
2 [5], а также из того, что каждому 2-коммутативному множеству корней соответствует абелева
подгруппа, порождённая соответствующими корневыми подгруппами. По аналогии с типом
𝐴𝑛, 𝑛 = 2𝑚+ 1, убеждаемся, что идеал 𝑇 (𝑎) будет единственной коммутативной подалгеброй
наивысшей размерности.

Тип 𝐶𝑛 рассматривается аналогично типу 𝐵𝑛, случай 2𝐾 = 0.

Тип 𝐷𝑛. Уточним описание в [13] больших абелевых идеалов в 𝑁Φ(𝐾). Автоморфизмы
алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) типа 𝐷4 описаны в [17, Теорема 6]. Графовые автоморфизмы соответству-
ют симметриям графа Кокстера системы корней Φ, действующим как симметрическая группа
подстановок степени 3 на простых корнях 𝑟1 = 𝑟 < 𝑟2 = 𝑟 < 𝑞 = 𝑞 < 𝑟3 = ¯̄𝑟 (¯ – симметрия
порядка 3). Когда 2𝐾 = 𝐾, любой автоморфизм действует по модулю 𝐿2 как произведение
диагонального и графового автоморфизмов. При 2𝐾 = 0 расширение дают автоморфизмы ̂︀𝛽,
сопоставляемые в [17] каждой матрице 𝛽 = ||𝑏𝑢𝑣|| ∈ 𝑆𝐿(3,𝐾). Если 𝑠 = 𝑞 + 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3, то

̂︀𝛽 : 𝑒𝑟𝑖 →
3∑︁

𝑚=1

𝑏𝑖𝑚𝑒𝑟𝑚 , 𝑒𝑞 → 𝑒𝑞, 𝑒𝑞+𝑟𝑖 →
3∑︁

𝑚=1

𝑏𝑖𝑚𝑒𝑞+𝑟𝑚 , 𝑒𝑠 → 𝑒𝑠,

𝑒𝑞+𝑟𝑖+𝑟𝑗 → 𝑑𝑒𝑡

⎡⎣ 𝑏𝑖1 𝑏𝑖2 𝑏𝑖3
𝑏𝑗1 𝑏𝑗2 𝑏𝑗3
𝑒𝑠−𝑟1 𝑒𝑠−𝑟2 𝑒𝑠−𝑟3

⎤⎦ (𝑖 ̸= 𝑗), 𝑒𝑠+𝑞 → 𝑒𝑠+𝑞.

Для простых симметричных корней 𝑟 и 𝑟 ̸= 𝑟 (¯̄𝑟 = 𝑟 ) системы Φ типа𝐷𝑛 (𝑛 ≥ 4) определено
[17, Теорема 8] изоморфное вложение ̃︀ подгруппы

𝑆 := {𝐴 = ||𝑎𝑢𝑣|| ∈ 𝑆𝐿(2,𝐾) : 2𝑎11𝑎12 = 2𝑎21𝑎22 = 0}

группы 𝑆𝐿(2,𝐾) в группу автоморфизмов алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) по правилу

̃︀𝐴 : 𝑒𝑟 → 𝑎11𝑒𝑟 + 𝑎12𝑒𝑟, 𝑒𝑟 → 𝑎21𝑒𝑟 + 𝑎22𝑒𝑟, 𝑒𝑠 → 𝑒𝑠 (𝑠 ∈ Π ∖ {𝑟, 𝑟}).

Умножая произвольный автоморфизм алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) типа 𝐷𝑛 на выделенные автомор-
физмы, добиваемся его тождественности по модулю 𝐿2, то есть сводим его к известным ги-
перцентральным автоморфизмам [18].

Доказательство того, что произвольная коммутативная подалгебра алгебры 𝑁Φ(𝐾) сов-
падает с одним из ее идеалов проводится по аналогии с рассмотренными выше типами.
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