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Аннотация

Проблема обобщённых характеров заключается в решении задачи Ю. В. Линника, по-
ставленной им в 1949 году, относительно аналитического продолжения как целых функций
на комплексную плоскость одного класса рядов Дирихле и в решении гипотезы Н. Г. Чу-
дакова, выдвинутой им в 1950 году о том, что любой конечнозначный числовой характер,
отличный от нуля почти на всех простых числах и имеющий ограниченную сумматорную
функцию, является характером Дирихле. Позднее такие характеры получили название
неглавных обобщённых характеров. Коэффициенты рядов Дирихле в задаче Ю. В Лин-
ника также определялись неглавными обобщёнными характерами.

Кроме Ю. В. Линника и Н. Г. Чудакова решениями проблемы обобщённых характеров
занимались такие известные математики как В. Г. Спринджук, К. А. Родосский, Б. М. Бре-
дихин и многие другие, но проблема оставалась открытой.

Последние годы авторы разработали аппроксимационный подход, основанный на при-
ближении в правой полуплоскости комплексной плоскости функций, заданных рядами
Дирихле, полиномами Дирихле, в задаче аналитического продолжения рядов Дирихле с
мультипликативными коэффициентами. Ранее этот подход позволил авторам решить за-
дачу Ю. В. Линника, а в данной работе приводится решение гипотезы Н. Г. Чудакова.
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Abstract

The problem of generalized characters lies in the solution of Linnik’s problem, posed by him
in 1949, with respect to the analytic continuation of entire functions to the complex plane of
a class of Dirichlet series and in the solution of the hypothesis of N. G. Chudakov, who put
forward in 1950 that any finite-valued numerical character, different from zero on almost all
prime numbers and having a bounded summation function, is a Dirichlet character. Later such
characters were called non-principal generalized characters. The coefficients of the Dirichlet
series in Linnik’s problem were also determined by non-principal generalized characters.

Except Yu. V. Linnik and N. G. Chudakov’s solutions to the problem of generalized
characters were handled by such well-known mathematicians as V. G. Sprindzhuk, K. A. Rodos-
sky, B. M. Bredikhin and many others, but the problem remained open.

In recent years, the authors have developed an approximation approach based on the
approximation in the right half-plane of the complex plane of functions given by Dirichlet
series by Dirichlet polynomials in the problem of analytic continuation of Dirichlet series with
multiplicative coefficients. Earlier this approach allowed the authors to solve the problem of
Yu. V. Linnik, and in this paper the solution of the hypothesis of N. G. Chudakov is given.

Keywords: generalized character, approximate Dirichlet polynomials, the problem of gene-
ralized characters.
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1. Введение

Рассмотрим ряд Дирихле

𝑓(𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

ℎ(𝑛)

𝑛𝑠
, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, (1)

где ℎ(𝑛) – конечнозначный числовой характер, отличный от нуля почти для всех простых и
имеющий ограниченную сумматорную функцию

𝑆(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

ℎ(𝑛) = 𝑂(1).

Такие характеры в 1950 году получили название неглавных обобщённых характеров
(см.[1],[2]).

В случае, когда
𝑆(𝑥) =

∑︁
𝑛≤𝑥

ℎ(𝑛) = 𝑑 · 𝑥+𝑂(1), 𝑑 ̸= 0.

характеры ℎ(𝑛) стали называться главными обобщёнными характерами.
В 1949 году Ю. В. Линник поставил задачу показать аналитическое продолжение ряда (1)

как целой функции на комплексную плоскость. Решением задачи Ю. В. Линника занимались
многие известные ученые. Но попытки решить эту задачу оказались безуспешными. Профес-
сор Н. Г. Чудаков видел решение задачи Ю. В. Линника в доказательстве высказанного им в
1950 году ([1],[2],[3]) предположения о том, что любой обобщённый характер является характе-
ром Дирихле. В течение всей своей жизни Н. Г. Чудаков неоднократно обращался к решению
этой гипотезы.

В 1964 году В. В. Глазков, ученик Н. Г. Чудакова, элементарными методами доказал ги-
потезу для главных обобщённых характеров (см. [4]).
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В 1970 году на Международном математическом конгрессе в Ницце Н. Г. Чудаков сфор-
мулировал гипотезу для неглавных обобщённых характеров как одну из актуальных задач
аналитической теории чисел (см. [5]).

В середине 70-х годов Н. Г. Чудаков пытался доказать свою гипотезу обращаясь к степен-
ным рядам. Он пытался показать, что степенные ряды с неглавными обобщёнными характе-
рами удовлетворяют условиям известных теорем Сёге или Даффина-Шеффера (см. [6]). Но
эти попытки были безуспешными.

В 1983 году В. Н. Кузнецов, используя результат теоремы Сёге для степенных рядов,
показал, что если ряд Дирихле (1) аналитически продолжим целым образом на комплексную
плоскость с определенным порядком роста модуля, то ℎ(𝑛) является характером Дирихле (см.
[7]).

В начале 2010-х годов в работах О. А. Матвеевой ([8],[9],[10],[11]) были разработаны основ-
ные положения аппроксимационного подхода в задаче изучения аналитических свойств рядов
Дирихле, основанного на построении полиномов Дирихле, сходящихся в правой полуплоскости
к функции, определенной рядом Дирихле, и переносе отдельных свойств полиномов Дирихле
на ряды Дирихле.

В последние годы авторы в результате применения аппроксимационного подхода получи-
ли ряд новых результатов в задаче аналитического продолжения рядов как целых функций
на комплексную плоскость (см. [12],[13],[14],[15]). Так в работе [14] было получено условие,
выраженное в терминах поведения функции, определенной рядом Дирихле, на мнимой оси,
при котором ряд Дирихле допускает аналитическое продолжение как целой функции на ком-
плексную плоскость.

В работе [15] авторы показали, что ряды Дирихле (1) удовлетворяют условию аналитиче-
ского продолжения целым образом на комплексную плоскость, полученному в работе [14], и,
тем самым, получили решение задачи Ю. В. Линника.

В данной работе показано, что ряды Дирихле (1), которые в силу результата работы [15]
продолжаются целым образом на комплексную плоскость, и при этом выполняется условие
на рост модуля, приведенное в работе [7], то есть как отмечалось выше любой неглавный
обобщённый характер является характером Дирихле.

Таким образом в работе показано, что гипотеза Н. Г. Чудакова получена как следствие
решения задачи Ю. В. Линника и ее решение закрывает проблему обобщённых характеров.

2. Некоторые свойства аппроксимационных полиномов для ря-
дов Дирихле, коэффициенты которых определены неглавны-
ми обобщёнными характерами

В работах [12]–[15] приведены определения и отдельные свойства аппроксимационных по-
линомов 𝑄𝑛(𝑠), необходимые для решения задачи Ю. В. Линника.

Здесь приведен ряд свойств аппроксимационных полиномов Дирихле 𝑄𝑛(𝑠), которые
будут использованы для доказательства гипотезы Н. Г. Чудакова относительно обобщён-
ных характеров. Как отмечалось в работах [14], [15] аппроксимационные полиномы, то
есть последовательность полиномов Дирихле 𝑄𝑛(𝑠), которые в каждом прямоугольнике
𝐷𝑇 : 0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇 , равномерно сходится к функции 𝑓(𝑠), определенной рядом
Дирихле (1), и нормы этих полиномов ограничены в 𝐷𝑇 константой, зависящей только от
величины 𝑇 , определяется не однозначно. Такие полиномы выбираются определенным обра-
зом в зависимости от поставленной задачи. Опишем выбор аппроксимационных полиномов в
нашем случае и укажем некоторые свойства таких полиномов.
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Рассмотрим степенной ряд, соответствующий ряду Дирихле (1):

𝑔(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

ℎ(𝑛)𝑥𝑛. (2)

В работе [15] показано, что ряд Дирихле (1) определяет целую функцию, следовательно,
согласно работе [16] степенной ряд (2) имеет в точке 𝑥 = 1 односторонние производные любо-
го порядка, то есть функция 𝑔(𝑥) бесконечное число раз дифференцируема на отрезке [0;1].
Известно (см. [17]), что для величин наилучшего приближения функции 𝑔(𝑥) на отрезке [0;1]
алгебраическими полиномами степени 𝑛 : 𝐸𝑛(𝑔(𝑥)) имеет место оценка

𝐸𝑛(𝑔(𝑥)) = 𝑜

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
, (3)

при любом натуральном 𝑚.
Рассмотрим последовательность алгебраических полиномов 𝑇𝑛(𝑥), заданных на отрезке

[0;1] и полученных из многочленов Чебышева в результате линейного преобразования. Система
полиномов 𝑇𝑛(𝑥) будет ортоганальной на отрезке [0;1] с соответствующей весовой функцией.

Рассмотрим разложение функции 𝑔(𝑥) на отрезке [0;1] на системе полиномов 𝑇𝑛(𝑥) :

𝑔(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑇𝑘(𝑥) (4)

Известно (см. [17]), что последовательность алгебраических полиномов

𝑃𝑚(𝑥) = 𝑆𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑇𝑘(𝑥)

приближает функцию 𝑔(𝑥) на отрезке [0;1] в ln𝑛 раз хуже, чем наилучшее приближение, т. е.

‖𝑔(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥)‖𝑐[0;1] ≤ (3 + ln𝑛)𝐸𝑛(𝑥).

Отсюда в силу (3) получаем

‖𝑔(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥)‖𝐶[0;1] = 𝑂

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
, (5)

где 𝑚 – любое натуральное, и следовательно

|𝑐𝑛| = 𝑂

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
. (6)

Рассмотрим последовательность полиномов ^̂
𝑇𝑘(𝑥), которые отличаются от полиномов 𝑇𝑘(𝑥)

тем, что в них отсутствуют свободные члены, так как 𝑔(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=1 ℎ(𝑘)𝑥𝑘, то в силу (5) имеет
место оценка ⃦⃦⃦

𝑔(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥)
⃦⃦⃦
𝐶[0;1]

= 𝑂

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
, (7)

где 𝑚 – любое натуральное заданное и где

𝑃𝑛(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
^̂
𝑇𝑘(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑛,𝑘𝑥
𝑘.
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Рассмотрим последовательность полиномов Дирихле

𝑄𝑘(𝑠) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑛,𝑘
𝑘𝑠

(8)

В работе [8] показано, что в силу (7) имеет место оценка

‖𝑓(𝑠) −𝑄𝑛(𝑠)‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 𝑂

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
,

где 𝑚 – любое заданное натуральное, и как показано в [12] для функции 𝑓(𝑠), определенной
рядом Дирихле (1), для каждого заданного 𝑚 выполняется оценка

‖𝑓(𝑠) −𝑄𝑘(𝑠)‖𝐶(𝐷𝑇 ) ≤ 𝐶 · 1

𝑛𝑚
, (9)

где константа 𝐶 зависит от величины 𝑇 .
Следовательно полиномы Дирихле (8) являются аппроксимационными полиномами для

ряда Дирихле (1).
Докажем ряд утверждений относительно свойств аппроксимационных полиномов Дирихле

вида (6), которые будут использованы при доказательстве основного результата.

Лемма 1. Для производной 𝑘-го порядка полинома 𝑄𝑛(𝑠) в прямоугольнике 𝐷𝑇 имеет
место оценка ⃦⃦⃦

𝑄(𝑘)
𝑛 (𝑠)

⃦⃦⃦
𝐶(𝐷𝑇 )

≤ 𝐶 ln𝑘 𝑛,

где константа 𝐶 зависит только от величины 𝑇 .

Доказательство. Применив к производной полинома𝑄𝑛(𝑠) формулу суммирования Абе-
ля, получим ⃦⃦

𝑄′
𝑛(𝑠)

⃦⃦
𝐶(𝐷𝑇 )

≤ ln𝑛 ‖𝑄𝑛(𝑠)‖𝐶(𝐷𝑇 )

Учитывая, что в полосе : 0 < 𝜎 <∞, |𝑡| ≤ 𝑇

|𝑄𝑛(𝑠)| < 𝐶,

где константа 𝐶 зависит только от 𝑇 , и повторив рассуждения 𝑘 раз, получим утверждение
леммы 1. 2

Лемма 2. Для любого 𝑘 в прямоугольнике 𝐷𝑇 имеет место оценка⃦⃦⃦
𝑄(𝑘)

𝑚 (𝑠) −𝑄(𝑘)
𝑛 (𝑠)

⃦⃦⃦
≤ 𝐶 · 1

𝑛𝑚
,

где 𝑚 – любое натуральное, а константа 𝐶 при каждом 𝑚 зависит только от 𝑇 .

Доказательство. В силу условия (3)

‖𝑓(𝑠) −𝑄𝑛(𝑠)‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 𝑂

(︂
1

𝑛𝑚

)︂
,

где 𝑚 – любое заданное натуральное.
Отсюда следует

‖𝑄𝑛+1(𝑠) −𝑄𝑛(𝑠)‖𝐶(𝐷𝑇 ) = 𝑂(
1

𝑛𝑚
),

где 𝑚 – любое.
Эта оценка в силу леммы 1 дает утверждение леммы 2. 2
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Лемма 3. Для любого заданного натурального 𝑘 имеет место оценка⃦⃦⃦
𝑓 (𝑘)(𝑠) −𝑄(𝑘)

𝑛 (𝑠)
⃦⃦⃦
𝐶(𝐷𝑇 )

= 𝑂

(︂
1

𝑛𝑘

)︂
.

Доказательство. Доказательство леммы 3 следует из следующего разложения в ряд в
прямоугольнике 𝐷𝑇 :

𝑓 (𝑘)(𝑠) = 𝑄(𝑘)
𝑛 (𝑠) +

∞∑︁
𝑐=𝑛

(𝑄
(𝑘)
𝑐+1(𝑠) −𝑄(𝑘)

𝑐 (𝑠)),

который равномерно сходится в силу леммы 2. 2

Лемма 4. Для любого 𝑘 и 𝑠0 = 0 последовательность 𝑄
(𝑘)
𝑛 (𝑠0) сходится к 𝑓 (𝑘)(𝑠0).

Доказательство. Утверждение леммы 4 следует из леммы 3. 2

Теорема 1. Для точек 𝑠, лежащих в круге радиуса 𝑅 с центром в нуле, для любого
𝜀 > 0 существует такое 𝑛0, что для всех 𝑛 ≥ 𝑛0 имеет место неравенство

|𝑓(𝑠) −𝑄𝑛(𝑠)| < 𝜀.

Доказательство. В работе [15] было показано, что ряд Тейлора функции 𝑓(𝑠), опреде-
ленной рядом Дирихле (1), сходится равномерно в любом круге радиуса 𝑅 с центром в нуле.
Следовательно для любого 𝜀 > 0 найдется такое 𝑁0, что в круге радиуса 𝑅 будет иметь место
неравенство

|𝑓(𝑠) − 𝑆𝑁0(𝑠)| < 𝜀

3
, (10)

где 𝑆𝑁0(𝑠) – частичная сумма ряда Тейлора порядка 𝑁0.
В силу леммы 4 и леммы 3 существует 𝑛0, что для всех 𝑠, лежащих в круге радиуса 𝑅,

для 𝑛 ≥ 𝑛0 имеет место оценка ⃒⃒
𝑆𝑁0(𝑠) − 𝑆𝑁0,𝑛(𝑠)

⃒⃒
<
𝜀

3
,

где 𝑆𝑁0,𝑛(𝑠) – частичная сумма ряда Тейлора многочлена 𝑄𝑛(𝑠) порядка 𝑁0. Отсюда в силу
оценки (𝑘) следует утверждение теоремы 1. 2

3. К проблеме обобщённых характеров

Прежде всего докажем гипотезу Н. Г. Чудакова относительно обобщённых характеров.
Имеет место

Теорема 2. Любой неглавный обобщённый характер является характером Дирихле.

Доказательство. В работе [7] доказано, что ряд Дирихле с конечнозначными коэффици-
ентами тогда и только тогда определяет целую функцию 𝑓(𝑠), удовлетворяющую следующему
условию роста модуля

|𝑓(𝑥)| < 𝐶𝑒|𝑠| ln|𝑠|+𝐴(𝑠), 𝜎 < 0, (11)

где 𝐴 – некоторая положительная константа, когда коэффициенты этого ряда периодичны,
начиная с некоторого номера.

При этом в [7] показано, что в случае периодических, начиная с некоторого номера ко-
эффициентов, константа 𝐴 ≤ 𝜋

2 , а константа 𝐶 определяется величиной |𝑔(𝑒−𝑥)| на отрезке
[𝜌;∞], где 𝜌 > 0, 𝑔(𝑥) – соответствующий степенной ряд, и 𝑔(𝑒−𝑥) = 𝑒−𝑥 · 𝑔(𝑒−𝑥).
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В нашем случае рассмотрим 𝑓𝑘(𝑠) = 𝑄𝑛(𝑠), где 𝑄𝑛(𝑥) полиномы Дирихле, определенные
по формулам (8), и рассмотрим

𝑔𝑛(𝑒−𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑛,𝑘𝑒
−𝑘𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
^̂
𝑇𝑘(𝑒−𝑥).

В силу того, что на отрезке [0;1] для всех 𝑘 выполняется оценка
⃦⃦⃦

^̂
𝑇𝑘(𝑥)

⃦⃦⃦
≤ 2 и в силу (6)

|𝑐𝑘| = 𝑂( 1
𝑛𝑚 ), где 𝑚 – любое натуральное, для 𝑔𝑛(𝑒−𝑥) на отрезке [𝜌;∞] имеет место оценка

вида ⃒⃒
𝑔𝑛(𝑒−𝑥)

⃒⃒
< 𝐶,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
Следовательно, для полиномов 𝑄𝑛(𝑠) выполняется оценка

|𝑄𝑛(𝑠)| < 𝐶𝑒|𝑠| ln|𝑠|+𝐴|𝑠|,

где константа 𝐶 единая для всех 𝑛, и где 𝐴 < 𝜋
2 .

Отсюда в силу Теоремы 1 имеет место оценка вида

|𝑓(𝑠)| < 𝐶𝑒|𝑠| ln|𝑠|+𝐴|𝑠| (12)

где 𝑓(𝑠) – целая функция, определенная рядом Дирихле (1). Оценка (12) в силу приведен-
ного выше результата работы [7] доказывает периодичность характера ℎ(𝑛), т.е. доказывает
утверждение теоремы 2. 2

4. Заключение

Отметим, что приведенное здесь доказательство гипотезы Н. Г. Чудакова относительно
обобщённых характеров является следствием основного результата работы [15], т.е. является
следствием решения задачи Ю. В. Линника относительно аналитического продолжения рядов
Дирихле вида (1).

Таким образом, проблема обобщённых характеров, которая заключается в решении задачи
Ю. В. Линника и гипотезы Н. Г. Чудакова, получила окончательное решение.
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