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Аннотация

Аддитивный сдвиг – один из часто используемых приёмов оценки тригонометриче-
ских сумм и сумм значений характеров. Он состоит в замене переменной суммирования 𝑛
выражением вида 𝑛+ 𝑥 с последующим суммированием по искусственно введённой пере-
менной 𝑥. Превращение исходной однократной суммы в кратную открывает дополнитель-
ные возможности, позволяющие получить её нетривиальную оценку. Этот приём широко
использовался в работах Й. Г. ван дер Корпута, И. М. Виноградова, Д. А. Бёрджесса,
А. А. Карацубы и многих других исследователей. Он оказался весьма полезным рабочим
инструментом и при работе с суммами значений характеров в конечных полях, а также
с кратными тригонометрическими суммами. Э. Фуври и П. Мишель (1998), Ж. Бургейн
(2005) стали успешно применять этот приём к оценкам сумм Клоостермана по простому
модулю.

Э. Фуври и П. Мишель сочетали аддитивный сдвиг с глубокими результатами, кото-
рые получаются средствами алгебраической геометрии. Метод Ж. Бургейна полностью
элементарен. Так, его использование позволило автору дать полностью элементарный вы-
вод оценки суммы Клоостермана с простыми числами по простому модулю 𝑞 в случае,
когда длина 𝑁 такой суммы превосходит 𝑞 1/2+𝜀.

В настоящей статье даются новые примеры применения аддитивного сдвига к взвешен-
ным суммам Клоостермана вида∑︁

𝑛6𝑁

𝑓(𝑛) exp

(︂
2𝜋𝑖𝑎

𝑞
(𝑛+ 𝑏)*

)︂
, (𝑎𝑏, 𝑞) = 1, 𝑚𝑚* ≡ 1 (mod 𝑞),

где 𝑞 - простое число, а весовая функция 𝑓(𝑛) берётся равной числу 𝜏(𝑛) делителей 𝑛 или
же количеству 𝑟(𝑛) представлений 𝑛 суммою двух квадратов целых чисел. Полученные
оценки нетривиальны уже при 𝑁 > 𝑞 2/3+𝜀.

Следствием таких оценок являются новые результаты о распределении дробных долей
вида {︂

𝑎

𝑞
(𝑢𝑣 + 𝑏)*

}︂
,

{︂
𝑎

𝑞
(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑏)*

}︂
,

в случае, когда целочисленные переменные 𝑢, 𝑣 меняются в гиперболической (𝑢𝑣 6 𝑁) и
круговой (𝑢2 + 𝑣2 6 𝑁) областях, соответственно.

Ключевые слова: обратные вычеты, суммы Клоостермана, аддитивный сдвиг, функция
делителей.
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Abstract

Additive shift is a widely used tool in the estimating of exponential sums and character sums.
It bases on the replacement of the summation variable 𝑛 by the expression of the type 𝑛+𝑥 and
the summation over artificially introduced variable 𝑥. The transformation of the simple sum
to multiple sum gives an additional opportunities, which allow one on obtain the non-trivial
bound for the initial sum. This shift was widely used by I.G. van der Corput, I.M. Vinogradov,
D.A. Burgess, A.A. Karatsuba and many other researchers. It became very useful tool also in
dealing with character sums in finite fields and with multiple exponential sums.

E. Fouvry and P. Michel (1998) and then J. Bourgain (2005) used successfully this shift to
the estimation of Kloosterman sums. E. Fouvry and P. Michel combine additive shift with deep-
lying results from algebraic geometry. On the contrary, the method of J. Bourgain is completely
elementary. For example, it allows to the author to give elementary proof of the estimate of
Kloosterman sum prime modulo 𝑞 with primes in the case when its length 𝑁 exceeds 𝑞 1/2+𝜀.

In this paper, we give some new elementary applications of additive shift to weighted
Kloosterman sums of the type∑︁

𝑛6𝑁

𝑓(𝑛) exp

(︂
2𝜋𝑖𝑎

𝑞
(𝑛+ 𝑏)*

)︂
, (𝑎𝑏, 𝑞) = 1.

Here 𝑞 is prime and weight function 𝑓(𝑛) is equal to 𝜏(𝑛), that is, the number of divisors of
𝑛, or equal to 𝑟(𝑛), which is the number of representations of 𝑛 by the sum of two squares of
integers. The bounds for these sums are non-trivial for 𝑁 > 𝑞 2/3+𝜀.

As a corollary of such estimates, we obtain some new results concerning the distribution of
the fractional parts of the following type{︂

𝑎

𝑞
(𝑢𝑣 + 𝑏)*

}︂
,

{︂
𝑎

𝑞
(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑏)*

}︂
,

where the integers 𝑢, 𝑣 run through the hyperbolic (𝑢𝑣 6 𝑁) and circle (𝑢2 +𝑣2 6 𝑁) domains,
consequently.
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Памяти Юрия Владимировича Линника

1. Введение

Суммой Клоостермана по модулю 𝑞 > 2 называется тригонометрическая сумма вида∑︁
𝑛∈𝐴

𝑒𝑞(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛) =
∑︁
𝑛∈𝐴

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛
+ 𝑏𝑛

)︂
, (1)

где 𝑒𝑞(𝑢) = 𝑒2𝜋𝑖𝑢/𝑞, 𝑎, 𝑏 — целые числа, 𝑎 ̸≡ 0 (mod 𝑞), 𝑛 = 1/𝑛 = 𝑛* — решение сравнения
𝑛𝑛 ≡ 1 (mod 𝑞), 𝐴 - некоторое подмножество приведённой системы вычетов Z*

𝑞 по модулю 𝑞.
Суммы (1) и им подобные возникают во многих задачах теории чисел (см., например,

обзоры Д. Р. Хизбрауна [1] и П. Сарнака [2], гл. 11, 16 и 20 книги Х. Иванца и Э. Ковальско-
го [4], монографию А. В. Устинова [3], а также приведённые в этих работах библиографии;
разумеется, этот список не является сколь-нибудь полным).

Наряду с суммами (1) рассматриваются и суммы Клоостермана с весами, т.е. суммы вида∑︁
𝑛∈𝐴

𝑓(𝑛)𝑒𝑞(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛), (2)

где 𝑓(𝑛) — некоторая арифметическая функция. Оценкам таких сумм посвящены, в частности,
работы [5]–[10].

При оценках тригонометрических сумм вида

𝑆 =
∑︁

𝑀<𝑛6𝑀+𝑁

𝑒(𝜙(𝑛)), 𝑁 > 1, 𝑒(𝑧) = 𝑒2𝜋𝑖𝑧,

часто применяется следующий приём, который условно можно назвать “аддитивным сдвигом”
переменной суммирования. Заключается он в следующем. Пусть 𝑋 – целое число, причем
1 6 𝑋 6 𝑁1−𝛿, где 𝛿 > 0 – достаточно малая постоянная. Задавшись произвольным целым 𝑥
с условием 1 6 𝑥 6 𝑋, преобразуем сумму 𝑆 следующим образом:

𝑆 =
∑︁

𝑀<𝑛+𝑥6𝑀+𝑁

𝑒(𝜙(𝑛+ 𝑥)) =
∑︁

𝑀−𝑥<𝑛6𝑀+𝑁−𝑥

𝑒(𝜙(𝑛+ 𝑥)) =

=
∑︁

𝑀<𝑛6𝑀+𝑁

𝑒(𝜙(𝑛+ 𝑥)) + 2𝜃𝑥, |𝜃| 6 1.

Суммируя обе части по 1 6 𝑥 6 𝑋, получим:

𝑆 = 𝑋−1
∑︁

𝑀<𝑛6𝑀+𝑁

𝑋∑︁
𝑥=1

𝑒(𝜙(𝑛+ 𝑥)) + 2𝜃1𝑋, |𝜃1| 6 1.

Наличие двойного суммирования (по 𝑛 и по 𝑥) открывает дополнительные возможности, поз-
воляющие получить нетривиальную оценку исходной суммы.

Этот приём и его модификации широко и успешно применялись Й. Г. ван дер Корпутом,
И. М. Виноградовым, А. А. Карацубой, Д. А. Берджессом и многими другими исследова-
телями при решении ряда задач аддитивной теории чисел, теории дзета-функции Римана,
характеров Дирихле, характеров в конечных полях, кратных тригонометрических сумм (см.,
например, [14]–[37]; и этот список, конечно, не является исчерпывающим).

Аддитивный сдвиг оказывается наиболее эффективным в задачах, где функция 𝜙(𝑛) либо
является многочленом, либо хорошо им приближается: в таких случаях имеется определённая
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“гибкость” в работе с выражениями вида 𝜙(𝑛 + 𝑥), где 𝑥 мало по сравнению с 𝑛. Однако
функции вида

𝜙(𝑛) =
1

𝑞
(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛) (mod 1)

такими свойствами, вообще говоря, не обладают.
Тем не менее, в ряде случаев аддитивный сдвиг удаётся применить и к оценкам сумм

Клоостермана и их обобщениям. Так, в 1997 г. Э. Фуври и П. Мишель, сочетая этот приём с
методами алгебраической геометрии, смогли получить оценки билинейных форм вида∑︁

𝑀<𝑚6𝑀1

∑︁
𝑁<𝑛6𝑁1

𝛼𝑚𝛽𝑛𝑒𝑞(𝑓(𝑚𝑛)),

где модуль 𝑞 — простое число, а 𝑓(𝑥) = 𝑃 (𝑥)/𝑄(𝑥) = 𝑃 (𝑥)𝑄(𝑥) — рациональная функция
над Z*

𝑞 достаточно общего вида. Следствием оценок таких форм явилась, в частности, оценка
суммы с простыми числами вида∑︁

𝑝6𝑁

𝑒𝑞(𝑓(𝑝)) ≪ 𝑁25/36𝑞 3/16+𝜀,

нетривиальная при 𝑁 > 𝑞 6/7+𝜀.
В 2005 г. Ж. Бургейн [39], также используя аддитивный сдвиг, в случае простого модуля

𝑞 смог получить оценку билинейной формы∑︁
𝑐<𝑚6𝑐+𝑀

∑︁
𝑑<𝑛6𝑑+𝑁

𝛼𝑚𝛽𝑛𝑒𝑞(𝑎𝑚𝑛+ 𝑏𝑚𝑛),

где 𝑀𝑁 > 𝑞1/2+𝜀, 𝑞 𝜀 < 𝑀,𝑁 6
√
𝑞, а 𝑐, 𝑑 — произвольные числа. Наряду с оценкой∑︁

𝑀<𝑛6𝑀+𝑁

𝑒𝑞(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛) ≪ √
𝑞 ln 𝑞, (3)

следующей из классического неравенства А. Вейля [40] вида⃒⃒⃒⃒𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑒𝑞(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛)

⃒⃒⃒⃒
6 2

√
𝑞

это приводит к следующей оценке суммы Клоостермана с простыми числами:∑︁
𝑝6𝑁

𝑒𝑞(𝑎𝑝+ 𝑏𝑝) ≪ 𝑁𝑞−𝛿, 𝑁 > 𝑞1/2+𝜀, 𝛿 = 𝑐𝜀4. (4)

Дальнейшее развитие метод Бургейна (применительно к суммам Клоостермана) получил в
работах [41]–[45]. В частности, в работах [43], [45] с помощью элементарных рассуждений
(т.е. не опирающихся на средства алгебраической геометрии), включающих аддитивный сдвиг,
автору удалось получить оценки вида∑︁

𝑀<𝑛6𝑀+𝑁

𝑒𝑞(𝑎𝑛+ 𝑏𝑛) ≪ 𝑁𝑞−𝑐𝜀2 ,

нетривиальные при 𝑁 > 𝑞1/2+𝜀. В соединении с методом Бургейна это дало полностью эле-
ментарный вывод неравенства (4).
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Метод Бургейна практически без изменения переносится на взвешенные суммы типа∑︁
𝑛6𝑁

𝑓(𝑛)𝑒𝑞(𝑎𝑛) =
∑︁
𝑛6𝑁

𝑓(𝑛)𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛

)︂
,

где 𝑓(𝑛) — одна из функций 𝜏𝑘(𝑛), 𝜇(𝑛) (см. [45]), а также 𝑓(𝑛) = 𝑟(𝑛) (как обычно, 𝜏𝑘(𝑛) —
многомерная функция делителей, 𝜇(𝑛) — функция Мёбиуса, 𝑟(𝑛) — количество представлений
𝑛 суммою двух квадратов целых чисел). Однако этот метод (во всяком случае, без внесения
существенных изменений в рассуждения) не позволяет получить, например, оценки сумм вида

𝑆1 = 𝑆1(𝑞,𝑁 ; 𝑎, 𝑏) =
∑︁

16𝑛6𝑁

𝜏(𝑛)𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛+ 𝑏

)︂
=

∑︁
16𝑢𝑣6𝑁
𝑢,𝑣>1

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
,

𝑆2 = 𝑆2(𝑞,𝑁 ; 𝑎, 𝑏) =
∑︁

16𝑛6𝑁

𝑟(𝑛) 𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛+ 𝑏

)︂
=

∑︁
16𝑢2+𝑣26𝑁

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑏

)︂
,

где 𝑞 — простое число, (𝑎𝑏, 𝑞) = 1, 𝜏(𝑛) = 𝜏2(𝑛) — число делителей 𝑛.
В 2000 г. А. А. Карацуба [46] применил аддитивный сдвиг вида 𝑛 ↦→ 𝑛+𝑥𝑦 (с последующим

суммированием по 𝑥 и 𝑦) к задаче оценки суммы значений неглавного характера Дирихле 𝜒𝑞

по простому модулю 𝑞 с весами типа 𝜏𝑘(𝑛), 𝑟(𝑛). В частности, ему удалось получить оценки
вида ∑︁

𝑛6𝑁

𝜏(𝑛)𝜒𝑞(𝑛+ 𝑎),
∑︁
𝑛6𝑁

𝑟(𝑛)𝜒𝑞(𝑛+ 𝑎), 0 < |𝑎| 6 √
𝑞,

нетривиальные при 𝑁 > 𝑞 1/3+𝜀, и тем самым значительно уточнить свой предыдущий резуль-
тат [47].

В настоящей статье мы применяем идею работы [46] к оценке взвешенных сумм Клоостер-
мана 𝑆𝑗 = 𝑆𝑗(𝑞,𝑁 ; 𝑎, 𝑏), 𝑗 = 1, 2. Основным результатом является следующая

Теорема 1. Пусть 0 < 𝜀 < 0.1 — сколь угодно малое фиксированное число, 𝑞 > 𝑞0(𝜀) —
простое, (𝑎𝑏, 𝑞) = 1, 𝑁 — целое, причём 𝑞 2/3+𝜀 < 𝑁 6 𝑞. Тогда для определённых выше сумм
𝑆1, 𝑆2 справедливы следующие оценки:

𝑆1, 𝑆2 ≪ 𝑁𝑞−𝜀2/35.

Эта теорема позволяет получить некоторые утверждения, касающиеся распределения
дробных долей вида {︂

𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

}︂
,

{︂
𝑎

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑏

}︂
при изменении целых чисел 𝑢, 𝑣 в гиперболической и круговой областях, соответственно (см.
теоремы 2–4).

2. Вспомогательная лемма

В настоящем параграфе мы получаем верхнюю оценку для числа решений системы срав-
нений специального вида. Метод доказательства этой оценки восходит к работе [48].

Лемма 1. Пусть 𝑐1, 𝑐2 > 1 – произвольные абсолютные постоянные, 𝑞 > 𝑞0(𝑐1, 𝑐2) –
достаточно большое простое число. Пусть, далее, числа 𝑋,𝑈,𝑈1, 𝑉, 𝑉1 удовлетворяют усло-
виям

(ln 𝑞)3 < 𝑈 < 𝑈1 6 𝑐1𝑈, (ln 𝑞)3 < 𝑉 < 𝑉1 6 𝑐2𝑉, 𝑈 6 𝑉,

𝑋0(𝑐1, 𝑐2) < 𝑋 6 𝑉, 𝑈1𝑉1 < 𝑞, 𝑋𝑉 6 𝑞𝑈. (5)
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Тогда для количества 𝐼 = 𝐼(𝑞;𝑋;𝑈,𝑈1;𝑉, 𝑉1) решений системы сравнений{︃
𝑥1𝑢1 ≡ 𝑥2𝑢2 (mod 𝑞),

𝑥1𝑣1 ≡ 𝑥2𝑣2 (mod 𝑞)
(6)

с условиями 1 6 𝑥1, 𝑥2 6 𝑋, 𝑈 < 𝑢1, 𝑢2 6 𝑈1, 𝑉 < 𝑣1, 𝑣2 6 𝑉1 справедлива следующая оценка:

𝐼 6 2𝑐1𝑐2𝑋𝑈𝑉 ln 𝑞.

Доказательство. Ввиду неравенств 1 6 𝑥1𝑢1, 𝑥2𝑢2 6 𝑋𝑈1 < 𝑞 первое сравнение системы
оказывается уравнением: 𝑥1𝑢1 = 𝑥2𝑢2. Разобьём все решения (6) на классы, относя к классу
𝐸(𝛿) все решения (𝑥1, 𝑥2, 𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2), отвечающие условию (𝑥1, 𝑥2) = 𝛿. Обозначая через 𝐼(𝛿)
число решений в классе 𝐸(𝛿), будем, следовательно, иметь:

𝐼 =
∑︁

16𝛿6𝑋

𝐼(𝛿). (7)

Оценим величину 𝐼(𝛿). Если 𝑥1, 𝑥2 – компоненты произвольного решения из класса 𝐸(𝛿), то
𝑥𝑗 = 𝛿𝑦𝑗 , 𝑗 = 1, 2, где

(𝑦1, 𝑦2) = 1, 1 6 𝑦1, 𝑦2 6 𝑋𝛿
−1. (8)

Зафиксируем произвольную пару 𝑦1, 𝑦2 с условиями (8). Тогда из второго сравнения системы
(6) получим:

𝛿𝑦1𝑣1 − 𝛿𝑦2𝑣2 = 𝑞𝑛,

где 𝑛 — некоторое целое число. Поскольку 𝑞 простое, то необходимо 𝑛 = 𝛿𝑚, так что

𝑦1𝑣1 − 𝑦2𝑣2 = 𝑞𝑚,

причём

|𝑚| 6 1

𝑞
|𝑦1𝑣1 − 𝑦2𝑣2| 6

𝑋𝑉1
𝑞𝛿
6

𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
. (9)

Фиксируя произвольное целое 𝑚 с условием (9), оценим сверху число 𝐼(𝛿; 𝑦1, 𝑦2,𝑚) четвёрок
(𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2), удовлетворяющих системе⎧⎪⎨⎪⎩

𝑦1𝑢1 = 𝑦2𝑣2,

𝑦1𝑣1 − 𝑦2𝑣2 = 𝑞𝑚,

𝑈 < 𝑢1, 𝑢2 6 𝑈1, 𝑉 < 𝑣1, 𝑣2 6 𝑉1.

(10)

В силу (8) из первого уравнения (10) получаем 𝑢1 = 𝑠𝑦2, 𝑢2 = 𝑠𝑦1, где 𝑠 — некоторое целое
число. Тогда 𝑈 < 𝑠𝑦1, 𝑠𝑦2 6 𝑈1, откуда несложно заключить, что величина 𝑠 может принимать
не более

min

(︂
𝑈1 − 𝑈

𝑦1
,
𝑈1 − 𝑈

𝑦2

)︂
+ 1 6 (𝑐1 − 1) min

(︀
𝑈𝑦−1

1 , 𝑈𝑦−1
2

)︀
+ 1 = 𝜈

значений.
Зафиксируем произвольное решение 𝑣(0)1 , 𝑣

(0)
2 второго уравнения системы (10). Тогда для

любого другого решения 𝑣1, 𝑣2 будем иметь:

𝑦1𝑣
(0)
1 − 𝑦2𝑣

(0)
2 = 𝑞𝑚 = 𝑦1𝑣1 − 𝑦2𝑣2,

откуда 𝑦1(𝑣1 − 𝑣
(0)
1 ) = 𝑦2(𝑣2 − 𝑣

(0)
2 ). В силу (8) отсюда имеем: 𝑣1 − 𝑣

(0)
1 = 𝑡𝑦2, 𝑣2 − 𝑣

(0)
2 = 𝑡𝑦1, где

𝑡 — целое число. Область изменения 𝑡 определяется неравенствами

𝑉 < 𝑡𝑦1 + 𝑣
(0)
2 6 𝑉1, 𝑉 < 𝑡𝑦2 + 𝑣

(0)
1 6 𝑉1,
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так что

max

(︂
𝑉 − 𝑣

(0)
2

𝑦1
,
𝑉 − 𝑣

(0)
1

𝑦2

)︂
< 𝑡 6 min

(︂
𝑉1 − 𝑣

(0)
2

𝑦1
,
𝑉1 − 𝑣

(0)
1

𝑦2

)︂
.

Следовательно, величина 𝑡 может принимать не более

min

(︂
𝑉1 − 𝑉

𝑦1
,
𝑉1 − 𝑉

𝑦2

)︂
+ 1 6 (𝑐2 − 1) min

(︀
𝑉 𝑦−1

1 , 𝑉 𝑦−1
2

)︀
+ 1 = 𝜆

значений. Так находим:

𝐼(𝛿; 𝑦1, 𝑦2,𝑚) 6 𝜆𝜈 6

(︂
(𝑐1 − 1) min

(︀
𝑈𝑦−1

1 , 𝑈𝑦−1
2

)︀
+ 1

)︂(︂
(𝑐2 − 1) min

(︀
𝑉 𝑦−1

1 , 𝑉 𝑦−1
2

)︀
+ 1

)︂
. (11)

Суммируя неравенство (11) по всем целым 𝑚 с условием (9), получим:∑︁
|𝑚|6𝑐2𝑋𝑉 (𝑞𝛿)−1

𝐼(𝛿; 𝑦1, 𝑦2,𝑚) 6

6

(︂
2𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
+ 1

)︂(︂
(𝑐1 − 1) min

(︀
𝑈𝑦−1

1 , 𝑈𝑦−1
2

)︀
+ 1

)︂(︂
(𝑐2 − 1) min

(︀
𝑉 𝑦−1

1 , 𝑉 𝑦−1
2

)︀
+ 1

)︂
.

Далее, суммирование по всем парам 𝑦1, 𝑦2, удовлетворяющих (8), даёт:

𝐼(𝛿) 6 2

(︂
2𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
+ 1

)︂ ∑︁
16𝑦16𝑦26𝑋𝛿−1

(︀
(𝑐1 − 1)𝑈𝑦−1

2 + 1
)︀(︀

(𝑐2 − 1)𝑉 𝑦−1
2 + 1

)︀
6

6 2

(︂
2𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
+ 1

)︂ ∑︁
16𝑦26𝑋𝛿−1

(︀
(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)𝑈𝑉 𝑦−1

2 + (𝑐1 − 1)𝑈 + (𝑐2 − 1)𝑉 + 𝑦2
)︀
6

6 2

(︂
2𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
+ 1

)︂(︂
(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)𝑈𝑉 (ln𝑋 + 1) + (𝑐1 − 1)𝑋𝑈𝛿−1 + (𝑐2 − 1)𝑋𝑉 𝛿−1 +𝑋2𝛿−2

)︂
.

Переходя, наконец, к оценке величины 𝐼, согласно (7) будем иметь:

𝐼 6 2
∑︁

16𝛿6𝑋

(︂
2𝑐2𝑋𝑉

𝑞𝛿
+ 1

)︂
×

×
(︂

(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)𝑈𝑉 (ln𝑋 + 1) + (𝑐1 − 1)𝑋𝑈𝛿−1 + (𝑐2 − 1)𝑋𝑉 𝛿−1 +𝑋2𝛿−2

)︂
6

6 2

(︂
(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)𝑋𝑈𝑉 (ln𝑋 + 1) + (𝑐1 − 1)𝑋𝑈(ln𝑋 + 1) + (𝑐2 − 1)𝑋𝑉 (ln𝑋 + 1) +

+
𝜋2

6
𝑋2 + 2𝑐2(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)

𝑋𝑈𝑉 2

𝑞
(ln𝑋 + 1)2 +

𝜋2

3
𝑐2(𝑐1 − 1)

𝑋2𝑈𝑉

𝑞
+

+
𝜋2

3
𝑐2(𝑐2 − 1)

𝑋2𝑉 2

𝑞
+ 2𝜁(3)𝑐2

𝑋3𝑉

𝑞

)︂
= 2𝑋𝑈𝑉Δ,

где

Δ = (ln𝑋 + 1)
{︀

(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1) + (𝑐1 − 1)𝑉 −1 + (𝑐2 − 1)𝑈−1
}︀

+

+ 2𝑐2(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)
𝑉

𝑞
(ln𝑋 + 1)2 +

+
𝜋2

6

𝑋

𝑈𝑉
+
𝜋2

3
𝑐2(𝑐1 − 1)

𝑋

𝑞
+
𝜋2

3
𝑐2(𝑐2 − 1)

𝑋𝑉

𝑞𝑈
+ 2𝜁(3)𝑐2

𝑋2

𝑞𝑈
.
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Принимая во внимание условия (5), находим:

𝑋

𝑈𝑉
6

1

𝑈
6 (ln 𝑞)−3,

𝑋

𝑞
6

𝑉

𝑞
6

1

𝑈
6 (ln 𝑞)−3,

𝑋2

𝑞𝑈
6

𝑋𝑉

𝑞𝑈
6 1.

Следовательно,

Δ 6 (𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)(ln𝑋 + 1) + (𝑐1 + 𝑐2 − 2)(ln𝑋 + 1)(ln 𝑞)−3 +
𝜋2

6
(ln 𝑞)−3 +

+ 2𝑐2(𝑐1 − 1)(𝑐2 − 1)(ln𝑋 + 1)2(ln 𝑞)−3 +
𝜋2

3
𝑐2(𝑐1 − 1)(ln 𝑞)−3 +

+
𝜋2

3
𝑐2(𝑐2 − 1) + 2𝜁(3)𝑐2 < 𝑐1𝑐2 ln 𝑞.

Лемма доказана. 2

3. Доказательство теоремы 1

Поскольку сумма 𝑆2 оценивается подобно сумме 𝑆1, далее мы приведём достаточно по-
дробный вывод оценки 𝑆1, а затем укажем на необходимые изменения, которые нужно внести
в рассуждения для получения оценки 𝑆2.

Положим 𝛿 = 0.5𝜀; представляя 𝑆1 в виде

𝑆1 =
∑︁

16𝑢𝑣6𝑁

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
,

разобьём область изменения каждой из переменных 𝑢, 𝑣 на промежутки 𝑈 < 𝑢 6 𝑈1,
𝑉 < 𝑣 6 𝑉1, где 1 6 𝑈, 𝑉 6 0.5𝑁 , 𝑈1 6 2𝑈 , 𝑉1 6 2𝑉 . Соответственно, 𝑆1 разобьётся на
≪ (ln 𝑞)2 сумм

𝑆(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉1
16𝑢𝑣6𝑁

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
.

Очевидно, вклад в 𝑆1 от сумм 𝑆(𝑈, 𝑉 ) с условием 𝑈𝑉 6 𝑁𝑞−𝛿 не превосходит по порядку
𝑁(ln 𝑞)2𝑞−𝛿 < 𝑁𝑞−𝜀2 . Поэтому всюду далее будем рассматривать лишь те пары 𝑈, 𝑉 , для ко-
торых 𝑁𝑞−𝛿 < 𝑈𝑉 6 𝑁 (в случае 𝑈𝑉 > 𝑁 сумма 𝑆(𝑈, 𝑉 ), очевидно, пуста). Далее, поскольку
переменные 𝑢, 𝑣 входят в 𝑆(𝑈, 𝑉 ) симметрично, не ограничивая общности можно считать, что
𝑈 6 𝑉 . Наконец, если 1 6 𝑈 6 𝑞 1/6, то 𝑉 > 𝑁𝑈−1𝑞−𝛿 > 𝑞 1/2+𝜀/2, так что в этом случае
неравенство (3) даёт:

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉1

16𝑣6𝑁𝑢−1

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
=

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉2

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑏𝑢

)︂
=

∑︁
𝑏1+𝑉 <𝑛6𝑏1+𝑉2

𝑒𝑞(𝑎1𝑛) ≪ √
𝑞 ln 𝑞,

откуда
𝑆(𝑈, 𝑉 ) ≪ 𝑈

√
𝑞 ln 𝑞 ≪ 𝑞 2/3 ln 𝑞 ≪ 𝑁𝑞−𝜀 ln 𝑞 ≪ 𝑁𝑞−0.5𝜀

(здесь обозначено: 𝑎1 ≡ 𝑎𝑢 (mod 𝑞), 𝑏1 ≡ 𝑏𝑢 (mod 𝑞), 1 6 𝑏1 < 𝑞, 𝑉2 = min (𝑉1, 𝑁𝑢
−1)).

Следовательно, всюду далее можно считать, что 𝑈 > 𝑞 1/6.
Итак, пусть 𝑈, 𝑉 — произвольная пара с условиями 𝑞 1/6 < 𝑈 6 𝑉 , 𝑁𝑞−𝛿 6 𝑈𝑉 6 𝑁 .

Зададимся целыми числами 𝑋,𝑌 > 1 такими, что 2𝑋𝑈 < 𝑞, 2𝑋𝑌 < 𝑉 (точные значения 𝑋,𝑌
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будут выбраны ниже). Тогда, вновь полагая 𝑉2 = min (𝑉1, 𝑁𝑢
−1) для заданного 𝑢, для любых

целых 𝑥, 𝑦 таких, что 1 6 𝑥 6 𝑋, 1 6 𝑦 6 𝑌 , будем иметь:

𝑆(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉2

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑏𝑢

)︂
=

=
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉 <𝑣+𝑥𝑦6𝑉2

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
=

∑︁
𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉−𝑥𝑦<𝑣6𝑉2−𝑥𝑦

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
.

Просуммируем обе части последнего равенства по 𝑥 и 𝑦; получим:

𝑋𝑌 𝑆(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

𝑋∑︁
𝑥=1

𝑌∑︁
𝑦=1

∑︁
𝑉−𝑥𝑦<𝑣6𝑉2−𝑥𝑦

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
=

=
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉−𝑋𝑌 <𝑣6𝑉2−1

𝑋∑︁
𝑥=1

∑︁
0<𝑦6𝑌

(𝑉−𝑣)/𝑥<𝑦6(𝑉2−𝑣)/𝑥

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
.

Положив

𝑦1 = max

(︂
0,
𝑉 − 𝑣

𝑥

)︂
, 𝑦2 = min

(︂
𝑌,
𝑉2 − 𝑣

𝑥

)︂
, ℎ = 2[𝑉 + 1] + 1,

будем иметь: 0 6 𝑦1 < 𝑦2 6 𝑌 < ℎ, 𝑉2 6 𝑉1 < ℎ. Следовательно, сумма по 𝑦 принимает вид

∑︁
𝑦1<𝑦6𝑦2

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
=

=
𝑌∑︁

𝑦=1

(︂
1

ℎ

∑︁
|𝑐|6ℎ/2

∑︁
𝑦1<𝜉6𝑦2

𝑒ℎ(𝑐(𝑦 − 𝜉))

)︂
𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
=

=
∑︁

|𝑐|6ℎ/2

1

ℎ

(︂ ∑︁
𝑦1<𝜉6𝑦2

𝑒ℎ(−𝑐𝜉)
)︂ 𝑌∑︁

𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
=

=
∑︁

|𝑐|6ℎ/2

𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥)

|𝑐| + 1

𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
,

где

𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥) =
|𝑐| + 1

ℎ

∑︁
𝑦1<𝜉6𝑦2

𝑒ℎ(−𝑐𝜉).

Несложно проверить, что |𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥)| 6 1 для всех рассматриваемых 𝑐, 𝑢, 𝑣 и 𝑥. Действитель-
но, если 𝑐 = 0, то

𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥) =
[𝑦2] − [𝑦1]

ℎ
6

𝑌

ℎ
6

𝑌

2𝑉
6

1

4𝑋
< 1.

Если же 0 < |𝑐| 6 0.5ℎ, то

|𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥)| =
|𝑐| + 1

ℎ
·
⃒⃒⃒⃒
𝑒ℎ(−𝑐[𝑦2]) − 𝑒ℎ(−𝑐[𝑦1])

𝑒ℎ(−𝑐) − 1

⃒⃒⃒⃒
6

|𝑐| + 1

ℎ

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜋𝑐

ℎ

⃒⃒⃒⃒−1

6
|𝑐| + 1

ℎ
· ℎ

2|𝑐|
6 1.

Следовательно,

𝑆(𝑈, 𝑉 ) = (𝑋𝑌 )−1
∑︁

|𝑐|6ℎ/2

𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )

|𝑐| + 1
,
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где

𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉−𝑋𝑌 <𝑣6𝑉2−1

𝑋∑︁
𝑥=1

𝑓(𝑐;𝑢, 𝑣, 𝑥)
𝑌∑︁

𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑢

𝑣 + 𝑥𝑦 + 𝑏𝑢

)︂
.

Замечая, что 𝑉 −𝑋𝑌 > 0.5𝑉 , 𝑉2 6 𝑉1, переходя к оценкам, будем иметь:

|𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )| 6
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
0.5𝑉 <𝑣6𝑉1

𝑋∑︁
𝑥=1

⃒⃒⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑥𝑢

𝑦 + 𝑥(𝑏𝑢+ 𝑣)

)︂⃒⃒⃒⃒
=

=

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝜇(𝑧; 𝑡)

⃒⃒⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑧

𝑦 + 𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
,

где 𝜇(𝑧; 𝑡) — количество решений системы сравнений{︃
𝑎𝑥𝑢 ≡ 𝑧 (mod 𝑞),

𝑥(𝑏𝑢+ 𝑣) ≡ 𝑡 (mod 𝑞)

с неизвестными 𝑢, 𝑣, 𝑥, удовлетворяющими условиям 1 6 𝑥 6 𝑋, 𝑈 < 𝑢 6 𝑈1, 0.5𝑉 < 𝑣 6 𝑉1.
Здесь через 𝑇 обозначено множество значений, которые принимает по модулю 𝑞 величина
𝑥(𝑏𝑢 + 𝑣) в случае, когда переменные 𝑢, 𝑣, 𝑥 независимо друг от друга пробегают указанные
промежутки (очевидно, |𝑇 | 6 2𝑋𝑈𝑉 ).

Зададимся целым числом 𝑘 > 14, зависящим лишь от 𝜀 (точное значение 𝑘 будет выбрано
ниже). Дважды применяя к сумме 𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 ) неравенство Гёльдера, получим:

|𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )| 6 Σ2𝑘−2
1 Σ2Σ3,

где

Σ1 =

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝜇(𝑧; 𝑡), Σ2 =

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝜇2(𝑧; 𝑡), Σ3 =

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

⃒⃒⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑧

𝑦 + 𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2𝑘
.

Поскольку Σ1 совпадает с числом всех возможных троек 𝑢, 𝑣, 𝑥, то |Σ1| 6 |𝑇 | 6 2𝑋𝑈𝑉 . Далее,
Σ2 совпадает с числом решений системы сравнений⎧⎪⎨⎪⎩

𝑎𝑥1𝑢1 ≡ 𝑎𝑥2𝑢2 (mod 𝑞),

𝑥1(𝑏𝑢1 + 𝑣2) ≡ 𝑥2(𝑏𝑢2 + 𝑣1) (mod 𝑞),

1 6 𝑥1, 𝑥2 6 𝑋, 𝑈 < 𝑢1, 𝑢2 6 𝑈1, 0.5𝑉 < 𝑣1, 𝑣2 6 𝑉1,

или, что то же, системы {︃
𝑥1𝑢1 ≡ 𝑥2𝑢2 (mod 𝑞),

𝑥1𝑣1 ≡ 𝑥2𝑣2 (mod 𝑞)

с теми же ограничениями на переменные. В силу леммы, Σ2 6 12𝑋𝑈𝑉 ln 𝑞.
Далее,

Σ3 =

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

∑︁
y

𝑒ℎ(𝑐(𝑦1 + . . .+ 𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1 − . . .− 𝑦2𝑘))×

× 𝑒𝑞

(︂
𝑧

(︂
1

𝑡+ 𝑦1
+ . . .+

1

𝑡+ 𝑦𝑘
− 1

𝑡+ 𝑦𝑘+1
− . . .− 1

𝑡+ 𝑦2𝑘

)︂)︂
6 𝑞

∑︁
y

𝑁𝑞(y),
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где y = (𝑦1, . . . , 𝑦2𝑘) пробегает все целочисленные наборы с условием 1 6 𝑦1, . . . , 𝑦2𝑘 6 𝑌 , а
𝑁𝑞(y) обозначает количество решений сравнения

1

𝑡+ 𝑦1
+ . . .+

1

𝑡+ 𝑦𝑘
≡ 1

𝑡+ 𝑦𝑘+1
+ . . .+

1

𝑡+ 𝑦2𝑘
(mod 𝑞)

в числах 𝑡 ∈ 𝑇 . Согласно лемме 1 из [43],

Σ3 6 𝑞(𝑘!𝑌 𝑘|𝑇 | + 2𝑘𝑌 2𝑘) < 2𝑞𝑘𝑘(𝑌 𝑘𝑋𝑈𝑉 + 𝑌 2𝑘) = 2(𝑘𝑌 2)𝑘𝑋𝑈𝑉

(︂
𝑞

𝑌 𝑘
+

𝑞

𝑋𝑈𝑉

)︂
.

Возвращаясь к оценке 𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 ), будем иметь:

|𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )|2𝑘 6 6(ln 𝑞)(2𝑋𝑈𝑉 )2𝑘(𝑘𝑌 2)𝑘
(︂
𝑞

𝑌 𝑘
+

𝑞

𝑋𝑈𝑉

)︂
,

откуда

|𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )| 6 2
√
𝑘(6 ln 𝑞)1/(2𝑘)𝑋𝑌 𝑈𝑉

(︂
𝑞

𝑌 𝑘
+

𝑞

𝑋𝑈𝑉

)︂1/(2𝑘)

.

Положим теперь 𝑌 =
[︀
𝑞 2/𝑘

]︀
+ 1, так что 𝑌 6 𝑞 1/7 + 1 < 𝑈 < 𝑉 . Тогда 𝑞𝑌 −𝑘 6 𝑞−1. Далее,

пусть 𝑋 =
[︀
0.5𝑉 𝑌 −1

]︀
, тогда

2𝑋𝑌 6 𝑉, 𝑋 > 0.5𝑉 𝑌 −1 − 1 > 0, 5𝑉 (𝑞 2/𝑘 + 1)−1 > 0.25𝑉 𝑞−2/𝑘 > 0.25𝑞 1/6−1/7 > 1

и, кроме того,
𝑞

𝑋𝑈𝑉
6

3𝑞𝑌

𝑈𝑉 2
.

Поскольку 𝑈𝑉 > 𝑁𝑞−𝛿, 𝑉 >
√
𝑈𝑉 >

√
𝑁𝑞−𝛿/2, то

𝑞

𝑋𝑈𝑉
6

3𝑞𝑌

𝑈𝑉 2
6

3𝑞1+1.5𝛿𝑌

𝑁3/2
6

4𝑞1+1.5𝛿+2/𝑘

𝑞1+1.5𝜀
6 4𝑞−0.75𝜀+2/𝑘.

Беря 𝑘 =
[︀
4𝜀−1

]︀
+ 1, получим: −0.75𝜀+ 2/𝑘 6 −0.25𝜀, так что

𝑞

𝑌 𝑘
+

𝑞

𝑋𝑈𝑉
6 𝑞−1 + 4𝑞−0.25𝜀 < 5𝑞−0.25𝜀,

|𝑆𝑐(𝑈, 𝑉 )| 6 5√
𝜀

(30 ln 𝑞)1/(2𝑘)𝑋𝑌 𝑈𝑉 𝑞−𝜀/(8𝑘) < 𝑋𝑌 𝑈𝑉 𝑞−𝜀2/33,

|𝑆(𝑈, 𝑉 )| < 𝑈𝑉 𝑞−𝜀2/33(ln 𝑞 + 1) < 𝑁𝑞−𝜀2/33(ln 𝑞 + 1).

Суммарный вклад в 𝑆1 от всех таких пар 𝑈, 𝑉 не превосходит по порядку

𝑁𝑞−𝜀2/33(ln 𝑞)3.

Окончательно находим:

|𝑆1| ≪ 𝑁𝑞−𝜀2/33(ln 𝑞)3 + 𝑁𝑞−𝜀/2(ln 𝑞)2 < 𝑁𝑞−𝜀2/35.

Рассмотрим теперь сумму 𝑆2. Замечая, что

𝑟(𝑛) = 4
∑︁
𝑢|𝑛

𝜒4(𝑢), где 𝜒4(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑢 ≡ 1 (mod 4),

−1, 𝑢 ≡ 3 (mod 4),

0, 𝑢 ≡ 0 (mod 2)
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— неглавный характер по модулю 4, находим:

𝑆2 = 4
∑︁

16𝑢𝑣6𝑁

𝜒(𝑢)𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
= 4

∑︁
𝑈,𝑉

𝑆(𝑈, 𝑉 ),

где

𝑆(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑈<𝑢6𝑈1

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉1

𝜒(𝑢)𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
(все обозначения сохраняют тот же смысл, что и выше). Достаточно оценить сумму 𝑆(𝑈, 𝑉 )
при условии 𝑁𝑞−𝛿 < 𝑈𝑉 6 𝑁 , min (𝑈, 𝑉 ) > 𝑞 1/6. Если 𝑈 6 𝑉 , то искомая оценка получается
дословным повторением приведённых выше рассуждений. Пусть 𝑞 1/6 < 𝑉 < 𝑈 ; имеем тогда:
𝑆(𝑈, 𝑉 ) = 𝑆(1)(𝑈, 𝑉 ) − 𝑆(3)(𝑈, 𝑉 ), где

𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑉 <𝑣6𝑉1

∑︁
𝑈<𝑢6𝑈1

𝑢≡𝑗 (mod 4)

𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

)︂
.

Полагая 𝑢 = 4𝑤 + 𝑗, будем иметь:

𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑉 <𝑣6𝑉1

∑︁
𝑊<𝑤6𝑊2

𝑒𝑞

(︂
𝑎𝑣

4𝑤 + 𝑗 + 𝑏𝑣

)︂
=

∑︁
𝑉 <𝑣6𝑉1

∑︁
𝑊<𝑤6𝑊2

𝑒𝑞

(︂
4𝑎𝑣

𝑤 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣)

)︂
,

где 𝑊 = (𝑈 − 𝑗)/4, 𝑊1 = (𝑈1 − 𝑗)/4, 𝑊2 = min (𝑊1, 𝑁𝑣
−1). Задавшись целыми 𝑋 и 𝑌 с

условиями 2𝑋𝑉 < 𝑞, 2𝑋𝑌 < 𝑊 , 𝑋,𝑌 > 1 и преобразуя сумму по 𝑤 с помощью замены
𝑤 ↦→ 𝑤 + 𝑥𝑦, где 1 6 𝑥 6 𝑋, 1 6 𝑦 6 𝑌 , получим:

|𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 )| 6
∑︁

|𝑐|6ℎ/2

|𝑆(𝑗)
𝑐 (𝑊,𝑉 )|
|𝑐| + 1

,

𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 ) =
∑︁

𝑉 <𝑣6𝑉1

∑︁
𝑊−𝑋𝑌 <𝑤6𝑊2−1

𝑋∑︁
𝑥=1

𝑓(𝑐; 𝑣, 𝑤, 𝑥)
𝑌∑︁

𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
4𝑎𝑣

𝑤 + 𝑥𝑦 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣)

)︂
,

где ℎ = 2[𝑊 + 1] + 1, и |𝑓(𝑐; 𝑣, 𝑤, 𝑥)| 6 1 для всех рассматриваемых 𝑐, 𝑣, 𝑤 и 𝑥. Переходя к
оценкам, будем иметь:

|𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 )| 6
∑︁

𝑉 <𝑣6𝑉1

∑︁
0.5𝑊<𝑤6𝑊1

𝑋∑︁
𝑥=1

⃒⃒⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
4𝑎𝑣𝑥

𝑦 + 𝑥(𝑤 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣))

)︂⃒⃒⃒⃒
=

=

𝑞∑︁
𝑧=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝜇(𝑧; 𝑡)

⃒⃒⃒⃒ 𝑌∑︁
𝑦=1

𝑒ℎ(𝑐𝑦)𝑒𝑞

(︂
𝑧

𝑦 + 𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
,

где 𝜇(𝑧; 𝑡) — число решений системы⎧⎪⎨⎪⎩
4𝑎𝑣𝑥 ≡ 𝑧 (mod 𝑞),

𝑥(𝑤 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣)) ≡ 𝑡 (mod 𝑞),

1 6 𝑥 6 𝑋, 0.5𝑊 < 𝑤 6𝑊1, 𝑉 < 𝑣 6 𝑉1,

а 𝑇 — множество значений, которые принимает по модулю 𝑞 величина 𝑥(𝑤 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣)) в
случае, когда переменные 𝑣, 𝑤 и 𝑥 независимо друг от друга пробегают указанные промежутки
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(очевидно, |𝑇 | 6 𝑋𝑈𝑉 ). Задавшись целым 𝑘 > 14 и применяя неравенство Гёльдера, получим:
|𝑆(𝑗)(𝑈, 𝑉 )|2𝑘 6 Σ2𝑘−2

1 Σ2Σ3, где Σ1,Σ2 и Σ3 определяются как и выше.
Сумма Σ2 совпадает с числом решений системы{︃

4𝑎𝑣1𝑥1 ≡ 4𝑎𝑣2𝑥2 (mod 𝑞),

𝑥1(𝑤2 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣1)) ≡ 𝑥2(𝑤1 + 4(𝑗 + 𝑏𝑣2)) (mod 𝑞)

с неизвестными 1 6 𝑥1, 𝑥2 6 𝑋, 0.5𝑊 < 𝑤1, 𝑤2 6𝑊1, 𝑉 < 𝑣1, 𝑣2 6 𝑉1, или, что то же, системы{︃
𝑥1𝑣1 ≡ 𝑥2𝑣2 (mod 𝑞),

𝑥1(𝑤1 + 4𝑗) ≡ 𝑥2(𝑤2 + 4𝑗) (mod 𝑞)

с теми же ограничениями. Положив 𝑢𝑟 = 4𝑤𝑟 + 𝑗, придём к системе рассмотренного выше
вида, число решений которой оценивается с помощью леммы. Так получим:

Σ2 < 3𝑋𝑈𝑉 ln 𝑞.

Дальнейшие рассуждения совпадают с приведёнными выше. Теорема доказана. 2

4. Следствия основной теоремы

Полученные выше оценки тригонометрических сумм позволяют сделать ряд заключений
о поведении дробных долей функций вида{︂

𝑎

𝑢𝑣 + 𝑏

}︂
,

{︂
𝑎

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑏

}︂
в случаях, когда целочисленные переменные 𝑢, 𝑣 меняются в гиперболической (𝑢𝑣 6 𝑁 ,
𝑢, 𝑣 > 1) или круговой (𝑢2 + 𝑣2 6 𝑁) областях. В частности, имеют место следующие утвер-
ждения.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 справедливы следующие асимптотические формулы:

∑︁
𝑛6𝑁

𝜏(𝑛)

{︂
𝑎(𝑛+ 𝑐)*

𝑞

}︂
=

∑︁
16𝑢𝑣6𝑁

{︂
𝑎(𝑢𝑣 + 𝑐)*

𝑞

}︂
=

1

2
𝑁(ln𝑁 + 2𝛾 − 1) + 𝑂

(︀
𝑁𝑞−(𝜀/6)2

)︀
,

∑︁
𝑛6𝑁

𝑟(𝑛)

{︂
𝑎(𝑛+ 𝑐)*

𝑞

}︂
=

∑︁
16𝑢2+𝑣26𝑁

{︂
𝑎(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑐)*

𝑞

}︂
= 𝜋𝑁 + 𝑂

(︀
𝑁𝑞−(𝜀/6)2

)︀
,

где 𝛾 — постоянная Эйлера.

Теорема 3. Пусть 0 6 𝛼 < 𝛽 < 1. Тогда, в условиях теоремы 1, для величин
𝐾𝑗 = 𝐾𝑗(𝛼, 𝛽; 𝑞,𝑁 ; 𝑎, 𝑐), 𝑗 = 1, 2, обозначающих, соответственно, количества решений нера-
венств

𝛼 <

{︂
𝑎(𝑢𝑣 + 𝑐)*

𝑞

}︂
6 𝛽, 𝛼 <

{︂
𝑎(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑐)*

𝑞

}︂
6 𝛽

в целых числах 𝑢 и 𝑣 с условиями 𝑢𝑣 6 𝑁 , 𝑢, 𝑣 > 1 и 𝑢2 + 𝑣2 6 𝑁 , справедливы следующие
формулы:

𝐾1 = (𝛽 − 𝛼)𝑁(ln𝑁 + 2𝛾 − 1) + 𝑂
(︀
𝑁𝑞−(𝜀/6)2

)︀
, 𝐾2 = (𝛽 − 𝛼)𝜋𝑁 + 𝑂

(︀
𝑁𝑞−(𝜀/6)2

)︀
.
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Теорема 4. Пусть 𝜉 – произвольное вещественное число, 0 6 𝜉 < 1. Тогда, в условиях
теоремы 1, имеют место следующие неравенства:

min
16𝑢𝑣6𝑁
𝑢,𝑣>1

⃦⃦⃦⃦
𝜉 − 𝑎(𝑢𝑣 + 𝑐)*

𝑞

⃦⃦⃦⃦
≪ 𝑞−(𝜀/6)2 , min

16𝑢2+𝑣26𝑁

⃦⃦⃦⃦
𝜉 − 𝑎(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑐)*

𝑞

⃦⃦⃦⃦
≪ 𝑞−(𝜀/6)2 ,

где ‖𝑧‖ = min ({𝑧}, 1 − {𝑧}) – расстояние от 𝑧 до ближайшего целого числа.

Доказательство.

Доказательства теорем 2 и 3 получаются применением стандартной техники (см., напри-
мер, [49, гл. I]); теорема 4 есть прямое следствие формул теоремы 3.

5. Заключительные замечания

Приведённые выше рассуждения практически без изменений переносятся на случай сумм∑︁
16𝑛6𝑁

𝜏(𝑛)𝑒𝑞

(︂
𝑎

(𝑛+ 𝑏)𝑟

)︂
,

∑︁
16𝑛6𝑁

𝑟(𝑛) 𝑒𝑞

(︂
𝑎

(𝑛+ 𝑏)𝑟

)︂
,

где 𝑟 > 2 — произвольное фиксированное число. Кроме того, оценки, подобные оценкам тео-
ремы 1, могут быть получены и для сумм вида∑︁

16𝑛6𝑁

𝜏(𝑛)𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛+ 𝑏
+ 𝑐𝑛

)︂
,

∑︁
16𝑛6𝑁

𝑟(𝑛) 𝑒𝑞

(︂
𝑎

𝑛+ 𝑏
+ 𝑐𝑛

)︂
,

где (𝑐, 𝑞) = 1.
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