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Аннотация

В работе исследуется однозначная разрешимость вариационной задачи Дирихле, свя-
занной с интегро-дифференциальной полуторалинейной формой

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣], (*)

где

𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗

∫︁
Ω

𝜌(𝑥)2𝜏𝑗 𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥) 𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥,

Ω — ограниченная область в евклидовом пространстве 𝑅𝑛 с замкнутой (𝑛 − 1)-мерной
границей 𝜕Ω, 𝜌(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, — регуляризованное расстояние от точки 𝑥 ∈ Ω до 𝜕Ω, 𝑘 —
мультииндекс, 𝑢(𝑘)(𝑥) — обобщенная производная мультииндекса 𝑘 функции 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,
𝑏𝑘𝑙(𝑥) — ограниченные в Ω комплекснозначные функции, 𝐽 ⊂ {1, 2, . . . , 𝑟} и 𝜏𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽, —
вещественные числа. Предполагается, что 𝑟 ∈ 𝐽 . Вырождение коэффициентов дифферен-
циального оператора, ассоциированного с формой (*), называется согласованным, если
существует число 𝛼 такое, что 𝜏𝑗 = 𝛼 + 𝑗 − 𝑟 при всех 𝑗 ∈ 𝐽. В противном случае оно
называется несогласованным.

Вариационная задача Дирихле, связанная с формой (*), в случае согласованного вы-
рождения коэффициентов хорошо исследована во многих работах, где также предполага-
ется, что форма (*) удовлетворяет условию коэрцитивности. Следует отметить, что слу-
чай несогласованного вырождения коэффициентов сопряжен с некоторыми техническими
сложностями и рассмотрен лишь в некоторых отдельных работах. В этом случае с помо-
щью теорем вложения пространств дифференцируемых функций со степенными весами
выделяются старшие формы 𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣], 𝑗 ∈ 𝐽2 ⊂ 𝐽 и доказывается, что разрешимость вари-
ационной задачи Дирихле в основном зависит от старших форм.

В работе рассматривается случай несогласованного вырождения коэффициентов ис-
следуемого оператора и, в отличие от ранее опубликованных работ по этому направлению,
допускается случай, когда основная форма (*) может не удовлетворять условию коэрци-
тивности.

Ключевые слова: Вариационная задача Дирихле, эллиптический оператор, несогласо-
ванное вырождение, некоэрцитивная форма.
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Abstract

The paper is devoted to investigation of unique solvability of the Dirichlet variational
problem associated with integro-differential sesquilinear form

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣], (*)

where

𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗

∫︁
Ω

𝜌(𝑥)2𝜏𝑗 𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥) 𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥,

Ω — a bounded domain in the euclidian space 𝑅𝑛 with a closed (𝑛− 1)-dimensional boundary
𝜕Ω, 𝜌(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, — a regularized distance from a point 𝑥 ∈ Ω to 𝜕Ω, 𝑘 — a multi-index,
𝑢(𝑘)(𝑥) — a generalized derivative of multi-index 𝑘 of a function 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, 𝑏𝑘𝑙(𝑥) — bounded
in Ω complex-valued functions, 𝐽 ⊂ {1, 2, . . . , 𝑟} and 𝜏𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽, — real numbers. It is assumed
that 𝑟 ∈ 𝐽 . A degeneracy of coefficients of the differential operator associated with the form
(*), is said to be coordinated if there exist a number 𝛼 such that 𝜏𝑗 = 𝛼 + 𝑗 − 𝑟 for all 𝑗 ∈ 𝐽.
Otherwise it is called uncoordinated.

The variational Dirichlet problem associated with the form (*) in the case of coordinated
degeneracy of coefficients is well studied in many papers, where it is also assumed that the form
(*) satisfies a coercivness condition. It should be mentioned that the case of uncoordinated
degeneracy of the coefficients is fraught with some technical complexities and it was only
considered in some separate papers. In this case with the aid of embedding theorems for spaces
of differentiable functions with power weights leading forms 𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣], 𝑗 ∈ 𝐽2 ⊂ 𝐽, are separated
and it is proved that solvability of the variational Dirichlet problem is generally depends on the
leading forms.

We consider the case of uncoordinated degeneracy of coefficients of the operator under
investigation and, in contrast to previously published works on this direction, it is allowed that
the main form (*) does not obey coerciveness condition.

Keywords: Variational Dirichlet problem, elliptic operator, uncoordinated degeneration,
noncoercive form
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1. Введение

Работа посвящена исследованию разрешимости вариационной задачи Дирихле с однород-
ными граничными условиями для эллиптических операторов в ограниченной области со сте-
пенным вырождением на границе области.

Пусть 𝑅𝑛 — 𝑛-мерное евклидово пространство точек 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и Ω — ограниченная
область в 𝑅𝑛 с замкнутой (𝑛−1)-мерной границей 𝜕Ω. Символом 𝜌(𝑥) обозначим положитель-
ную функцию класса 𝐶∞(Ω) со следующими свойствами

𝜌(𝑥) ≤ dist{𝑥, 𝜕Ω} ≤𝑀𝜌(𝑥), |𝜌(𝑘)(𝑥)| ≤𝑀𝑘𝜌
1−|𝑘|(𝑥),

для любого 𝑥 ∈ Ω и любого мультииндекса 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑛); 𝑀, 𝑀𝑘 — некоторые положи-
тельные постоянные и |𝑘| = 𝑘1 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑛 — длина мультииндекса 𝑘.

Пусть 𝑟 — натуральное число и 𝐽 — некоторое подмножество множества {0, 1, . . . , 𝑟}, при-
чем 𝑟 ∈ 𝐽 . Пусть 𝜏𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽, — вещественные числа. Рассмотрим дифференциальный оператор

𝐿[𝑢] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

(−1)𝑗
(︁
𝜌(𝑥)2𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)

)︁(𝑙)
, (1)

который понимается в смысле теории распределений на Ω. Предполагается, что коэффициен-
ты 𝑏𝑘𝑙(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, являются ограниченными комплекснозначными функциями.

Определение 1. Вырождение коэффициентов оператора (1) называется согласован-
ным, если существует число 𝛼 такое, что 𝜏𝑗 = 𝛼 + 𝑗 − 𝑟 при всех 𝑗 ∈ 𝐽. В противном случае
оно называется несогласованным.

Вариационная задача Дирихле для оператора (1) в случае согласованного вырождения
коэффициентов хорошо исследована в работах [1] - [13]. Случай несогласованного вырождения
коэффициентов рассмотрен только в работе [14].

При этом только в работах [9, 10, 11, 12] рассмотрен случай, когда связанная с оператором
(1) интегро-дифференциальная полуторалинейная форма

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌(𝑥)2𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥) 𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥 (2)

не является коэрцитивной. Здесь и далее понятие коэрцитивности формы понимается в смыс-
ле определения 2.0.1 работы [7]: если 𝐻0 — гильбертово пространство со скалярным про-
изведением (·, ·)0 и нормой ‖ · ‖0, 𝐻+ — другое гильбертово пространство с нормой ‖ · ‖+,
плотно вложенное в 𝐻0, то определенная в 𝐻+ полуторалинейная форма 𝑃 [𝑢, 𝑣] называется
𝐻+-коэрцитивной относительно 𝐻0, если найдутся числа 𝜇0 ∈ 𝑅, 𝛿0 > 0 такие, что

Re𝑃 [𝑢, 𝑢] + 𝜇0‖𝑢‖20 ≥ 𝛿0‖𝑢‖2+

для всех 𝑢 ∈ 𝐻+.
В настоящей работе исследуется разрешимость вариационной задачи Дирихле, связанной

с оператором (1) в случае несогласованности вырождения его коэффициентов и некоэрцитив-
ности формы (2).
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2. Формулировка основных результатов

Пусть 𝑗 — натуральное, 𝛼𝑗 , 𝑝𝑗 — вещественные числа и 1 ≤ 𝑝𝑗 <∞. Символом 𝑊 𝑗
𝑝𝑗 ;𝛼𝑗 (Ω)

обозначим пространство функций 𝑢(𝑥), определенных на Ω, имеющих все обобщенные в смыс-
ле С.Л.Соболева производные 𝑢(𝑘)(𝑥) порядка 𝑗 с конечной нормой

‖𝑢;𝑊 𝑗
𝑝𝑗 ;𝛼𝑗

(Ω)‖ =

⎧⎨⎩∑︁
|𝑘|=𝑗

∫︁
Ω
𝜌𝑝𝑗𝛼𝑗 (𝑥)|𝑢(𝑘)(𝑥)|𝑝𝑗𝑑𝑥+

∫︁
Ω
|𝑢(𝑥)|𝑝𝑗𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝𝑗

.

Полуторалинейную форму (2) представим в виде

𝐵[𝑢, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣], 𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗

∫︁
Ω
𝜌(𝑥)2𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥) 𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥.

Определение 2. Пусть 𝑖0 — наименьший ненулевой элемент множества 𝐽 . Если 𝜏𝑖0 > 𝑖0,
то через 𝑗0 обозначим наибольшее число из множества 𝐽 такое, что 𝑗0− 𝜏𝑗0 > 𝑖0− 𝜏𝑖0 . В случае
𝜏𝑖0 ≤ 𝑖0 через 𝑗0 обозначим наибольшее число из множества 𝐽 такое, что 𝜏𝑖0 > 𝜏𝑗0𝑖0/𝑗0. Если же
такое число 𝑗0 ∈ 𝐽 не существует, то обозначим 𝑖0 через 𝑗0. Пусть 𝑖1 — наименьший ненулевой
элемент множества 𝐽 ∖ {𝑖0, 𝑗0}. Если 𝜏𝑖1 > 𝑖1, то через 𝑗1 обозначим наибольшее число из
множества 𝐽 такое, что 𝑗1−𝜏𝑗1 > 𝑖1−𝜏𝑖1 . В случае 𝜏𝑖1 ≤ 𝑖1 через 𝑗1 обозначим наибольшее число
из множества 𝐽 такое, что 𝜏𝑖1 > 𝜏𝑗1𝑖1/𝑗1. Если же такое число 𝑗1 ∈ 𝐽 ∖ {𝑖0, 𝑗0} не существует,
то обозначим 𝑖1 через 𝑗1. Продолжая этот процесс до завершения, представим множество
индексов 𝐽 в виде 𝐽 = 𝐽1 ∪ 𝐽2, 𝐽1 ∩ 𝐽2 = ∅, где 𝐽1 = {𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑡}, 𝐽2 = {𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑠}.
Полуторалинейные формы 𝐵𝑗 [𝑢, 𝑣] с индексами из множества 𝐽2 назовем старшими.

Вводим пространство H+ комплекснозначных функций 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ Ω с конечной нормой

‖𝑢; H+‖ =

{︃
𝑠∑︁

𝑚=0

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑗𝑚

2;𝜏𝑗𝑚
(Ω)
⃦⃦⃦2}︃1/2

. (3)

Символом H′
+ обозначим замыкание 𝐶∞

0 (Ω) в метрике пространства H+, а через H′
− обозначим

пространство антилинейных непрерывных функционалов, определенных на H′
+ со следующей

нормой ⃦⃦
𝐹 ; H′

−
⃦⃦

= sup
| < 𝐹, 𝑢 > |
‖𝑢; H+‖

,

где верхняя грань берется по всем ненулевым функциям 𝑢 ∈ H′
+. Здесь и далее символом

< 𝐹, 𝑢 > обозначено значение функционала 𝐹 на функцию 𝑢.
Обозначим через (·, ·)0 скалярное произведение в 𝐿2(Ω).
Задача 𝐷𝜆. Для заданного функционала 𝐹 ∈ H′

− требуется найти решение 𝑈(𝑥) уравнения

𝐵[𝑈, 𝑣] + 𝜆(𝑈, 𝑣)0 =< 𝐹, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (4)

принадлежащее пространству H′
+.

Для каждого 𝑚 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠} вводим функцию

𝐿𝑗𝑚(𝑥, 𝜁) =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗𝑚

𝑎𝑘𝑙(𝑥)𝜁𝑘𝜁𝑙,

где 𝑥 ∈ Ω и 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|=𝑗𝑚
— набор комплексных чисел.

Далее будем считать, что функция arg 𝑧 принимает значения на отрезке (−𝜋, 𝜋].
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Теорема 1. Пусть числа 𝜏𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽, такие, что

𝜏𝑗 ≥ −1/2; max
𝑗∈𝐽

(𝑗 − 𝜏𝑗) > 0. (5)

Пусть 𝑚 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠} и найдутся числа 𝜙𝑚 ∈ (0, 𝜋), 𝑀 > 0 и отличная от нуля в Ω
функция 𝛾𝑚(𝑥) ∈ 𝐶(Ω) такие, что выполняются следующие неравенства

|arg𝐿𝑗𝑚(𝑥, 𝜁)| < 𝜙𝑚, (6)∑︁
|𝑘|=𝑗𝑚

|𝜁𝑘|2 ≤𝑀Re {𝛾𝑚(𝑥)𝐿𝑗𝑚(𝑥, 𝜁)} (7)

для всех 𝑥 ∈ Ω и любого набора комплексных чисел 𝜁 = {𝜁𝑘}|𝑘|=𝑗𝑚
.

Тогда найдется число 𝜆0 ≥ 0 такое, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 для любого заданного функционала
𝐹 ∈ H′

− существует единственное решение 𝑈(𝑥) задачи 𝐷𝜆 и при этом справедлива оценка

‖𝑈 ;H′
+‖ ≤𝑀0

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
, (8)

где число 𝑀0 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0,∞) и от функционала 𝐹 .

Решение задачи 𝐷𝜆 принадлежит пространству H′
+, в котором плотно множество финит-

ных функций. Поэтому, формально, можно считать, что решение задачи 𝐷𝜆 удовлетворяет
однородным граничным условиям. Далее мы исследуем разрешимость следующей задачи с
неоднородными граничными условиями.

Задача D𝜆. Для заданного функционала 𝐹 ∈ H′
− и заданной функции 𝑈1(𝑥) ∈ H+ требу-

ется найти решение 𝑈(𝑥) уравнения (4), принадлежащее пространству H+ и удовлетворяющее
условию

𝑈(𝑥) − 𝑈1(𝑥) ∈ H′
+. (9)

Условие (9) означает, что решение 𝑈(𝑥) задачи D𝜆 принимает на границе 𝜕Ω области Ω те
же значения, что и заданная функция 𝑈1(𝑥).

Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда существует число 𝜆0 ≥ 0
такое, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 для любого заданного функционала 𝐹 ∈ H′

− и любой заданной функ-
ции 𝑈1(𝑥) ∈ H+ задачи D𝜆 имеет единственное решение 𝑈(𝑥). Это решение удовлетворяет
оценке

‖𝑈 ;H′
+‖ ≤ (𝑀1 + 𝜆) ‖𝑈1;H+‖ +𝑀1

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
, (10)

где число 𝑀1 не зависит от 𝜆 ∈ [𝜆0,∞) и от выбора функционала 𝐹 и функции 𝑈1(𝑥).

3. Доказательство теоремы 1

Далее нам понадобится следующая вспомогательная лемма.
Лемма 1. Пусть 𝑝 ∈ [1, ∞), 𝑟1 > 𝑟2 ≥ 0, 𝛼1, 𝛼2 — действительные числа, больше (-1/p).

Пусть 𝑟1−𝛼1 > 𝑟2−𝛼2 при 𝛼2 > 𝑟2 и 𝛼2 > 𝛼1𝑟2/𝑟1, 𝑟2 > 0 при 𝛼2 ≤ 𝑟2. Тогда для любого числа
𝜀 найдется постоянная 𝐶 = 𝐶(𝜀) такая, что для всех 𝑢 ∈𝑊 𝑟1

𝑝;𝛼1
(Ω) справедлива оценка

‖𝑢;𝑊 𝑟2
𝑝;𝛼2

(Ω)‖ ≤ 𝜀‖𝑢;𝑊 𝑟1
𝑝;𝛼1

(Ω)‖ + 𝐶(𝜀)‖𝑢;𝐿𝑝(Ω)‖. (11)

Доказательство. Если выполняется одно из следующих условий:
1) 𝑟1 − 𝛼1 > 𝑟2 − 𝛼2;
2) 𝛼2 > 𝛼1𝑟2/𝑟1, 𝑟2 > 0,
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то неравенство (11) имеет место в силу [7, теорема 1.1.7]. Далее для доказательства леммы 1
достаточно заметить, что в случае 𝛼2 > 𝑟2 условие 2) слабее условия 1), а в случае 𝛼2 ≤ 𝑟2
условие 1) слабее условия 2).

Согласно определения 2 для любого индекса 𝑖𝑛, 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑡} найдется индекс
𝑗𝑚,𝑚 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠} такой, что 𝑗𝑚 − 𝜏𝑗𝑚 > 𝑖𝑛 − 𝜏𝑖𝑛 при 𝜏𝑖𝑛 > 𝑖𝑛 или 𝜏𝑖𝑛 > 𝜏𝑗𝑚𝑖𝑛/𝑗𝑚 при
𝜏𝑖𝑛 > 𝑖𝑛. Поэтому применяя лемму 1, имеем⃦⃦⃦

𝑢; 𝑊 𝑖𝑛
2; 𝜏𝑖𝑛

(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝜀

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑗𝑚

2; 𝜏𝑗𝑚
(Ω)
⃦⃦⃦

+ 𝐶(𝜀) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ . (12)

Замечание 1. Не ограничивая общности, можно считать, что числа 𝜙𝑚 и функции 𝛾𝑚(𝑥)
в условиях (6), (7) не зависят от 𝑚. Поэтому далее будем считать, что

𝜙0 = 𝜙1 = · · · = 𝜙𝑠 = 𝜙, 𝛾0(𝑥) = 𝛾1(𝑥) = · · · = 𝛾𝑠(𝑥) = 𝛾(𝑥), 𝑥 ∈ Ω.

Пусть 𝜈 — достаточно малое положительное число и пусть 𝜓𝑟(𝑥), 𝜂𝑟(𝑥) ∈ 𝐶∞(Ω) (𝑟 = 1, 𝑁)
такие, что:

а) 𝜓2
1(𝑥) + 𝜓2

2(𝑥) + · · · + 𝜓2
𝑁 (𝑥) ≡ 1 (𝑥 ∈ Ω);

б) функция 𝜂𝑟(𝑥) обращается в единицу в некоторой окрестности множества supp𝜓𝑟(𝑥) и
0 ≤ 𝜂𝑟 ≤ 1 для всех 𝑥 ∈ Ω;

в) |𝛾(𝑥) − 𝛾(𝑦)| < 𝜈 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ supp 𝜂𝑟 (𝑟 = 1, 𝑁).
Рассмотрим полуторалинейную форму

𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣] =

∑︁
𝑗∈𝐽

𝐵
(0)
𝑟;𝑗 [𝑢, 𝑣], 𝐵

(0)
𝑟;𝑗 [𝑢, 𝑣] =

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏

(0)
𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (13)

где
𝑏
(0)
𝑘𝑙𝑟(𝑥) = (1 − 𝜂𝑟(𝑥))𝛾(𝑥𝑟)𝑏𝑘𝑙(𝑥𝑟) + 𝜂𝑟(𝑥)𝛾(𝑥)𝑏𝑘𝑙(𝑥). (14)

Учитывая ограниченность коэффициентов 𝑏𝑘𝑙(𝑥), |𝑘| = |𝑙| = 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑥 ∈ Ω, и применяя
неравенство Коши-Буняковского, имеем⃒⃒⃒

𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣]

⃒⃒⃒
≤

≤𝑀2

𝑠∑︁
𝑚=0

‖𝑢;𝑊 𝑗𝑚
2;𝜏𝑗𝑚

(Ω)‖ · ‖𝑣;𝑊 𝑗𝑚
2;𝜏𝑗𝑚

(Ω)‖ +𝑀2

𝑡∑︁
𝑚=0

‖𝑢;𝑊 𝑖𝑚
2;𝜏𝑖𝑚

(Ω)‖ · ‖𝑣;𝑊 𝑖𝑚
2;𝜏𝑖𝑚

(Ω)‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). Отсюда в силу неравенства (12) и определения пространства H′

+ (см.
(3)) следует, что ⃒⃒⃒

𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣]

⃒⃒⃒
≤𝑀3 ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ (15)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+.

Из условия (7) (см. замечание 1) следует, что

Re

⎧⎨⎩𝛾(𝑥𝑟)
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗𝑚

𝑏𝑘𝑙(𝑥𝑟)𝜁𝑘𝜁𝑙

⎫⎬⎭ ≥ 𝑐
∑︁

|𝑘|=𝑗𝑚

|𝜁𝑘|2,

Re

⎧⎨⎩𝛾(𝑥)
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗𝑚

𝑏𝑘𝑙(𝑥)𝜁𝑘𝜁𝑙

⎫⎬⎭ ≥ 𝑐
∑︁

|𝑘|=𝑗𝑚

|𝜁𝑘|2,
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для всех 𝑟 = 1, 𝑁, 𝑥 ∈ Ω и любого набора комплексных чисел {𝜁𝑘}|𝑘|=𝑗𝑚 . Умножая эти нера-
венства на (1−𝜂𝑟(𝑥)) и 𝜂𝑟(𝑥), соответственно, и подставляя 𝜁𝑘 = 𝜌𝜏𝑗𝑚 (𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥), где 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω),
после интегрирования по 𝑥 ∈ Ω имеем

Re𝐵(0)
𝑟, 𝑗𝑚

[𝑢, 𝑢] ≥ 𝑐𝑗𝑚

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦2
. (16)

Здесь 𝑐𝑗𝑚 — некоторое положительное число,

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦

=

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=𝑗𝑚

∫︁
Ω
|𝑢(𝑘)(𝑥)|2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

. (17)

Далее учитывая ограниченность коэффициентов формы (13), в силу неравенства (16) получим

Re𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑢] ≥ Re

𝑠∑︁
𝑚=0

𝐵
(0)
𝑟, 𝑗𝑚

[𝑢, 𝑢] −
𝑡∑︁

𝑚=0

⃒⃒⃒
𝐵

(0)
𝑟, 𝑖𝑚

[𝑢, 𝑢]
⃒⃒⃒
≥

𝑠∑︁
𝑚=0

𝑐𝑗𝑚

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦2

−
𝑡∑︁

𝑚=0

𝑀𝑖𝑚

⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑖𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦2

(𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)) . (18)

Неравенство (12) можно записать в виде⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑖𝑛

2; 𝜏𝑖𝑛
(Ω)
⃦⃦⃦2

≤ 𝜀
⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗𝑚

2; 𝜏𝑗𝑚
(Ω)
⃦⃦⃦2

+ 𝐶(𝜀) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 .

В силу этого неравенства из (18) следует, что

Re𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑢] ≥

𝑠∑︁
𝑚=0

(︀
𝑐𝑗𝑚 −𝑀 ′

𝑗𝑚𝜀
)︀ ⃦⃦⃦
𝑢; 𝐿𝑗𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦2

− 𝐶(𝜀) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 .

Подбирая в этом неравенстве число 𝜀 > 0 достаточно малым, получим

Re𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑢] + 𝜆0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 ≥

𝑠∑︁
𝑚=0

𝛿𝑗𝑚

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑗𝑚

2 (Ω)
⃦⃦⃦2

≥ κ0 ‖𝑢; H+‖2 , (19)

где 𝜆0, κ0 — некоторые положительные числа.
Теперь рассмотрим полуторалинейную форму

ℬ(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣] =

∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)̂︀𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥,

где ̂︀𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥) = [(1 − 𝜂𝑟(𝑥))𝑏𝑘𝑙(𝑥𝑟) + 𝜂𝑟(𝑥)𝑏𝑘𝑙(𝑥)]𝛾(𝑥𝑟).

Так как 𝑏
(0)
𝑘𝑙𝑟(𝑥) − ̂︀𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥) = 𝜂𝑟(𝑥)(𝛾(𝑥) − 𝛾(𝑥𝑟))𝑏𝑘𝑙(𝑥) и коэффициенты 𝑏𝑘𝑙(𝑥) ограничены,

то, действуя так же как в доказательстве неравенства (15), с помощью неравенства Коши-
Буняков-ского получим

|𝐵(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣] − ℬ(0)

𝑟 [𝑢, 𝑣]| ≤𝑀4 Λ ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+. Здесь Λ = sup |𝜂𝑟(𝑥)(𝛾𝑟(𝑥) − 𝛾(𝑥𝑟))|, где супремум берется по всем 𝑥 ∈ Ω и

всем 𝑟 = 1, 𝑁 . В силу этого неравенства из (19) следует, что

κ0 ‖𝑢; H+‖2 ≤ Reℬ(0)
𝑟 [𝑢, 𝑢] + 𝜆0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 + Λ ‖𝑢; H+‖2 .
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Так как |𝜂𝑟(𝑥)(𝛾(𝑥)−𝛾(𝑥𝑟))| < 𝜈 ∀𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁} и 𝜈 — достаточно малое положительное
число, то, фиксируя некоторое значение 𝜈, имеем

Reℬ(0)
𝑟 [𝑢, 𝑢] + 𝜆0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 ≥ κ1 ‖𝑢; H+‖2 (20)

для всех 𝑢 ∈ H′
+; κ1 — некоторое положительное число.

Вводим следующую полуторалинейную форму

ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] =
∑︁

|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (21)

где 𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥) = (1 − 𝜂𝑟(𝑥))𝑏𝑘𝑙(𝑥𝑟) + 𝜂𝑟(𝑥)𝑏𝑘𝑙(𝑥).

Заметим, что ℬ(0)
𝑟 [𝑢, 𝑣] = 𝛾(𝑥𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑣]. Поэтому из неравенства (20) следует, что

Re {𝛾(𝑥𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]} + 𝜆0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 ≥ κ1 ‖𝑢; H+‖2 (22)

для всех 𝑢 ∈ H′
+.

Не нарушая общности, можно считать, что число 𝜙 = 𝜙𝑚 (см. замечание 1) в условии (6)
такое, что 𝜙 > 𝜋/2.

В силу (6) неравенство (7) будет выполняться также и в том случае, если 𝛾(𝑥) = 𝛾𝑚(𝑥)
(см. замечание 1) заменить на exp(𝑖𝜃(𝑥)), где 𝜃(𝑥) = min {𝜙− 𝜋/2, |arg 𝛾(𝑥)|} (sign arg 𝛾(𝑥)).
Поэтому из неравенства (22) следует, что

Re {exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]} + 𝜆0 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2 ≥ κ2 ‖𝑢; H+‖2 (23)

для всех 𝑢 ∈ H′
+; κ2 — некоторое положительное число.

Здесь и далее 𝜃𝑟 = 𝜃(𝑥𝑟), 𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}.
Поступая также, как в доказательстве неравенства (15), ввиду ограниченности коэффици-

ентов 𝑏𝑘𝑙𝑟 доказывается неравенство

|ℬ𝑟[𝑢, 𝑣]| ≤𝑀5 ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+. Так как

|(𝑢, 𝑣)0| ≤ ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ ‖𝑣; 𝐿2(Ω)‖ ≤ ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ ,

то отсюда следует, что

|ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] + 𝜆0(𝑢, 𝑣)0| ≤ (𝑀5 + 𝜆0) ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ (24)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+; 𝑀5 — некоторое положительное число.

Неравенства (23), (24) позволяют нам применить теорему Лакса-Мильграма [7, теорема
2.0.1]. Согласно этой теореме существует оператор ℛ𝑟(𝜆) : H′

− → H′
+ такой, что:

exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[ℛ𝑟(𝜆)𝐹, 𝑣] + (ℛ𝑟(𝜆)𝐹, 𝑣)0 = ⟨𝐹, 𝑣⟩ (25)

для всех 𝐹 ∈ H′
− и всех 𝑣 ∈ H′

+;

‖ℛ𝑟(𝜆)𝐹 ;H′
+‖ ≤𝑀6

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦

(26)

для всех 𝐹 ∈ H′
−. Здесь 𝜆 ≥ 𝜆0 и число 𝑀6 не зависит от 𝐹 и от 𝜆.

Символом Ψ𝑟 обозначим оператор умножения на функцию 𝜓𝑟(𝑥) и введем оператор

ℛ(𝜆) =

𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)Ψ𝑟ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟. (27)
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Из (26) следует, что ℛ(𝜆) является ограниченным оператором, действующим из H′
− в H′

+.
Аналогично неравенству (15) доказывается, что

|𝐵[𝑢, 𝑣]| ≤𝑀7

∑︁
𝑗∈𝐽

⃦⃦⃦
𝑢; 𝑊 𝑗

2; 𝜏𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑣; 𝑊 𝑗

2; 𝜏𝑗
(Ω)
⃦⃦⃦
≤𝑀8 ‖𝑢; H+‖ ‖𝑣; H+‖ .

Отсюда и из ограниченности оператора ℛ(𝜆) : H′
− → H′

+ следует, что оператор R(𝜆), 𝜆 ≥ 𝜆0,
определенный равенством

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ = 𝐵[ℛ(𝜆)𝐹, 𝑣] + 𝜆 (ℛ(𝜆)𝐹, 𝑣)0 (∀𝑣 ∈ H′
+), (28)

есть ограниченный оператор, действующий из H′
− в H′

−.
Согласно нашим построениям функции 𝜓2

𝑟 (𝑥), 𝑟 = 1, 𝑁, образуют разбиение единицы об-
ласти Ω. Поэтому для всех 𝐹 ∈ 𝐿2(Ω) и всех 𝑣 ∈ H′

+ выполняются следующие равенства

⟨𝐹, 𝑣⟩ = (𝐹, 𝑣)0 =

∫︁
Ω
𝐹 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑁∑︁
𝑟=1

∫︁
Ω
𝜓2
𝑟 (𝑥)𝐹 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑁∑︁
𝑟=1

(𝜓𝑟𝐹, 𝜓𝑟)0. (29)

Так как 𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥) = (1 − 𝜂𝑗(𝑥))𝑏𝑘𝑙(𝑥𝑟) + 𝜂𝑟(𝑥)𝑏𝑘𝑙(𝑥) и функция 𝜂𝑟(𝑥) обращается в единицу в
некоторой окрестности множества supp𝜓𝑟, то функции 𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥) и 𝑏𝑘𝑙(𝑥) на множестве supp𝜓𝑟

совпадают. Поэтому из (2), (27) и (28) следует, что

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ =

=
𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝐷𝑘(𝜓𝑟ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥

+ 𝜆

∫︁
Ω

(ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝜓𝑟(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
(30)

Здесь и далее символ 𝐷𝑘 обозначает дифференцирование мультииндекса 𝑘.
Пусть 𝐹 ∈ 𝐿2(Ω). В равенстве (25) заменим 𝐹 на 𝜓𝑟𝐹 , а 𝑣 — на 𝜓𝑟𝑣:

exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹,𝜓𝑟𝑣] + 𝜆 (ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹,𝜓𝑟𝑣)0 = (𝜓𝑟𝐹,𝜓𝑟𝑣)0.

Отсюда в силу равенства (18) следует, что

(𝜓𝑟𝐹,𝜓𝑟𝑣)0 =

= exp(𝑖𝜃𝑟)

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝐷𝑘(ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝐷𝑙(𝜓𝑟(𝑥)𝑣(𝑥))𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
Ω

(ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝜓𝑟(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
.

Суммируя это равенство по 𝑟 от 1 до 𝑁 и применяя равенство (29) имеем

⟨𝐹, 𝑣⟩ = (𝐹, 𝑣)0 =

=
𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝐷𝑘(ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝐷𝑙(𝜓𝑟(𝑥)𝑣(𝑥))𝑑𝑥 +

+ 𝜆

∫︁
Ω

(ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥)𝜓𝑟(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

}︂
.
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Отсюда и из (30) следует, что

⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩ = S𝜆[𝐹, 𝑣] + T𝜆[𝐹, 𝑣], (31)

где

S𝜆[𝐹, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)
∑︁(1)

𝑗
𝐶𝑘′′
𝑘′

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝜓(𝑘′)

𝑟 (𝑥)𝑈
(𝑘′′)
𝑟,𝜆 (𝑥)𝑣(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥, (32)

T𝜆[𝐹, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)
∑︁(2)

𝑗
𝐶 𝑙′′
𝑙′

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑈

(𝑘)
𝑟,𝜆 (𝑥)𝜓

(𝑙′)
𝑟 (𝑥)𝑣(𝑙′′)(𝑥)𝑑𝑥, (33)

𝑈𝑟,𝜆(𝑥) = (ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥), 𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}.

Здесь символ
∑︀(1)

𝑗 обозначает суммирование по мультииндексам 𝑘, 𝑙, 𝑘′, 𝑘′′ таким, что

𝑘 = 𝑘′ + 𝑘′′, 𝑘′ ̸= 0, |𝑘| = |𝑙| = 𝑗, а символ
∑︀(2)

𝑗 обозначает суммирование по мультииндек-
сам 𝑘, 𝑙, 𝑙′, 𝑙′′ таким, что 𝑙 = 𝑙′ + 𝑙′′, 𝑙′ ̸= 0, |𝑘| = |𝑙| = 𝑗.

Ниже доказывается, что при 𝜆 ≥ 𝜆0, где 𝜆0 — некоторое большое число, для всех
𝐹 ∈ 𝐿2(Ω), 𝑣 ∈ H′

+ выполняются следующие неравенства

|S𝜆[𝐹, 𝑣]| ≤ 𝛿1(𝜆)
⃦⃦
𝐹 ; H′

−
⃦⃦
‖𝑣; H+‖ , (34)

|T𝜆[𝐹, 𝑣]| ≤ 𝛿2(𝜆)
⃦⃦
𝐹 ; H′

−
⃦⃦
‖𝑣; H+‖ , (35)

где положительные функции 𝛿𝑖(𝜆), 𝑖 = 1, 2, такие, что 𝛿𝑖(𝜆) → 0 при 𝜆→ ∞.
Доказательство неравенства (34). Далее нам понадобится следующая
Лемма 2. Пусть 𝐵𝜆𝑟 — самосопряженный оператор в пространстве

𝐿2(Ω), порожденный симметричной формой

̃︂ℬ𝜆𝑟[𝑢, 𝑣] =
1

2

{︁
exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] + exp(−𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑣, 𝑢]

}︁
+ 𝜆 cos 𝜃𝑟 (𝑢, 𝑣)0, (36)

𝐷(̃︂ℬ𝜆𝑟) = H′
+.

Тогда при 𝜆 ≥ 𝜆0, где 𝜆0 — некоторое положительное число, для любого мультииндекса

𝑘 такого, что |𝑘| = 𝑗 ∈ 𝐽 , и любого 𝑟 = 1, 𝑁 оператор 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆𝑟 является ограничен-

ным оператором в 𝐿2(Ω), а если мультииндекс ̃︀𝑘 такой, что |̃︀𝑘| < 𝑗 ∈ 𝐽 , то существует
положительная функция 𝑞(𝜆) такая, что 𝑞(𝜆) → 0 при 𝜆→ ∞ и⃦⃦⃦

𝜌𝜏𝑗𝐷
̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≤ 𝑞(𝜆)‖𝐵1/2

𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)‖ (37)

для всех 𝑢 ∈ H′
+

Доказательство. По определению оператора 𝐵𝜆𝑟 для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+ выполняется равен-

ство (︁
𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑢,𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑣

)︁
0

= ̃︀ℬ𝜆𝑟[𝑢, 𝑣]. (38)

Следовательно,
‖𝐵1/2

𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)‖2 = 𝑅𝑒 {exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]} + 𝜆‖𝑢;𝐿2(Ω)‖2 (39)

и в силу неравенства (23)

‖𝐵1/2
𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)‖ ≥ 𝑐0‖𝑢;H+‖ (𝜆 ≥ 𝜆0) (40)

для всех 𝑢 ∈ H′
+. Отсюда следует, что⃦⃦⃦
𝜌𝜏𝑗𝐷

𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦
≤𝑀9‖𝐵1/2

𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)‖, (|𝑘| = 𝑗, 𝑟 = 1, 𝑁, 𝑢 ∈ H′
+).
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Отсюда следует ограниченность оператора 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆𝑟 .

Рассмотрим случай |̃︀𝑘| < 𝑗 ∈ 𝐽 . Применяя лемму 1 имеем⃦⃦⃦
𝜌𝜏𝑗𝐷

̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝜀‖𝑢;𝑊 𝑗

2;𝜏𝑗
(Ω)‖ + 𝐶(𝜀) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ ,

где 𝜀 — произвольное положительное число и величина 𝐶(𝜀) неограниченно растет при 𝜀→ 0.
Поэтому в силу (40) для всех 𝑢 ∈ H′

+ имеет место неравенство⃦⃦⃦
𝜌𝜏𝑗𝐷

̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝜀‖𝐵1/2

𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)‖ + 𝐶(𝜀) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ .

Применяя равенство (39) имеем⃦⃦⃦
𝜌𝜏𝑗𝐷

̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦2

≤ 𝜀2𝑅𝑒 {exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]} + (𝜆2 + 𝐶1(𝜀))‖𝑢;𝐿2(Ω)‖2.

Отсюда и из (21) при 𝜆 = 1/𝜀 следует, что⃦⃦⃦
𝜌𝜏𝑗𝐷

̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦2

≤

≤ 𝜀2𝑅𝑒

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑟)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠⎫⎬⎭+

+ 𝑝(𝜀)

∫︁
Ω
|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥,

где непрерывная положительная функция 𝑝(𝜀) такова, что 𝑝(𝜀) → ∞ при 𝜀 → 0. Обратную
относительно 𝑝(𝜀) функцию обозначим через 𝑞, и положив 𝜀 = 𝑞(𝜆) в последнем неравенстве,
получим⃦⃦⃦

𝜌𝜏𝑗𝐷
̃︀𝑘𝑢; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
≤

≤ 𝑞(𝜆)2𝑅𝑒

⎧⎨⎩exp(𝑖𝜃𝑟)

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|=|𝑙|=𝑗∈𝐽

∫︁
Ω
𝜌2𝜏𝑗 (𝑥)𝑏𝑘𝑙𝑟(𝑥)𝑢(𝑘)(𝑥)𝑢(𝑙)(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠⎫⎬⎭+

+ 𝜆

∫︁
Ω
|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥,

где непрерывная положительная функция 𝑞(𝜆) такая, что 𝑞(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞. Отсюда в
силу равенства (39) следует (37).

Лемма 2 доказана.
При 𝜆 ≥ 𝜆0 билинейная форма exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] удовлетворяет неравенствам (см. (23), (24)):

κ3‖𝑢;H+‖2 ≤ Re {exp(𝑖𝜃𝑗)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]} + 𝜆 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ (41)

для всех 𝑢 ∈ H′
+;

|ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0| ≤ (𝑀3 + |𝜆|)‖𝑢; H+‖ · ‖𝑣; H+‖ (42)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ H′
+. Числа κ2, 𝑀3 > 0 в этих неравенствах не зависят от 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥).

Согласно неравенствам (41), (42) билинейная форма exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 замкнута и
секториальна. Поэтому в силу [15, гл. 6, теорема 2.1] существует такой 𝑚 - секториальный
оператор 𝐴𝑟(𝜆), что

exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 = (𝐴𝑟(𝜆)𝑢, 𝑣)
(︀
∀𝑢 ∈ 𝐷(𝐴𝑟(𝜆)) ⊂ H′

+, ∀𝑣 ∈ H′
+

)︀
. (43)
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Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω). Тогда ℛ𝑟(𝜆)𝑓 ∈ H′
+ и согласно равенству (25)

exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[ℛ𝑟(𝜆)𝑓, 𝑣] + 𝜆 (ℛ𝑟(𝜆)𝑓, 𝑣)0 = ⟨𝑓, 𝑣⟩

для всех 𝑣 ∈ H′
+. Отсюда и из (43) в силу [15, гл. 6, теорема 2.1] следует, что 𝐴𝑟(𝜆)ℛ𝑟(𝜆)𝑓 = 𝑓 ,

∀𝑓 ∈ 𝐿2(Ω), то есть
ℛ𝑟(𝜆)𝑓 = 𝐴𝑟(𝜆)−1𝑓 (44)

для всех 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω).
Используя равенство (38) при 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) с учетом равенства (36) получим⃦⃦⃦

𝐵
1/2
𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
= Re

{︀
exp(𝑖𝜃𝑟)ℬ𝑟[𝑢, 𝑢]

}︀
+ 𝜆 ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0).

Отсюда в силу неравенства (23) следует, что⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑢;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≥ κ2 ‖𝑢;H+‖ (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0)

для всех 𝑢 ∈ H′
+. Отсюда следует обратимость оператора 𝐵

1/2
𝜆𝑟 при 𝜆 ≥ 𝜆0 > 0. Применяя [15,

гл. 6, теорема 3.2 ], получим представление

𝐴𝑟(𝜆)−1 = 𝐵
−1/2
𝜆𝑟 𝑋𝑟(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆𝑟 (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0), (45)

где 𝑋𝑟(𝜆) : 𝐿2(Ω) → 𝐿2(Ω) — некоторый ограниченный оператор и его норма ‖𝑋𝑟(𝜆)‖ не
превосходит числа 𝑀1 > 0, не зависящего от 𝜆 ∈ [𝜆0,∞).

Переходим к доказательству оценки (34). С этой целью равенство (32) перепишем в виде

S𝜆[𝐹, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

exp(𝑖𝜃𝑟)
∑︁(1)

𝑗
𝐶𝑘′′
𝑘′

(︁
𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟𝜓

(𝑘′)
𝑟 𝑈

(𝑘′′)
𝑟,𝜆 , 𝜌𝜏𝑗𝑣(𝑙)

)︁
0
, (46)

где 𝑈𝑟,𝜆(𝑥) = (ℛ𝑟(𝜆)Ψ𝑟𝐹 )(𝑥), 𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}. Пусть 𝐹 ∈ 𝐿2(Ω). Используя равенства (43) -
(46), имеем

S𝜆[𝐹, 𝑣] =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

∑︁(1)

𝑗
exp(𝑖𝜃𝑟)𝐶

𝑘′′
𝑘′ (𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟𝜓

(𝑘′)
𝑟 𝐷𝑘′′𝐴𝑟(𝜆)−1Ψ𝑟𝐹, 𝜌

𝜏𝑗𝑣(𝑙))0 =

=
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

∑︁(1)

𝑗
exp(𝑖𝜃𝑟)𝐶

𝑘′′
𝑘′ (𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟𝜓

(𝑘′)
𝑟 𝐷𝑘′′𝐵

−1/2
𝜆𝑟 𝑋𝑟(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆𝑟 Ψ𝑟𝐹, 𝜌

𝜏𝑗𝑣(𝑙))0.

Применяя неравенство Коши - Буняковского, получаем

|S𝜆[𝐹, 𝑣]| ≤𝑀10

∑︁
𝑗∈𝐽

𝑁∑︁
𝑟=1

∑︁(1)

𝑗

⃦⃦
D𝑘′′,𝑟,𝑗(𝜆)F𝑟,𝜆;𝐿2(Ω)

⃦⃦
·
⃦⃦⃦
P𝑙,𝑟,𝑗𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
, (47)

где

D𝑘′′,𝑟,𝑗(𝜆) = 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑘′′𝐵
−1/2
𝜆𝑟 , F𝑟,𝜆(𝑥) = 𝑋𝑟(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆𝑟 (𝜓𝑟𝐹 )(𝑥), P𝑙,𝑟,𝑗 = 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑙𝐵

−1/2
𝜆0𝑟

. (48)

Докажем, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 справедливо неравенство

‖F𝑟,𝜆;𝐿2(Ω)‖ ≤𝑀11

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
. (49)
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Пусть 𝜆 ≥ 𝜆0. Тогда

‖F𝑟,𝜆;𝐿2(Ω)‖ ≤𝑀 ′
12

⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆𝑟 (𝜓𝑟𝐹 );𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≤𝑀12

⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆0𝑟

(𝜓𝑟𝐹 );𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦
. (50)

Норму в пространстве 𝐿2(Ω) можно задавать с помощью равенства

‖𝑓 ;𝐿2(Ω)‖ = sup |(𝑓, 𝑣)0|, (51)

где супремум берется по всем 𝑣 ∈ 𝐿2(Ω) таким, что ‖𝑣;𝐿2(Ω)‖ = 1. Так как 𝐶∞
0 (Ω) плотно в

𝐿2(Ω), то в равенстве (51) можно считать, что супремум берется по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), таким,

что ‖𝑣;𝐿2(Ω)‖ = 1.

При 𝜆 = 𝜆0 из равенство (38) имеем
(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑢,𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣
)︁
0

= ̃︀ℬ𝜆0𝑟[𝑢, 𝑣].

С другой стороны
Re ̃︀ℬ𝜆0𝑟[𝑢, 𝑢] ≥ κ4 ‖𝑢;H+‖2 ,⃒⃒⃒ ̃︀ℬ𝜆0𝑗 [𝑢, 𝑣]
⃒⃒⃒
≤ (𝑀13 + 𝜆0) ‖𝑢;H+‖ · ‖𝑣;H+‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) и согласно теореме Лакса - Мильграма, уравнение

̃︀ℬ𝜆0𝑟[𝑢, ̂︀𝑣] = (𝑤, ̂︀𝑣) ∀̂︀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)

имеет решение для любого 𝑤 ∈ 𝐿2(Ω). Поэтому из (51) следует, что

‖𝑓 ;𝐿2(Ω)‖ = sup
⃒⃒⃒(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑓,𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑤
)︁
0

⃒⃒⃒
,

где супремум берется по всем 𝑤 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) таким, что

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑤;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
= 1. С другой стороны в

классе 𝐶∞
0 (Ω) нормы ‖𝑣;H+‖ и

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑗
𝑣;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
эквивалентны. Поэтому

⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆0𝑟

(𝜓𝑟𝐹 );𝐿2(Ω)
⃦⃦⃦

= sup
⃒⃒⃒(︁
𝜓𝑟𝐹,𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣
)︁
0

⃒⃒⃒
≤

≤𝑀14 sup |(𝜓𝑟𝐹, 𝑣) | ≤𝑀15

⃦⃦
𝜓𝑟𝐹 ;H′

−
⃦⃦
≤𝑀16

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
, (52)

где первый супремум в этой цепочке берется по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) таким, что

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑤;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
= 1,

а второй супремум — по всем 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) : ‖𝑣;H+‖ = 1.

Из (50), (52) следует (49).

Согласно лемме 2 оператор (см. (48)) P𝑙,𝑟,𝑗 = 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑙𝐵
−1/2
𝜆0𝑟

является ограниченным, и из (24),
(38) следует, что ⃦⃦⃦

𝐵
1/2
𝜆0𝑟
𝑣;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
= | ̃︀ℬ𝜆0𝑟[𝑣, 𝑣]| ≤𝑀17 ‖𝑣;H+‖2

для всех 𝑣 ∈ H+. Поэтому ⃦⃦⃦
P𝑙,𝑟,𝑗𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣;𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≤ ‖𝑣;H+‖ . (53)

Согласно второй части утверждения леммы 2 существует положительная функция 𝜀1(𝜆)
такая, что ⃦⃦⃦

𝜌𝜏𝑗𝐷𝑘′′𝐵
−1/2
𝜆𝑟

⃦⃦⃦
≤ 𝜀1(𝜆)

и 𝜀1(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞. Следовательно, (см. (48)) lim𝜆→∞
⃦⃦
D𝑘′′𝑗(𝜆)

⃦⃦
= 0. Ввиду этого равен-

ства из (47), (49), (53) получим оценку (34).
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Доказательство неравенства (35). Для удобства записи интегралы составляющие фор-
му T𝜆[𝐹, 𝑣] обозначим через I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣]1.

Согласно равенствам (44), (45)

ℛ𝑟(𝜆) = 𝐴𝑟(𝜆)−1 = 𝐵
−1/2
𝜆𝑟 𝑋𝑟(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆𝑟 (𝜆 ≥ 𝜆0 > 0).

Поэтому

I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣] =
(︁
𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟𝐷

𝑘𝐵
−1/2
𝜆𝑟 𝑋𝑟(𝜆)𝐵

−1/2
𝜆𝑟 Ψ𝑟𝐹, 𝜌

𝜏𝑗𝜓(𝑙′)
𝑟 𝐷𝑙′′𝑣

)︁
0
.

Далее, используя обозначение (см. (48)) F𝑟,𝜆(𝑥) = 𝑋𝑟(𝜆)𝐵
−1/2
𝜆𝑟 Ψ𝑟𝐹 и равенство

𝐷𝑙′′𝑣 = 𝐷𝑙′′𝐵
−1/2
𝜆0𝑗

𝐵
1/2
𝜆0𝑗
𝑣,

получим

I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣] =
(︁
𝐵

−1/2
𝜆0𝑟

𝐷𝑙′′𝜓(𝑙′)
𝑟 𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟𝜌

𝜏𝑗𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆𝑟 F𝑟,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣
)︁
0
. (54)

Обозначим
L𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′ = 𝑏𝑘𝑙𝑟𝜌

𝜏𝑗𝜓(𝑙′)
𝑟 𝐷𝑙′′𝐵

−1/2
𝜆0𝑟

.

Тогда
L*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′ = 𝐵
−1/2
𝜆0𝑟

𝐷𝑙′′𝜓(𝑙′)
𝑟 𝜌𝜏𝑗𝑏𝑘𝑙𝑟

и равенство (54) примет следующий вид

I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣] =
(︁
L*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′𝜌
𝜏𝑗𝐷𝑘𝐵

−1/2
𝜆𝑟 F𝑟,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣
)︁
0
.

Вводя обозначение G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘 = 𝜌𝜏𝑗𝐷𝑘𝐵
−1/2
𝜆0𝑟

, имеем

I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣] =
(︁
L*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘𝐵
1/2
𝜆0𝑟
𝐵

−1/2
𝜆𝑟 F𝑟,𝜆, 𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣
)︁
0
. (55)

Так как 𝐵𝜆𝑟 — самосопряженный оператор, ассоциированный с формой̃︂ℬ𝜆𝑟[𝑢, 𝑣] (см. лемму 2), то

⃦⃦⃦(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁
𝑢; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
≤

≤ 2

{︂⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑢; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
+ (𝜆− 𝜆0) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖2

}︂
≤

≤𝑀18

{︁(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑢, 𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑢
)︁
0

+ 𝜃′𝑟(𝜆− 𝜆0) (𝑢, 𝑢)0

}︁
=

= 𝑀18

[︁̃︂ℬ𝜆0𝑟[𝑢, 𝑢] + 𝜃′𝑟(𝜆− 𝜆0) (𝑢, 𝑢)0

]︁
=

= 𝑀18
̃︂ℬ𝜆𝑟[𝑢, 𝑢] = 𝑀18

(︁
𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑢, 𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑢

)︁
0

= 𝑀18

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆𝑟 𝑢; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦2
,

где 𝜃′𝑟 = Re exp(𝑖𝜃𝑟). Следовательно, существует число 𝑀18 > 0 такое, что⃦⃦⃦(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁
𝐵

−1/2
𝜆𝑟

⃦⃦⃦
≤𝑀18 (𝜆 ≥ 𝜆0).

1Зависимость I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣] от 𝑟, 𝑘, 𝑙, 𝑙′, 𝑙′′ в данном контексте не существенны, поэтому в обозначении эти сим-
волы не используются.
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В силу этого неравенства из (55) следует, что

|I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣]| ≤𝑀19

⃦⃦⃦⃦
L*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘𝐵
1/2
𝜆0𝑟

(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁−1
⃦⃦⃦⃦
×

× ‖F𝑟,𝜆; 𝐿2(Ω)‖ ·
⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
. (56)

Ниже докажем, что

lim
𝜆→∞

⃦⃦⃦⃦
L*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘𝐵
1/2
𝜆0𝑟

(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁−1
⃦⃦⃦⃦

= 0. (57)

Используя равенство

𝐵
1/2
𝜆0𝑟

(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁−1
=
(︁
𝐸 + (𝜆− 𝜆0)

1/2𝐵
−1/2
𝜆0𝑟

)︁−1
,

имеем

L*
𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘𝐵

1/2
𝜆0𝑟

(︁
𝐵

1/2
𝜆0𝑟

+ (𝜆− 𝜆0)
1/2𝐸

)︁−1
= A

(︁
𝐸 + (𝜆− 𝜆0)

1/2𝐻
)︁−1

, (58)

где
A = T*

𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘, 𝐻 = 𝐵
−1/2
𝜆0𝑟

.

Так как |𝑙′′| ≤ 𝑗 − 1, то оператор L𝑗,𝑟,𝜆0,𝑙′′ вполне непрерывен. Поэтому из ограниченности
оператора G𝑗,𝑟,𝜆0,𝑘 следует вполне непрерывность оператора A. Далее, применяя [16, гл. 5,
лемма 7.1], из (58) получаем (57).

Из (56) в силу соотношения (57) следует, что

|I𝜆;𝑗 [𝐹, 𝑣]| ≤ 𝛿3(𝜆) ‖F𝑟,𝜆; 𝐿2(Ω)‖ ·
⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
, (59)

где 𝛿3(𝜆) → 0 при 𝜆→ 0.
Далее заметим, что (см. (42), (48))

‖F𝑟,𝜆; 𝐿2(Ω)‖ ≤ ‖𝑋𝑟(𝜆)‖
⃦⃦⃦
𝐵

−1/2
𝜆𝑟 Ψ𝑟𝐹 ; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≤𝑀12

⃦⃦
𝐹 ; H′

−
⃦⃦
,

⃦⃦⃦
𝐵

1/2
𝜆0𝑟
𝑣; 𝐿2(Ω)

⃦⃦⃦
≤𝑀20 ‖𝑣; H+‖ .

В силу этих неравенств из (59) следует (35).
Теперь, используя доказанные выше неравенства (34), (35), продолжим доказательство

теоремы 1. В силу этих неравенств из (31) следует, что

|⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩| ≤ (𝛿1(𝜆) + 𝛿2(𝜆))
⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
· ‖𝑣;H+‖

для всех 𝐹 ∈ 𝐿2(Ω), 𝑣 ∈ H+. Так как 𝛿1(𝜆) → 0, 𝛿2(𝜆) → 0 при 𝜆 → ∞, то существует число
𝜆0 ≥ 1 такое, что

|⟨R(𝜆)𝐹, 𝑣⟩ − ⟨𝐹, 𝑣⟩| ≤ 1

2

⃦⃦
𝐹 ;H′

−
⃦⃦
· ‖𝑣;H+‖ (60)

для любого 𝜆 ≥ 𝜆0 и всех 𝐹 ∈ 𝐿2(Ω), 𝑣 ∈ H+. Так как 𝐿2(Ω) плотно в H′
−, то оценка (60) верна

для всех 𝐹 ∈ H′
−.

Из оценки (60) следует, что при 𝜆 > 𝜆0 оператор R(𝜆) представляется в виде R(𝜆) =
= 𝐸 + P(𝜆), где норма оператора P(𝜆) : H′

− → H′
− не превосходит 1/2. Поэтому оператор

R(𝜆) : H′
− → H′

− непрерывно обратим и R−1(𝜆) = (𝐸 + P(𝜆))−1.



О разрешимости вариационной задачи Дирихле. . . 179

Оператор ℛ𝑗(𝜆), определенный равенством (25), действует из H′
− в H′

+. Поэтому из (27)
следует, что оператор ℛ(𝜆) также действует из H′

− в H′
+. Следовательно, для любого функ-

ционала 𝐹 ∈ H′
− функция 𝑈(𝑥), определенная равенством

𝑈 = ℛ(𝜆)R−1(𝜆)𝐹 (𝜆 ≥ 𝜆0), (61)

принадлежит пространству H′
+.

С помощью равенства (28) легко проверяется, что функция 𝑈(𝑥), определенная формулой
(61), удовлетворяет уравнению 𝐵[𝑈, 𝑣] + 𝜆(𝑈, 𝑣)0 = ⟨𝐹, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), то есть является
решением задачи 𝐷𝜆. Так как при 𝜆 ≥ 𝜆0 оператор R−1(𝜆) ограничен, то из (26) и (27) следует,
что функция (61) удовлетворяет оценке (8).

Для доказательства единственности решения задачи 𝐷𝜆 рассмотрим сопряженную задачу:
для заданного функционала 𝐹 ∈ H′

− найти решение 𝑈1 ∈ H′
+ уравнения

𝐵[𝑣, 𝑈1] + 𝜆(𝑣, 𝑈1)0 = ⟨𝐹, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ H′
+. (62)

Поступая как выше, можно построить операторы ℛ*(𝜆), R*(𝜆) такие, что функция 𝑈1 =
= ℛ*(𝜆)R*(𝜆)−1𝐹 (𝜆 ∈ [𝜆*0,∞)) принадлежит пространству H′

+ и удовлетворяет уравнению
(62).

Пусть функция 𝑢 ∈ H′
+ такая, что

𝐵[𝑢, 𝑣] + 𝜆(𝑢, 𝑣)0 = 0 (∀𝑣 ∈ H′
+), (63)

где 𝜆 ≥ 𝜆′0 = max{𝜆*0, 𝜆0}, и пусть 𝐹 — произвольный элемент пространства H′
−. Так как

𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)−1𝐹 принадлежит пространству H′
+, то, полагая 𝑣 = 𝑈1 в (63), получаем

𝐵[𝑢, 𝑈1] + 𝜆(𝑢, 𝑈1)0 = 0, то есть 𝐵[𝑢, 𝑈1] + 𝜆(𝑢, 𝑈1)0 = 0.
С другой стороны, функция 𝑈1 = ℛ*(𝜆)R*(𝜆)−1𝐹 удовлетворяет (62). Поэтому ⟨𝐹, 𝑢⟩ = 0

для всех 𝐹 ∈ H′
+. Учитывая вложение H′

+ → H′
− и полагая 𝐹 = 𝑢, имеем ⟨𝑢, 𝑢⟩ = 0, то есть

𝑢 = 0. Единственность решения задачи 𝐷𝜆 доказана.
Теорема 1 доказана полностью.

4. Доказательство теоремы 2

Пусть задана функция 𝑈1(𝑥) ∈ H+. Определим функционал 𝐺𝜆, где 𝜆 — вещественный
параметр,

< 𝐺𝜆, 𝑣 >= −𝐵[𝑈1, 𝑣] − 𝜆(𝑈1, 𝑣)0 ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (64)

Учитывая ограниченность коэффициентов 𝑏𝑘𝑙(𝑥), |𝑘| = |𝑙| = 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑥 ∈ Ω, и применяя
неравенство Коши-Буняковского, имеем

|𝐵[𝑈1, 𝑣]| ≤𝑀21

𝑠∑︁
𝑚=0

‖𝑈1;𝑊
𝑗𝑚
2;𝜏𝑗𝑚

(Ω)‖ · ‖𝑣;𝑊 𝑗𝑚
2;𝜏𝑗𝑚

(Ω)‖+

+𝑀21

𝑡∑︁
𝑚=0

‖𝑈1;𝑊
𝑖𝑚
2;𝜏𝑖𝑚

(Ω)‖ · ‖𝑣;𝑊 𝑖𝑚
2;𝜏𝑖𝑚

(Ω)‖

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). Отсюда в силу неравенства (12) и определения пространства H′

+ (см.
(3)) следует, что

|𝐵[𝑈1, 𝑣]| ≤𝑀22 ‖𝑈1; H+‖ ‖𝑣; H+‖

для всех 𝑣 ∈ H′
+. Так как (см. (3)) ‖𝑢; 𝐿2(Ω)‖ ≤ ‖𝑢; H+‖ для всех 𝑢 ∈ H+, то

|(𝑈1, 𝑣)0| ≤ ‖𝑈1; H+‖ ‖𝑣; H+‖ .
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Из последних неравенств имеем

| < 𝐺𝜆, 𝑣 > | ≤ (𝑀22 + |𝜆|) ‖𝑈1; H+‖ ‖𝑣; H+‖

для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). Следовательно функционал 𝐺𝜆 по непрерывности продолжается на все

пространство H′
+, принадлежит пространству H′

− и его норма удовлетворяет неравенству⃦⃦
𝐺𝜆; H′

−
⃦⃦
≤ (𝑀22 + |𝜆|) ‖𝑈1; H+‖ , (65)

где число 𝑀22 не зависит от выбора функции 𝑈1(𝑥).
Рассмотрим следующую вспомогательную задачу: для заданного функционала 𝐹 ∈ H′

−
требуется найти решение 𝑈* уравнения

𝐵[𝑈*, 𝑣] + 𝜆(𝑈*, 𝑣)0 =< 𝐹 +𝐺𝜆, 𝑣 > ∀𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (66)

принадлежащее пространству H′
+.

Согласно теореме 1 существует число 𝜆0 ≥ 0 такое, что при 𝜆 ≥ 𝜆0 вспомогательная задача
имеет единственное решение 𝑈*(𝑥) и при этом выполняется неравенство

‖𝑈*; H+‖ ≤𝑀23

⃦⃦
𝐹 +𝐺𝜆; H′

−
⃦⃦
. (67)

Пусть 𝑈*(𝑥) — решение вспомогательной задачи. Рассмотрим функцию

𝑈(𝑥) = 𝑈*(𝑥) + 𝑈1(𝑥). (68)

Из (64), (66) следует, что функция 𝑈(𝑥) удовлетворяет уравнению (4).
Так как 𝑈(𝑥) − 𝑈1(𝑥) = 𝑈*(𝑥) ∈ H′

+, то она удовлетворяет также и условию (9). Сле-
довательно, функция 𝑈(𝑥), определенная равенством (67), является решением задачи D𝜆. Из
единственности решения вспомогательной задачи следует единственность решения задачи D𝜆.

Оценка (10) теоремы 2 следует из (65), (67), (68).
Теорема 2 доказана.

5. Заключение

Работа посвящена исследованию разрешимости вариационной задачи Дирихле для эллип-
тических операторов в ограниченной области с несогласованными вырождениями коэффици-
ентов на границе. Интегро-дифференциальная полуторалинейная форма, ассоциированная с
исследуемым оператором, представляется в виде конечного числа полуторалинейных форм
и вводится понятие “старшая форма”. Условия, обеспечивающие существование и единствен-
ность решения вариационной задачи Дирихле, ставятся только на коэффициенты старших
форм.
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