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Аннотация

В статье вводится класс замкнутых выпуклых симметричных многогранников в 𝐸3 со

специальным строением некоторых вершин: множество 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) всех граней, инцидентных
таким вершинам, состоит из равных между собой дельтоидов. Такие вершины называют-

ся в работе дельтоидными. Дельтоиды здесь — это выпуклые четырёхугольники, обла-

дающие двумя парами равных смежных сторон и отличные от ромбов. Предполагается

также, что каждая дельтоидная вершина 𝑉 многогранника и каждая грань, не входящая

в звезду какой-либо дельтоидной вершины, локально симметричны. Локальная симмет-

ричность вершины означает, что через 𝑉 проходит ось вращения 𝐿𝑉 порядка 𝑛 фигуры

𝑆 = 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 )), где 𝑛 — число дельтоидов в 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ); 𝑆 представляет собой множество

граней, состоящих из множества 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) и всех граней, имеющих хотя бы одну общую

вершину с множеством 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ). Локальная симметричность грани 𝐹 означает, что ось

вращения 𝐿𝐹 , пересекающая относительную внутренность 𝐹 и перпендикулярная 𝐹 , яв-
ляется осью вращения звезды 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝐹 ).

𝐷𝑆 — это обозначение класса многогранников, у которых существуют локально сим-

метричные дельтоидные вершины и существуют грани, не входящие ни в одну звезду

дельтоидных вершин; кроме того, все грани, не входящие ни в одну звезду дельтоидных

вершин, являются локально симметричными.

В статье доказана теорема о полном перечислении многогранников класса 𝐷𝑆, у ко-

торых все дельтоидные вершины изолированы. Изолированность, или отделённость, вер-

шины 𝑉 означает, что что её звезда граней не имеет общих элементов со звездой любой

другой вершины многогранника.

В работе рассмотрены также многогранники, через каждую вершину 𝑉 которых про-

ходит ось вращения звезды 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ), причём 𝑉 не предполагается дельтоидной заранее;

если у таких многогранников существует хотя бы одна дельтоидная грань, то таких мно-

гогранников только три.

Доказательства утверждений в работе основаны на свойствах так называемых сильно

симметричных многогранников. А именно, многогранников, сильно симметричных отно-

сительно вращения граней.

Ключевые слова: дельтоидная вершина, сильно симметричный многогранник, локально

симметричная вершина, локально симметричная грань.
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Abstract

In paper the class of closed convex symmetric polyhedra in 𝐸3 with a special structure of

some vertices is introduced: the set 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) of all faces incident to such vertices consists of

equal deltoids. Such vertices are called deltoidal in the article. The deltoids here are convex

quadrilaterals that have two pairs of equal adjacent sides and are different from rhombuses. It

is also assumed that each deltoidal vertex 𝑉 of a polyhedron and each face that is not included

in the star of any deltoidal vertex are locally symmetric. The local symmetry of a vertex means

that the rotation axis 𝐿𝑉 of order n of the figure S= 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 )), where n is the number of

deltoids of 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ), passes through 𝑉 ; 𝑆 is a set of faces consisting of the set 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) and all

faces having at least one common vertex with the set 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ). The local symmetry of the face

F means that the rotation axis 𝐿𝐹 , which intersects the relative interior of F and perpendicular

to 𝐹 , is the rotation axis of the star 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝐹 ).
𝐷𝑆 — so denotes a class of polyhedra that have locally symmetric deltoidal vertices and

there are faces that do not belong to any star of the deltoidal vertices; In addition, all faces

that do not belong to any star of deltoidal vertices are locally symmetric.

In this paper we prove a theorem on the complete enumeration of polyhedra of the class 𝐷𝑆,
in which all deltoidal vertices are isolated. The isolation, or separation, of the vertice 𝑉 means

that its star of faces does not have common elements with star of faces of any other vertex of

the polyhedron.

We also consider polyhedra, through each vertex 𝑉 of which the rotation axis of the star

𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) passes, and 𝑉 is not assumed to be deltoidal in advance; if such polyhedra have at

least one deltoidal face, then there are only three such polyhedra.

The proofs of the statements in the paper are based on the properties of the so-called textit

strongly symmetric polyhedra. Namely, polyhedra that are strongly symmetric with respect to

the rotation of the faces.

Keywords: delitoidal vertex, strongly symmetric polyhedron, locally symmetric vertex,

locally symmetric face.
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1. Введение

Рассмотрим замкнутый выпуклый многогранник в 𝐸3, у которого все грани правильные
и неоднотипные. Если у такого многогранника все многогранные углы равны и существует
симметрия многогранника, переводящая любую вершину в любую другую, то получим класс
равноугольно-полуправильных (архимедовых) многогранников (см., например, [1]–[4]). Одно
лишь условие правильности граней выпуклого многогранника приводит к классу многогран-
ников с правильными гранями ([5]–[9]). Все упомянутые многогранники обладают некоторой
нетривиальной симметрией. Очевидно, из одних лишь условий симметричности некоторых
элементов многогранника в общем случае не следует ни правильность граней, ни их сим-
метричность, и не всегда можно говорить о полном перечислении многогранников с такими
условиями. Однако, условия симметрии элементов многогранника оказывают влияние на его
геометрию ([10]-[18]). В частности, специальное симметричное строение гранных звёзд неко-
торых вершин симметричных многогранников приводит к классу, который допускает полное
комбинаторное и метрическое перечисление. Например, в [10] рассмотрен класс так называе-
мых многогранников с симметричными ромбическими вершинами.

Замкнутый выпуклый многогранник в 𝐸3 называется многогранником с симметричными
ромбическими вершинами (𝑅𝑆-многогранник), если у него существуют локально симметрич-
ные ромбические вершины и существуют грани, не входящие ни в одну гранную звезду этих
вершин; причём, каждая грань, не входящая в звезду ромбической вершины, является ло-
кально симметричной, [10].

Под звездой 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) вершины 𝑉 понимается множество всех граней, имеющих общую
вершину 𝑉 , а под звездой 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝐹 ) грани 𝐹 — множество всех граней, имеющих хотя бы одну
общую вершину с 𝐹 .

Локальная симметричность вершины 𝑉 означает, что через 𝑉 проходит ось вращения
фигуры, представляющей собой множество граней, состоящих из множества 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) и всех
граней, имеющих хотя бы одну общую вершину с множеством 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ). Локальная симмет-
ричность грани 𝐹 означает, что ось вращения, пересекающая относительную внутренность 𝐹
и перпендикулярная 𝐹 , является осью вращения звезды 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝐹 ).

При доказательстве полноты списка класса 𝑅𝑆-многогранников существенно использо-
вался класс многогранников, сильно симметричных относительно вращения (класс 𝑆𝐹 , [11]).
Согласно [11], замкнутый выпуклый многогранник в 𝐸3 называется сильно симметричным
относительно вращения граней, если у каждой грани существует ось вращения многогран-
ника, перпендикулярная этой грани и пересекающая её относительную внутренность. В этом
определении существование глобальной оси вращения многогранника эквивалентно локальной
симметричности грани, [12]; этот факт важен для дальнейшего изложения. Полный вывод всех
многогранников класса 𝑆𝐹 приведён в [11].

В настоящей работе при доказательстве полноты вводимого далее класса 𝐷𝑆 (первые бук-
вы слов “deltoid” и “symmetry”) — класса симметричных многогранников с дельтоидными вер-
шинами — существенно будет использован класс 𝑆𝐹 -многогранников.

2. Определения

Определение 1. Дельтоидом называется плоский выпуклый четырёхугольник с вза-
имно перпендикулярными диагоналями, только одна из которых делится другой диагональю
пополам.

Определение 2. Вершина 𝑉 замкнутого выпуклого многогранника в 𝐸3 называется
дельтоидной, если гранная звезда 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) этой вершины состоит из равных между собой
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дельтоидов. Если число дельтоидов звезды 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) равно 𝑛, то такую вершину будем назы-
вать n-дельтоидной.

Определение 3. Дельтоидная вершина называется изолированной, если ее звезда не
имеет общих элементов со звездой любой другой дельтоидной вершины многогранника.

Определение 4. 𝑛-дельтоидная вершина многогранника называется симметричной,
если она расположена на оси вращения порядка 𝑛 многогранника.

Определение 5. Если через 𝑛-дельтоидная вершину 𝑉 проходит ось вращения порядка
𝑛 фигуры, состоящей из 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) и всех граней, имеющих хотя бы одну общую вершину с
множеством 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ), то такая вершина называется локально симметричной.

Определение 6. Грань 𝐹 многогранника будем называть локально симметричной, если
существует ось вращения звезды 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝐹 ), перпендикулярная 𝐹 и пересекающая относитель-
ную внутренность 𝐹 .

Определение 7. 𝐷𝑆-многогранником будем называть замкнутый выпуклый многогран-
ник в 𝐸3, у которого существуют дельтоидные локально симметричные вершины и суще-
ствуют грани, не входящие ни в одну звезду дельтоидных вершин; при этом каждая грань,
не входящая ни в одну звезду дельтоидных вершин, локально симметрична.

3. 𝐷𝑆-многогранники

Здесь будет дан вывод всех 𝐷𝑆-многогранников с изолированными дельтоидными верши-
нами.

Введём понятие дельтоидного отсечения вершин правильной грани многогранника.
Пусть 𝐹 — правильная локально симметричная грань, вершины которой являются трёх-

гранными. Пусть 𝑉 — одна из таких вершин. Пусть 𝐴𝑉 и 𝐵𝑉 — соседние стороны грани 𝐹 .
Третье ребро 𝑉 𝐾, инцидентное вершине 𝑉 , в силу локальной симметричности 𝐹 составляет
равные углы с рёбрами 𝐴𝑉 и 𝐵𝑉 . Проведём плоскость 𝑝 через точки 𝑄 и 𝑅 — середины сто-
рон 𝐴𝑉 и 𝐵𝑉 — и точку 𝑆 на ребре 𝑉 𝐾. В результате отсечения плоскостью 𝑝 вершины 𝑉
получится новая (треугольная) грань 𝑄𝑅𝑆.

Проведём аналогичные отсечения плоскостями всех вершин грани 𝐹 таким образом, чтобы
получившиеся в результате отсечения треугольные грани были конгруэнтными между собой.
Каждая из отсекающих плоскостей пересекает две соседние с ней плоскости по прямым, про-
ходящим через середины соседних сторон грани 𝐹 . В виду локальной симметричности грани 𝐹
все эти прямые пересекаются в одной точке 𝑇 . Рассмотрим одну из вершин грани 𝐹 , например
𝑉 . Принимая отрезки 𝑄𝑇 и 𝑅𝑇 за стороны нового треугольника, получим, что четырёхуголь-
ник 𝑄𝑇𝑅𝑆 в общем случае является дельтоидом.

Таким образом, в результате такого дельтоидного отсечения всех вершин грани 𝐹 получим
симметричную дельтоидную вершину 𝑇 .

Основное значение для дальнейшего имеет следующая лемма.

Лемма 1. Для каждого многогранника 𝑀 класса 𝐷𝑆 с изолированными дельтоидными
вершинами существует многогранник 𝑀 ′ сильно симметричный относительно вращения
граней, из которого 𝑀 может быть получен при помощи дельтоидного отсечения некото-
рых трёхгранных вершин.

Доказательство. Рассмотрим многогранник 𝑀 с изолированными дельтоидными вер-
шинами и пусть 𝑉 — одна из таких вершин. В виду локальной симметричности вершины 𝑉 она
расположена на оси вращения 𝐿𝑉 многогранника, [12]). Сдвигая вершину 𝑉 вдоль оси 𝐿𝑉 до
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тех пор, пока она расположится в одной плоскости 𝑝𝑖 с диагоналями дельтоидов из 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ),
так что от дельтоидов из 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ) останутся только равные треугольные грани. Вершина 𝑉
при этом станет фиктивной, лежащей в центре некоторой новой симметричной грани 𝐹𝑉 . По-
лученные треугольные грани образуют замкнутую цепь 𝑆, причём любой из треугольников
цепи 𝑆 имеет по одной общей вершине с двумя соседними.

Пусть 𝑇 — один из треугольников цепи 𝑆. Продолжая три грани, стороны которых явля-
ются сторонами треугольника 𝑇 до их пересечения в одной точке 𝐶𝑇 , вместо треугольника
𝑇 получим одну новую вершину 𝐶𝑇 грани 𝐹𝑉 . Аналогично поступим с остальными треуголь-
никами множества 𝑆. Так преобразованная грань 𝐹𝑉 , очевидно, по-прежнему будет локально
симметричной. Освобождаясь таким образом от всех дельтоидных вершин, получим много-
гранник 𝑀 ′, каждая из граней которого является локально симметричной, т.е. 𝑀 ′ сильно
симметричен относительно вращения граней.

Осуществляя все проведённые преобразования в обратном порядке, получим, что много-
гранник 𝑀 может быть получен из единственного 𝑆𝐹 -многогранника 𝑀 ′ при помощи дель-
тоидного отсечения некоторых вершин.

Лемма доказана.

Теорема 1. Класс 𝐷𝑆 с изолированными дельтоидными вершинами исчерпывается сле-
дующими многогранниками:

a) бесконечной серией ”дельтоидных бипирамид”, с двумя 𝑛-дельтоидными вершинами,
𝑛 = 3, 5, 6, 7, 8 . . . ,

а также следующими двадцатью двумя типами многогранников {m;n–p} где 𝑚 — число
граней, а 𝑛 — число 𝑝-дельтоидных вершин:

b) {16;4–3}, c) {32;6–4}, d) {72;12–5}, e) {30;8–3}, f) {72;20–3}, g) {10;4–3},
h) {14;4–3}, i) {36;8–3}, j) {36;6–4}, k) {90;12–5}, l) {22;4–3}, m) {22;4–3},
n) {44;6–4}, o) {44;6–4}, p) {42;8–3}, q) {42;8–3}, r) {60;8–3;6–4}, s) {120;12–5}, t)
{120;12–5}, u) {102;20–3}, v) {102;20–3}, w) {150;12–5;20–3}.

Доказательство.

Согласно лемме 1, для доказательства теоремы достаточно из всего класса многогранни-
ков, сильно симметричных относительно вращения, выбрать такие, у которых существуют
правильные грани с трёхгранными вершинами, и проверить, применимо ли дельтоидное от-
сечение к этим вершинам.

Из всего класса прямых призм с правильными основаниями следует исключить призмы
с квадратными основаниями. Действительно, любое дельтоидное отсечение трёхгранных вер-
шин при основаниях таких призм приводит к вытянутому ромбическому додекаэдру с двумя
ромбическими вершинами.

На Рис.1 представлены фрагменты схем строения многогранников a)–w); цифрами на этом
рисунке указаны порядки осей вращения локально симметричных граней, не являющихся
дельтоидными.

На Рис.1,a) изображена одна из "дельтоидных бипирамид полученная дельтоидным отсе-
чением трёхгранных вершин при верхнем и нижнем основании прямой призмы с правильными
основаниями.

На Рис.1,b) представлена схема многогранника, полученного дельтоидным отсечением из
равноугольно-полуправильного многогранника — усечённого тетраэдра; у каждой локально
симметричной грани имеется ось вращения порядка 3, перпендикулярная ей, что на рисунке
отмечено цифрой 3.

Далее укажем многогранники, из которых схемы c)— w) получены дельтоидным отсече-
нием.

c) – усечённый октаэдр; d) – усечённый икосаэдр; e) – усечённый куб; f) – усечённый
додекаэдр; g) – полуусечённый куб; h) – дважды усечённый куб; i) – первый полуусечён-



494 В. И. Субботин

2

t)

2

u)

2

v)

2

w)

a)

3

b)

3

c)

3

d)

4

e)

5

f)

2

g)

2

h)

2

i)

2

j)

2
2

k)

2

l)

2

m)

2

n)

2

o)

2

p)

2

q)

2

r)

2

s)

Рис. 1: DS-многогранники
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ный ромбододекадр (получен при помощи отсечения трёхгранных вершин ромбододекаэдра);
j) – второй полуусечённый ромбододекаэдр (получен отсечением четырёхгранных вершин ром-
бододекаэдра); k) – второй полуусечённый ромбический триаконтаэдр (получен отсечением
пятигранных вершин ромбического триаконтаэдра); l) – m) — усечённый куб; n) – r) —
усечённый ромбододекаэдр; s) – w) — усечённый ромботриаконтаэдр.

Теорема доказана.

Замечание 1. Обозначим Λ класс многогранников, через каждую вершину 𝑉 которых
проходит ось вращения звезды 𝑆𝑡𝑎𝑟(𝑉 ), причём 𝑉 заранее не предполагается дельтоидной; и
пусть у многогранников класса Λ существует хотя бы одна дельтоидная грань. Тогда класс
Λ состоит только из трёх многогранников — дельтоидального икоситетраэдра, дельтои-
дального гексеконтаэдра и тетрагонтритетраэдра.

b)a) c)

Рис. 2: a)Дельтоидный икоситетраэдр, b)дельтоидный гексеконтаэдр, c)тетрагонтритетраэдр

Действительно, так как все многогранники с локально симметричными гранями перечис-
лены в [11], то и метрически двойственные им — с локально симметричными вершинами —
также можно считать известными. Поэтому многогранники из условия теоремы должны на-
ходиться среди многогранников, сильно симметричных относительно вращения многогран-
ных углов. Так как среди последних только двойственный ромбокубооктаэдру дельтоидный
икоситетраэдр (Рис.2, a)), двойственный ромбоикосододекаэдру дельтоидный гексеконтаэдр
(Рис.2, b)) и тетрагонтритетраэдр (Рис.2, c))имеют все вершины локально симметричные
и у них существуют дельтоидные грани, то только эти три многогранника удовлетворяют
условиям теоремы.

Отметим, что не все вершины последних трёх многогранников являются дельтоидными
симметричными в смысле Определения 4: у них существуют вершины, у которых порядок
осей вращения звёзд меньше числа дельтоидов в звёздах.

4. Заключение

Итак, в настоящей статье найдены все замкнутые выпуклые многогранники в 𝐸3, у кото-
рых существуют локально симметричные изолированные дельтоидные вершины и существуют
локально симметричные грани, не входящие ни в одну звезду дельтоидных вершин; при этом
грани, не входящие ни в одну звезду дельтоидных вершин, являются локально симметричны-
ми. Установлено также, что существуют только три многогранника, через каждую вершину
которых проходит ось вращения многогранника и у которых существуют дельтоидные грани.
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