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Аннотация

В работе рассматриваются новые варианты двух асимптотических формул из теории
гиперболической дзета-функции решёток.

Во-первых, получена новая асимптотическая формула для гиперболической дзета-
функции алгебраической решётки, полученной растяжением в 𝑡 раз по каждой координате
решётки состоящей из полных наборов алгебраически сопряженных целых алгебраических
чисел, пробегающих кольцо целых алгебраических чисел чисто вещественного алгебраи-
ческого поля степени 𝑠 для любого натурального 𝑠 > 2.

Во-вторых, получена новая асимптотическая формула для числа точек произвольной
решётки в гиперболическом кресте.

В первом случае показано, что главный член асимптотической формулы для гиперболи-
ческой дзета-функции алгебраической решётки выражается через детерминант решётки,
регулятор поля и значения дзета-функции Дедекинда главных идеалов и её производные
до порядка 𝑠− 1. Впервые выписана явная формула остаточного члена и дана его оценка.

Во втором случае главный член асимптотической формулы выражается через объём
гиперболического креста и детерминант решётки. Даётся явный вид остаточного члена и
уточненная его оценка.

В заключении описана суть метода параметризованных множеств, использованного при
выводе асимптотических формул.
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Abstract

The paper considers new variants of two asymptotic formulas from the theory of hyperbolic
Zeta function of lattices.

First, we obtain a new asymptotic formula for the hyperbolic Zeta function of an algebraic
lattice obtained by stretching 𝑡 times over each coordinate of a lattice consisting of complete
sets of algebraically conjugate algebraic integers running through a ring of algebraic integers of
a purely real algebraic field of degree 𝑠 for any natural 𝑠 > 2.

Second, we obtain a new asymptotic formula for the number of points of an arbitrary lattice
in a hyperbolic cross.

In the first case, it is shown that the main term of the asymptotic formula for the hyperbolic
Zeta function of an algebraic lattice is expressed in terms of the lattice determinant, the field
controller, and the values of the Dedekind Zeta function of the principal ideals and its derivatives
up to the order of 𝑠 − 1. For the first time an explicit formula of the residual term is written
out and its estimation is given.

In the second case, the principal term of the asymptotic formula is expressed in terms of
the volume of the hyperbolic cross and the lattice determinant. An explicit form of the residual
term and its refined estimate are given.

In conclusion, the essence of the method of parametrized sets used in the derivation of
asymptotic formulas is described.
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1. Введение

В данной работе продолжаются исследования по теории гиперболической дзета-функции
решёток.

Гиперболическая дзета-функция решёток задаётся в правой 𝛼-полуплоскости 𝜎 > 1,
𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 дзета рядом3

𝜁(Λ|𝛼) =
∑︁′

𝑥⃗∈Λ
(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)

−𝛼. (1)

Очевидно, что при 𝑠 = 1 гиперболическая дзета-функции решётки выражается через дзета-
функцию Римана. В многомерном случае имеются свои существенно новые задачи, не имею-
щие аналогов в одномерном случае.

Впервые гиперболическая дзета-функция решёток возникла в работах Н. М. Коробова [28],
[29] и Н. С. Бахвалова [1] в 1959 году для решёток решений линейного сравнения с несколькими
переменными. В наиболее общем виде она появилась в работах К. К. Фролова [35], [36].

Термин "гиперболическая дзета-функция решётки" был введен в 1984 году Н. М. Добро-
вольским в работах [11] — [13], в которых начато систематическое изучение функции 𝜁𝐻(Λ|𝛼)
как самостоятельного объекта исследований.

В частности, для действительных 𝛼 > 1 получены нижние оценки для гиперболической
дзета-функции произвольной 𝑠-мерной решётки:

𝜁𝐻(Λ|𝛼) > 𝐶1(𝛼, 𝑠)(det Λ)−1 при 0 < det Λ 6 1,
𝜁𝐻(Λ|𝛼) > 𝐶2(𝛼, 𝑠)(det Λ)−𝛼 ln𝑠−1 det Λ при det Λ > 1, (2)

где 𝐶1(𝛼, 𝑠), 𝐶2(𝛼, 𝑠) > 0 — константы, зависящие только от 𝛼 и 𝑠.
Доказана верхняя оценка для гиперболической дзета-функции 𝑠-мерной решётки:

𝜁𝐻(Λ|𝛼) 6 𝐶3(𝛼, 𝑠)𝐶1(Λ)𝑠 при 𝑞(Λ) = 1,
𝜁𝐻(Λ|𝛼) 6 𝐶4(𝛼, 𝑠)𝑞

−𝛼(Λ)(ln 𝑞(Λ) + 1)𝑠−1 при 𝑞(Λ) > 1. (3)

Этот результат является обобщением теоремы Н. С. Бахвалова [1]. Из оценки (3) получены
различные следствия. В частности, из нее автоматически следует результат К. К. Фролова [35],
так как гиперболический параметр 𝑞(Λ(𝑡, 𝐹 )) = 𝑡𝑠 при 𝑡 > 1.

Для гиперболической дзета-функции решётки Λ(𝑡, 𝐹 ) в работе [19] Доброволь-
ским Н. М., Ваньковой В. С., Козловой С. Л. была получена асимптотическая формула

𝜁𝐻(Λ(𝑡, 𝐹 )|𝛼) =
2 · (det Λ(𝐹 ))𝛼

𝑅 · (𝑠− 1)!

⎛⎝∑︁
(𝑤)

1

|𝑁(𝑤)|𝛼

⎞⎠ ln𝑠−1 det Λ(𝑡, 𝐹 )

(det Λ(𝑡, 𝐹 ))𝛼
+𝑂

(︂
ln𝑠−2 det Λ(𝑡, 𝐹 )

(det Λ(𝑡, 𝐹 ))𝛼

)︂
, (4)

где 𝑅 — регулятор поля 𝐹 (см. [2]) и в сумме
∑︀
(𝑤)

1

|𝑁(𝑤)|𝛼
суммирование проводится по всем

главным идеалам кольца Z𝐹 .

3Символ
∑︀′ означает, что из области суммирования исключается 𝑥⃗ = 0⃗, и для любого вещественного 𝑥

величина 𝑥 задается равенством 𝑥 = max(1, |𝑥|).
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На первом этапе исследований с 1984 года по 1990 год изучение функции 𝜁𝐻(Λ|𝛼) прово-
дилось только для вещественных 𝛼 > 1. Начиная с 1995 года, в совместных работах Добро-
вольского Н. М., Ребровой И. Ю. и Рощени А. Л. ([24], [25], [22]) начался новый этап изучения
гиперболической дзета-функции 𝜁𝐻(Λ|𝛼) решётки Λ: во-первых, как функции комплексного
аргумента 𝛼, во-вторых, как функции на метрическом пространстве решёток.

По теореме Абеля ([37], с. 106) гиперболическую дзета-функцию решёток в правой 𝛼-
полуплоскости 𝜎 > 1, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 можно представить в следующем интегральном виде

𝜁𝐻(Λ|𝛼) = 𝛼

∞∫︁
1

𝐷(𝑡|Λ)𝑑𝑡

𝑡𝛼+1
,

где 𝐷(𝑇 |Λ) — количество ненулевых точек решётки Λ в гиперболическом кресте 𝐾𝑠(𝑇 ).
Так как 𝐷(𝑇 |Λ) = 0 при 𝑇 < 𝑞(Λ), то

𝜁𝐻(Λ|𝛼) = 𝛼

∞∫︁
𝑞(Λ)

𝐷(𝑡|Λ)𝑑𝑡

𝑡𝛼+1
.

Возникает естественный вопрос о продолжении для произвольной решётки Λ гиперболиче-
ской дзета-функции решётки 𝜁𝐻(Λ|𝛼) на всю комплексную плоскость. В работах Доброволь-
ского Н. М., Ребровой И. Ю. и Рощени А. Л. ([25], [22]) эти вопросы исследовались для 𝑃𝑍𝑠

— множества всех целочисленных решёток, 𝑃𝑄𝑠 — множества всех рациональных решёток,
𝑃𝐷𝑠 — множества всех решёток с диагональными матрицами. Доказано, что для любой цело-
численной решётки Λ ∈ 𝑃𝑍𝑠 гиперболическая дзета-функция 𝜁𝐻(Λ|𝛼) является регулярной
функцией во всей 𝛼-плоскости, за исключением точки 𝛼 = 1, в которой она имеет полюс
порядка 𝑠.

Для любой решётки Λ ∈ 𝑃𝑄𝑠 гиперболическая дзета-функция 𝜁𝐻(Λ|𝛼) также является
регулярной аналитической функцией во всей 𝛼-плоскости, за исключением точки 𝛼 = 1, в
которой она имеет полюс порядка 𝑠.

Изучено поведение гиперболической дзета-функции решёток на пространстве решёток.
В частности, установлено, что

если последовательность решёток {Λ𝑛} сходится к решётке Λ, то последовательность
гиперболических дзета-функций решёток 𝜁𝐻(Λ𝑛|𝛼) равномерно сходится к гиперболической
дзета-функции решётки 𝜁𝐻(Λ|𝛼) в любой полуплоскости 𝜎 > 𝜎0 > 1.

Другой результат такого типа формулируется следующим образом.
Для любой точки 𝛼 из 𝛼-плоскости, кроме точки 𝛼 = 1, найдется окрестность |𝛼−𝛽| < 𝛿

такая, что для любой решётки Λ = Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠) ∈ 𝑃𝐷𝑠

lim
𝑀→Λ,𝑀∈𝑃𝐷𝑠

𝜁𝐻(𝑀 |𝛽) = 𝜁𝐻(Λ|𝛽),

причем эта сходимость равномерна в окрестности точки 𝛼.
Вывод этих результатов существенно опирается на асимптотическую формулу для числа

точек произвольной решётки в гиперболическом кресте как функции от параметра гипербо-
лического креста, полученную Н. М. Добровольским и А. Л. Рощеней ([26]):

𝐷(𝑇 | Λ) =
2𝑠𝑇 ln𝑠−1 𝑇

(𝑠− 1)! det Λ
+ Θ · 𝐶(Λ)

2𝑠 · 𝑇 ln𝑠−2 𝑇

det Λ
, (5)

где 𝐶(Λ) – эффективная константа, вычисляемая через базис решётки, и |Θ| 6 1.

В работах [3]–[36], [38], [39] освящены различные аспекты теории гиперболической дзета-
функции решёток. В работах [40]–[47] используется асимптотическая формула (5).

Цель данной статьи — дать новые варианты формул (4) и (5).
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2. Асимптотическая формула для алгебраической решётки

Вывод нашей новой асимптотической формулы для дзета-функции алгебраической решёт-
ки будет опираться на доказательства из монографии [34], поэтому приведем ряд лемм из этой
работы без доказательства, модифицируя где необходимо формулировки.

2.1. Вычисление вспомогательных интегралов

Обозначим через 𝑆𝑖𝑚𝑘(𝐴) 𝑘-мерный симплекс заданный равенством

𝑆𝑖𝑚𝑘(𝐴) = {𝑥⃗|𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 > 0, 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑘 6 𝐴}.

Лемма 1. Пусть 𝐴 > 0, 𝑘 > 1 и

𝐼𝑘(𝐴) =

∫︁
. . .

∫︁
𝑆𝑖𝑚𝑘(𝐴)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑘.

Тогда справедливо равенство

𝐼𝑘(𝐴) =
𝐴𝑘

𝑘!
.

Доказательство. См. [34], стр. 66. 2

Лемма 2. Пусть 𝐵 > 1, 1 6 𝑘 6 𝑠− 1, 𝛼 > 0 и

𝑌𝑘(𝐵) =

∫︁
. . .

∫︁
𝑥𝑗>0(𝑗=1,...,𝑘−1)

𝑥𝑗60(𝑗=𝑘,...,𝑠−1)

𝐵>𝑥1+...+𝑥𝑠−1

𝑒𝛼(𝑥𝑘+...+𝑥𝑠−1)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠−1.

Тогда справедливо равенство

𝑌𝑘(𝐵) =
𝑘−1∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑘−1

(𝑠−𝑚)!

(𝑘 − 1)!(𝑠− 𝑘 − 1)!𝛼𝑠−𝑚+1
·𝐵𝑚.

Доказательство. См. [34], стр. 66–67. 2

2.2. Интегральное представление для гиперболической дзета-функции ал-
гебраической решётки

Пусть 𝐹𝑠 — чисто вещественное алгебраическое поле степени 𝑠, 𝐹 (1)
𝑠 = 𝐹𝑠, 𝐹

(2)
𝑠 , . . . ,

. . . , 𝐹
(𝑠)
𝑠 — набор его сопряженных полей и для любого алгебраического числа Θ из 𝐹𝑠

Θ(1) = Θ,Θ(2), . . . ,Θ(𝑠) — набор его алгебраически сопряженных чисел. Через Z𝐹𝑠 обозначим
кольцо целых алгебраических чисел поля 𝐹𝑠.

Рассмотрим алгебраическую решётку Λ =
{︀(︀

Θ(1),Θ(2), . . . ,Θ(𝑠)
)︀⃒⃒

Θ ∈ Z𝐹𝑠

}︀
.

Так как для любого ненулевого целого алгебраического числа Θ из Z𝐹𝑠 имеем
|Θ(1)Θ(2) . . .Θ(𝑠)| = |𝑁(Θ)| > 1, то 𝑞(Λ) = 1.

Для произвольного 𝑡 > 1 рассмотрим алгебраическую решётку

Λ(𝑡) =
{︁(︁

Θ(1)𝑡,Θ(2)𝑡, . . . ,Θ(𝑠)𝑡
)︁⃒⃒⃒

Θ ∈ Z𝐹𝑠

}︁
.

Ясно, что 𝑞(Λ(𝑡)) = 𝑡𝑠. Так как det Λ(𝑡) = 𝑡𝑠 det Λ, то

𝑞(Λ(𝑡)) =
det Λ(𝑡)

det Λ
. (6)



114 Н. Н. Добровольский

Согласно (2), (3), (6) для гиперболической дзета–функции 𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼)

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) =
∑︁′

Θ∈Z𝐹𝑠

(︁
𝑡Θ(1) . . . 𝑡Θ(𝑠)

)︁−𝛼
(7)

алгебраической решётки Λ(𝑡) справедливы оценки

𝐶(𝛼, 𝑠,Λ)
ln𝑠−1 det Λ(𝑡)

(det Λ(𝑡))𝛼
6 𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) 6 𝐶1(𝛼, 𝑠,Λ)

ln𝑠−1 det Λ(𝑡)

(det Λ(𝑡))𝛼
.

Для вывода асимптотической формулы для гиперболической дзета – функции алгебраи-
ческой решётки Λ(𝑡) нам потребуются следующие обозначения.

Через 𝜀1, . . . , 𝜀𝑠−1 обозначим набор фундаментальных единиц кольца Z𝐹𝑠 , а через 𝜀(1)𝑗 =

= 𝜀𝑗 , . . . , 𝜀
(𝑠)
𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 1) — их алгебраические сопряженные единицы.

Пусть далее везде
∑︀
(𝜔)

обозначает суммирование по всем главным идеалам кольца Z𝐹𝑠 , а∑︀
𝜀
обозначает суммирование по всем единицам кольца Z𝐹𝑠 . Как обычно,через 𝑅 обозначим

регулятор поля 𝐹𝑠, т. е.

𝑅 =

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ln |𝜀(1)1 | . . . ln |𝜀(𝑠−1)

1 |
. . . . . . . . .

ln |𝜀(1)𝑠−1| . . . ln |𝜀(𝑠−1)
𝑠−1 |

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒.

Обозначения для различных областей суммирования и интегрирования будут вводиться
по мере необходимости.

Лемма 3. Справедливо равенство

𝜁(Λ(𝑡)|𝛼) = 2
∑︁
(𝜔)

∞∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑠−1=−∞

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝑗=1

𝑡𝜔(𝑗)𝜀
(𝑗)𝑘1
1 . . . 𝜀

(𝑗)𝑘𝑠−1

𝑠−1

⎞⎠−𝛼

.

Доказательство. См. [34], стр. 68. 2

Пусть 𝜔 — произвольное целое ненулевое алгебраическое число и вектор 𝑗⃗ — произвольный
вектор из области 𝐷(𝑝) целочисленных векторов, заданной равенством

𝐷(𝑝) =

{︂
(𝑗1, . . . , 𝑗𝑠)

⃒⃒⃒⃒
1 6 𝑗1 < . . . < 𝑗𝑝 6 𝑠, 1 6 𝑗𝑝+1 < . . . < 𝑗𝑠 < 𝑠,

{𝑗1, . . . , 𝑗𝑠} = {1, . . . , 𝑠}

}︂
.

Через 𝐵(⃗𝑗, 𝑝) = 𝐵(⃗𝑗, 𝑝, 𝜔) обозначим множество целочисленных векторов, удовлетворяю-
щих условиям: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⃒⃒⃒
𝑡𝜔(𝑗𝜈)𝜀

(𝑗𝜈)𝑘1
1 . . . 𝜀

(𝑗𝜈)𝑘𝑠−1

𝑠−1

⃒⃒⃒
> 1, при 𝜈 = 1, . . . , 𝑝,

⃒⃒⃒
𝑡𝜔(𝑗𝜈)𝜀

(𝑗𝜈)𝑘1
1 . . . 𝜀

(𝑗𝜈)𝑘𝑠−1

𝑠−1

⃒⃒⃒
< 1, при 𝜈 = 𝑝+ 1, . . . , 𝑠.

Пусть далее

𝐴(⃗𝑗, 𝑝) = 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜔) =
∑︁

𝑘⃗∈𝐵(⃗𝑗,𝑝)

𝑠∏︁
𝜈=𝑝+1

⃒⃒⃒
𝑡𝜔(𝑗𝜈)𝜀

(𝑗𝜈)𝑘1
1 . . . 𝜀

(𝑗𝜈)𝑘𝑠−1

𝑠−1

⃒⃒⃒𝛼
(8)

и

𝐴(𝜔) =
𝑠∑︁

𝑝=1

∑︁
𝑗⃗∈𝐷(𝑝)

𝐴(⃗𝑗, 𝑝). (9)

Имеет место следующее утверждение.
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Лемма 4. Справедливо равенство

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) = 2
∑︁
(𝜔)

𝐴(𝜔)

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
.

Доказательство. См. [34], стр. 69–70. 2

Пусть

𝑌 (⃗𝑗, 𝑝, 𝑘⃗) =
𝑠∏︁

𝜈=𝑝+1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑡𝜔(𝑗𝜈)

𝑠−1∏︁
𝑗=1

𝜀
(𝑗𝜈)𝑘𝑗
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝛼

, (10)

𝐶 (⃗𝑗, 𝑝,𝑚) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 при
𝑠∑︁

𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 | = 0,

𝛼

𝑠∑︁
𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 |

2 sh

⎛⎝𝛼
2

𝑠∑︁
𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 |

⎞⎠ при
𝑠∑︁

𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 | ≠ 0,

𝐶 (⃗𝑗, 𝑝) =
𝑠−1∏︁
𝑚=1

𝐶 (⃗𝑗, 𝑝,𝑚),

𝐿𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) = ln 𝑡+ ln |𝜔(𝑛)| +
𝑠−1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗 ln |𝜀(𝑛)𝑗 | (𝑛 = 1, . . . , 𝑠), (𝑡 > 1).

Заметим, что для любых 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1

𝑠∑︁
𝑛=1

𝐿𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|.

Так как

lim
𝑏→0

𝑏

2 sh
(︀
𝑏
2

)︀ = lim
𝑏→0

𝑏

𝑒
𝑏
2 − 𝑒−

𝑏
2

= lim
𝑏→0

1
1
2𝑒

𝑏
2 + 1

2𝑒
− 𝑏

2

= 1,

то можно всегда писать

𝐶 (⃗𝑗, 𝑝,𝑚) =

𝛼
𝑠∑︁

𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 |

2 sh

⎛⎝𝛼
2

𝑠∑︁
𝜈=𝑝+1

ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑚 |

⎞⎠ .

Лемма 5. Справедливо равенство

𝑌 (⃗𝑗, 𝑝, 𝑘⃗) = 𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)

𝑘1+
1
2∫︁

𝑘1− 1
2

. . .

𝑘𝑠−1+
1
2∫︁

𝑘𝑠−1− 1
2

𝑒
𝛼

𝑠∑︀
𝜈=𝑝+1

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1,...,𝑥𝑠−1)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠−1.

Доказательство. См. [34], стр. 71–72. 2



116 Н. Н. Добровольский

Определим область Ω(⃗𝑗, 𝑝) ⊂ R𝑠−1, как множество всех точек (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1), удовлетво-
ряющих соотношениям

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) >
𝑠−1∑︁
𝑗=1

(︂{︂
𝑥𝑗 +

1

2

}︂
− 1

2

)︂
ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑗 | (𝜈 = 1, . . . , 𝑝),

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) 6
𝑠−1∑︁
𝑗=1

(︂{︂
𝑥𝑗 +

1

2

}︂
− 1

2

)︂
ln |𝜀(𝑗𝜈)𝑗 | (𝜈 = 𝑝+ 1, . . . , 𝑠).

Лемма 6. Справедливо следующее интегральное представление

𝐴(⃗𝑗, 𝑝) = 𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)

∫︁
. . .

∫︁
Ω(⃗𝑗,𝑝)

𝑒
𝛼

𝑠∑︀
𝜈=𝑝+1

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1,...,𝑥𝑠−1)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠−1.

Доказательство. См. [34], стр. 72–73. 2

Пусть далее везде

𝑎 =
𝑠− 1

2
max

16𝑚6𝑠−1,
16𝑛6𝑠

| ln |𝜀(𝑛)𝑚 ||.

Определим область Ω𝜆(⃗𝑗, 𝑝) ⊂ R𝑠−1 (𝜆 = 1, 2) следующими соотношениями

𝐿𝑗𝜈(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) > (−1)𝜆−1𝑎 (1 6 𝜈 6 𝑝),

𝐿𝑗𝜈(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) 6 (−1)𝜆𝑎 (𝑝+ 1 6 𝜈 6 𝑠),

а величины 𝐴𝜆(⃗𝑗, 𝑝) (𝜆 = 1, 2) зададим равенствами

𝐴𝜆(⃗𝑗, 𝑝) = 𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)

∫︁
. . .

∫︁
Ω𝜆 (⃗𝑗,𝑝)

𝑒
𝛼

𝑠∑︀
𝜈=𝑝+1

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1,...,𝑥𝑠−1)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠−1 (𝜆 = 1, 2).

Кроме указанных областей и величин из монографии [34], введем для параметра 𝜃 с
−1 6 𝜃 6 1 новую область Ω(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) ⊂ R𝑠−1 следующими соотношениями

𝐿𝑗𝜈(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) > −𝜃𝑎 (1 6 𝜈 6 𝑝),

𝐿𝑗𝜈(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) 6 𝜃𝑎 (𝑝+ 1 6 𝜈 6 𝑠),

а величины 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) зададим равенствами

𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) = 𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)

∫︁
. . .

∫︁
Ω(⃗𝑗,𝑝,𝜃)

𝑒
𝛼

𝑠∑︀
𝜈=𝑝+1

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1,...,𝑥𝑠−1)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠−1.

Для дальнейшего важно, что новые области и величины обладают следующими принци-
пиальными свойствами:

Ω1(⃗𝑗, 𝑝) = Ω(⃗𝑗, 𝑝,−1), Ω2(⃗𝑗, 𝑝) = Ω(⃗𝑗, 𝑝, 1), Ω(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃1) ⊂ Ω(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃2) при 𝜃1 < 𝜃2

и величина 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) непрерывно, монотонно возрастает при изменении 𝜃 от −1 до 1.
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Лемма 7. Справедливы неравенства

𝐴(⃗𝑗, 𝑝,−1) = 𝐴1(⃗𝑗, 𝑝) 6 𝐴(⃗𝑗, 𝑝) 6 𝐴2(⃗𝑗, 𝑝) = 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 1).

Доказательство. См. [34], стр. 73–74. 2

Введем для параметра 𝜃 с −1 6 𝜃 6 1 новую область Ω′(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) ⊂ R𝑠−1 следующим образом:
пусть для произвольной точки (𝑦1, . . . , 𝑦𝑠−1) величина

𝑦𝑠 = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| − (𝑦1 + 𝑦2 + . . .+ 𝑦𝑠−1).

Тогда точка (𝑦1, . . . , 𝑦𝑠−1) принадлежит Ω′(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃), если выполнены неравенства{︂
𝑦𝑗𝜈 > −𝜃𝑎 при 1 6 𝜈 6 𝑝,
𝑦𝑗𝜈 < 𝜃𝑎 при 𝑝+ 1 6 𝜈 6 𝑠.

Лемма 8. Справедливо равенство

𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) =
𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)

𝑅

∫︁
. . .

∫︁
Ω′ (⃗𝑗,𝑝,𝜃)

𝑒𝛼(𝑦𝑗𝑝+1
+...+𝑦𝑗𝑠 )𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑠−1 (−1 6 𝜃 6 1),

где 𝑅 — регулятор поля.

Доказательство. Сделаем линейную замену в интеграле по области Ω(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃)

𝑦𝑗 = 𝐿𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) (𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 1).

Так как
𝑠∑︁

𝑗=1

𝐿𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) =
𝑠∑︁

𝑗=1

(︃
ln 𝑡+ ln |𝜔(𝑗)| +

𝑠−1∑︁
𝑚=1

𝑥𝑚 ln |𝜀(𝑗)𝑚 |

)︃
=

= ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| +
𝑠−1∑︁
𝑚=1

𝑥𝑚 ln |𝑁𝜀𝑚| = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|,

то 𝑦𝑠 = 𝐿𝑠(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1).
Поэтому область Ω(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃), заданная соотношениями{︂

𝐿𝑗𝜈 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1) > −𝜃𝑎 при 1 6 𝜈 6 𝑝,
𝐿𝑗𝜈 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1 < 𝜃𝑎 при 𝑝+ 1 6 𝜈 6 𝑠,

перейдет в область Ω′(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃), заданную соотношениями{︂
𝑦𝑗𝜈 > −𝜃𝑎 при 1 6 𝜈 6 𝑝,
𝑦𝑗𝜈 < 𝜃𝑎 при 𝑝+ 1 6 𝜈 6 𝑠,

а так как якобиан линейного преобразования имеет модуль, равный регулятору поля, то лемма
доказана. 2
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2.3. Асимптотическая формула для гиперболической дзета-функции алгеб-
раической решётки

Пусть для −1 6 𝜃 6 1 величины 𝐼 (⃗𝑗; 𝑝, 𝜃) определены равенствами

𝐼 (⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) =

∫︁
. . .

∫︁
Ω′ (⃗𝑗,𝑝,𝜃)

𝑒𝛼(𝑦𝑗𝑝+1
+...+𝑦𝑗𝑠−1

)𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑠−1

и
𝐶𝑝(𝜃) = 𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝑎𝛼,

𝐵𝑝(𝜃) = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎.

Лемма 9. Справедливы равенства:
при 1 6 𝑝 6 𝑠− 1

𝐼 (⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) = 𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝛼𝑎
𝑝−1∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑝−1

(𝑠−𝑚)!

(𝑝− 1)!(𝑠− 𝑝− 1)!𝛼𝑠−𝑚+1
· (ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎)𝑚

и

𝐼 (⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) =
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1

(𝑠− 1)!
+

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐶𝜈
𝑠−1𝑠

𝜈𝑎𝜈𝜃𝜈(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1−𝜈

(𝑠− 1)!
.

Доказательство. При 𝑝 = 𝑠 имеем 𝐷(𝑝) = {(1, 2, . . . , 𝑠)} и, следовательно, 𝑗⃗ = (1,
2, . . . , 𝑠) ∈ 𝐷(𝑝).

Поэтому

𝐼 (⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) =

∫︁
. . .

∫︁
Ω′ (⃗𝑗,𝑠,𝜃)

𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑠−1

и Ω′(⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) задано соотношениями{︂
𝑦𝜈 > −𝜃𝑎 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠− 1),
𝑦1 + 𝑦2 + . . .+ 𝑦𝑠 = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|.

Сделаем линейную замену переменных

𝑧𝜈 = 𝑦𝜈 + 𝜃𝑎 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠− 1),

тогда область Ω′(⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) перейдет в область Ω′′(𝜃), заданную соотношениями{︂
𝑧𝜈 > 0 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠− 1),

ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| −
∑︀𝑠−1

𝜈=1(𝑧𝜈 − 𝜃𝑎) > −𝜃𝑎. (11)

Неравенство (11) можно записать в виде

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑧𝜈 6 ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝑠 · 𝜃𝑎.

Из последнего неравенства следует, что

𝐼 (⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) = 𝐼𝑠−1(𝐴(𝜃)),

где величина 𝐼𝑠(𝐴) определена в лемме 1 и

𝐴(𝜃) = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝑠 · 𝜃𝑎 = 𝐵𝑠(𝜃).



О двух асимптотических формулах в теории гиперболической дзета-функции решёток 119

Отсюда следует, что

𝐼 (⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) =
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝑠 · 𝜃𝑎)𝑠−1

(𝑠− 1)!
=

=
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1

(𝑠− 1)!
+

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐶𝜈
𝑠−1𝑠

𝜈𝑎𝜈𝜃𝜈(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1−𝜈

(𝑠− 1)!
.

Пусть теперь 1 6 𝑝 6 𝑠− 1. Сделаем линейную замену переменных

𝑧𝜈 =

⎧⎨⎩
𝑦𝑗𝜈+1 + 𝜃𝑎 при 𝜈 = 1, . . . , 𝑝− 1,
𝑦𝑗𝜈+1 − 𝜃𝑎 при 𝜈 = 𝑝, . . . , 𝑠− 1,
𝑦𝑗1 + 𝜃𝑎 при 𝜈 = 𝑠.

Тогда область Ω′(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) перейдет в область Ω′′(𝜃) точек (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠−1), удовлетворяющих
условиям

𝑧𝜈 > 0 (𝜈 = 1, . . . , 𝑝− 1), 𝑧𝜈 < 0 (𝜈 = 𝑝, . . . , 𝑠− 1), 𝑧𝑠 > 0.

При этом

𝑧1 + . . .+ 𝑧𝑠 =

𝑝∑︁
𝜈=1

(𝑦𝑗𝜈 + 𝜃𝑎) +
𝑠∑︁

𝜈=𝑝+1

(𝑦𝑗𝜈 − 𝜃𝑎) = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎.

Отсюда следует, что

𝐼 (⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) =

∫︁
. . .

∫︁
Ω′′

𝑝 (𝜃)

𝑒𝛼(𝑧𝑝+...+𝑧𝑠−1+𝜃(𝑠−𝑝)𝑎)𝑑𝑧1 . . . 𝑑𝑧𝑠−1 = 𝑌𝑝(𝐵𝑝(𝜃)) · 𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝛼𝑎,

где величина 𝑌𝑝(𝐵) определена в лемме 2 и

𝐵𝑝(𝜃) = ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎.

Отсюда следует, что

𝐼 (⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) = 𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝛼𝑎
𝑝−1∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑝−1

(𝑠−𝑚)!

(𝑝− 1)!(𝑠− 𝑝− 1)!𝛼𝑠−𝑚+1
· (ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎)𝑚.

Лемма полностью доказана. 2

Обозначим через 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) дзета-функцию Дедекинда главных идеалов чисто-веществен-
ного поля 𝐹 :

𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) =
∑︁
(𝜔)

|𝑁(𝜔)|−𝛼,

тогда
𝜁
(𝜈)
𝐷0

(𝛼|𝐹 ) = (−1)𝜈
∑︁
(𝜔)

ln𝜈 |𝑁(𝜔)||𝑁(𝜔)|−𝛼, 𝜈 > 1.

Теорема 1. При 𝑡 > 𝑒𝑎 справедливо асимптотическое равенство

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) =
2(det Λ)𝛼

𝑅(𝑠− 1)!

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1

(ln det Λ(𝑡) − ln det Λ)𝑠−1−𝜈(−1)𝜈𝜁
(𝜈)
𝐷0

(𝛼|𝐹 )

(det Λ(𝑡))𝛼
+𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃), (12)

где

𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃) = 𝑂

(︂
ln𝑠−2(det Λ(𝑡))

(det Λ(𝑡))𝛼

)︂
и 𝑅 − регулятор поля.



120 Н. Н. Добровольский

Доказательство. Согласно лемме 4 имеем

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) = 2
∑︁
(𝜔)

1

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
𝐴(𝜔) и 𝐴(𝜔) =

𝑠∑︁
𝑝=1

∑︁
𝑗⃗∈𝐷(𝑝)

𝐴(⃗𝑗, 𝑝).

По лемме 7
𝐴(⃗𝑗, 𝑝,−1) 6 𝐴(⃗𝑗, 𝑝) 6 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 1).

Отсюда следует, что справедливы неравенства

2
∑︁
(𝜔)

1

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
𝑠∑︁

𝑝=1

∑︁
𝑗⃗∈𝐷(𝑝)

𝐴(⃗𝑗, 𝑝,−1) 6 𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) 6 2
∑︁
(𝜔)

1

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
𝑠∑︁

𝑝=1

∑︁
𝑗⃗∈𝐷(𝑝)

𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 1).

Так как величины 𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) непрерывно, монотонно возрастают при изменении 𝜃 от −1 до
1, то найдётся значение 𝜃 = 𝜃(Λ(𝑡), 𝛼) с −1 6 𝜃 6 1, такое что

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) = 2
∑︁
(𝜔)

1

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
𝑠∑︁

𝑝=1

∑︁
𝑗⃗∈𝐷(𝑝)

𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃).

Из лемм 8, 9, 1 следует, что при 𝑡 > 𝑒𝑎

𝐴(⃗𝑗, 𝑠, 𝜃) =
1

𝑅
𝐼𝑠−1(ln 𝑡

𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝑠 · 𝜃𝑎) =
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝑠 · 𝜃𝑎)𝑠−1

𝑅 · (𝑠− 1)!
=

=
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1

𝑅 · (𝑠− 1)!
+

1

𝑅 · (𝑠− 1)!

𝑠−2∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1(ln 𝑡

𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝜈(𝑠 · 𝜃𝑎)𝑠−1−𝜈 . (13)

Из лемм 8, 9, 2 следует, что при 1 6 𝑝 6 𝑠− 1

𝐴(⃗𝑗, 𝑝, 𝜃) =
𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝛼𝑎

𝑅

𝑝−1∑︁
𝑚=0

(𝑠−𝑚)!𝐶𝑚
𝑝−1 · (ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎)𝑚

(𝑝− 1)!(𝑠− 𝑝− 1)!𝛼𝑠−𝑚+1
. (14)

Объединяя оценки (13) и (14), получим

𝜁(Λ(𝑡)|𝛼) = 2
∑︁
(𝜔)

1

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
(ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝑠−1

𝑅 · (𝑠− 1)!
+𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃),

где

𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃) =
1

𝑅 · (𝑠− 1)!

𝑠−2∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1(ln 𝑡

𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝜈(𝑠 · 𝜃𝑎)𝑠−1−𝜈+

+
∑︁
(𝜔)

2

(𝑡𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
𝑠−1∑︁
𝑝=1

∑︁
𝑗⃗∈𝐷(𝑝)

𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝛼𝑎

𝑅

𝑝−1∑︁
𝑚=0

(𝑠−𝑚)!𝐶𝑚
𝑝−1 · (ln 𝑡𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎)𝑚

(𝑝− 1)!(𝑠− 𝑝− 1)!𝛼𝑠−𝑚+1
,

𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃) = 𝑂

(︂
ln𝑠−2(det Λ(𝑡))

(det Λ(𝑡))𝛼

)︂
.

Преобразуя главный член по 𝑡, окончательно находим

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) =
2

𝑅(𝑠− 1)!

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1

ln𝑠−1−𝜈 𝑡𝑠

𝑡𝑠𝛼

∑︁
(𝜔)

ln𝜈 |𝑁(𝜔)|
|𝑁(𝜔)|𝛼

+𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃) =

=
2(det Λ)𝛼

𝑅(𝑠− 1)!

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1

(ln det Λ(𝑡) − ln det Λ)𝑠−1−𝜈(−1)𝜈𝜁
(𝜈)
𝐷0

(𝛼|𝐹 )

(det Λ(𝑡))𝛼
+𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃),

что и требовалось доказать. 2
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3. Асимптотическая формула для числа точек решётки

Вывод нового варианта асимптотической формулы для числа точек решётки в гиперболи-
ческом кресте мы будем проводить тем же методом, что и получение асимптотической форму-
лы для гиперболической дзета-функции алгебраической решётки. Далее везде предполагаем,
что размерность 𝑠 > 2.

3.1. Вспомогательные леммы о многомерных областях и интегралах

Пусть 𝜆𝑗 = (𝜆𝑗1, ..., 𝜆𝑗𝑠) (𝑗 = 1, ..., 𝑠) — произвольный фиксированный базис решетки Λ и

𝐴 = 𝐴(𝜆1, ..., 𝜆𝑠) = max
16𝑗6𝑠

1/2

𝑠∑︁
𝜈=1

|𝜆𝜈𝑗 |; (15)

𝜆*𝑗 = (𝜆*𝑗1, ..., 𝜆
*
𝑗𝑠) (𝑗 = 1, ..., 𝑠) — взаимный базис взаимной решетки Λ* (как известно, взаимный

базис задается соотношениями

(𝜆𝑖, 𝜆*𝑗 ) =

𝑠∑︁
𝜈=1

𝜆𝑖𝜈𝜆
*
𝑗𝜈 = 𝛿𝑖𝑗 =

{︂
1 при 𝑖 = 𝑗
0 при 𝑖 ̸= 𝑗

, (16)

а взаимная решетка Λ* однозначно определяется решеткой Λ).
Определим следующие области

Π(𝑇 | Λ) =

⎧⎨⎩𝑡⃗
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑠∏︁
𝑗=1

𝑠∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈𝑗𝑡𝜈 +

𝑠∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈𝑗(1/2 − {𝑡𝜈 + 1/2}) 6 𝑇

⎫⎬⎭ , (17)

для целого вектора 𝑚⃗

Π(𝑚⃗) = {𝑡⃗ | [𝑡𝜈 + 1/2] = 𝑚𝜈 (𝜈 = 1, ..., 𝑠)}, (18)

Π*(𝑇 | Λ) =

⎧⎨⎩𝑦⃗ |
𝑠∏︁

𝑗=1

𝑦𝑗 +
𝑠∑︁

𝜈=1

𝜆𝜈𝑗(1/2 − {1/2 +
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑦𝑘𝜆
*
𝜈𝑘}) 6 𝑇

⎫⎬⎭ , (19)

при 𝑎 > 0, −1 6 𝜃 6 1 положим

𝑢(𝑦, 𝜃𝑎) =

{︂
1 при |𝑦| + 𝜃𝑎 6 1,
|𝑦| + 𝜃𝑎 при |𝑦| + 𝜃𝑎 > 1

(20)

и области

Π1(𝑇, 𝑎) =

⎧⎨⎩𝑦⃗ |
𝑠∏︁

𝑗=1

|𝑦𝑗 | + 𝑎 6 𝑇

⎫⎬⎭ , (21)

Π2(𝑇, 𝑎) =

⎧⎨⎩𝑦⃗ |
𝑠∏︁

𝑗=1

𝑢(𝑦𝑗 ,−𝑎) 6 𝑇

⎫⎬⎭ , (22)

Π(𝑇, 𝜃𝑎) =

⎧⎨⎩𝑦⃗ |
𝑠∏︁

𝑗=1

𝑢(𝑦𝑗 , 𝜃𝑎) 6 𝑇

⎫⎬⎭ . (23)

Ясно, что
Π1(𝑇, 𝑎) = Π(𝑇, 𝑎) ⊂ Π2(𝑇, 𝑎) = Π(𝑇,−𝑎).



122 Н. Н. Добровольский

Заметим, что Π1(𝑇, 0) = Π2(𝑇, 0) = 𝐾(𝑇 ).
Пусть при 𝑎 > 0, 𝑇 > 0, −1 6 𝜃 6 1

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ) =

∫︁
∏︀𝑠

𝑗=1(𝑦𝑗 + 𝑎) 6 𝑇
𝑦1, · · · , 𝑦𝑠 > 0

𝑑𝑦⃗, (24)

𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ) =

∫︁
∏︀𝑠

𝑗=1 𝑢(𝑦𝑗 ,−𝑎) 6 𝑇
𝑦1, · · · , 𝑦𝑠 > 0

𝑑𝑦⃗, (25)

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) =

∫︁
∏︀𝑠

𝑗=1 𝑢(𝑦𝑗 , 𝑎𝜃) 6 𝑇
𝑦1, · · · , 𝑦𝑠 > 0

𝑑𝑦⃗. (26)

Лемма 10. Справедливо равенство∑︁
∏︀𝑠

𝑗=1 𝜆1𝑗𝑚1+···+𝜆𝑠𝑗𝑚𝑠6𝑇

∫︁
Π(𝑚⃗)

𝑑𝑡⃗ =

∫︁
Π(𝑇 |Λ)

𝑑𝑡⃗. (27)

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 11. Справедливы равенства∫︁
Π(𝑇 |Λ)

𝑑𝑡⃗ =
1

det Λ

∫︁
Π*(𝑇 |Λ)

𝑑𝑦⃗, (28)

∫︁
Π1(𝑇,𝑎)

𝑑𝑦⃗ = 2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ) при 𝑎 > 1, (29)

∫︁
Π2(𝑇,𝑎)

𝑑𝑦⃗ = 2𝑠𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ) при 𝑎 > 0. (30)

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 12. При 𝑎 > 0, 𝑇 > 𝑎𝑠 справедливо равенство

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ) = (−1)𝑠+1(𝑇 − 𝑎𝑠) + 𝑇
𝑠−1∑︁
𝑛=1

(ln𝑇 − 𝑠 ln 𝑎)𝑛(−1)𝑠−1−𝑛

𝑛!
. (31)

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 13. При 𝑎 > 0, 𝑇 > 1, 𝑠 > 1 справедливо равенство

𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ) = 𝑎𝑠 +
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1𝑎

𝑘. (32)

Доказательство. См. [26]. 2

Следствие 1. При 𝑎 > 1, 𝑇 > 3 справедливо неравенство

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ) >
𝑇 ln𝑠−1 𝑇

(𝑠− 1)!
− 𝑒𝑎𝑠𝑇 ln𝑠−2 𝑇 − 𝑎𝑠. (33)
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Доказательство. См. [26]. 2

Следствие 2. Справедливо неравенство

𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ) 6
𝑇 ln𝑠−1 𝑇

(𝑠− 1)!
+ (𝑎+ 2)𝑠𝑇 ln𝑠−2 𝑇 + 𝑎𝑠. (34)

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 14. При 𝑎 > 0, 𝑇 > 𝑎𝑠, −1 6 𝜃 6 1 справедливо равенство

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(−1)𝑠+1(𝑇 − (𝜃𝑎)𝑠) + 𝑇

𝑠−1∑︀
𝑛=1

(ln𝑇−𝑠 ln(𝜃𝑎))𝑛(−1)𝑠−1−𝑛

𝑛! , при 𝜃𝑎 > 1,

(−𝜃𝑎)𝑠 +
𝑠−1∑︀
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇
𝑛!

𝑠−1−𝑛∑︀
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1(−𝜃𝑎)𝑘, при 𝜃𝑎 6 1.

(35)

Доказательство. Из определения 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) имеем:
при 𝑎𝜃 > 1 будет 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) = 𝐼𝑠(𝑎𝜃, 𝑇 и в силу леммы 12

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) = (−1)𝑠+1(𝑇 − (𝑎𝜃)𝑠) + 𝑇
𝑠−1∑︁
𝑛=1

(ln𝑇 − 𝑠 ln(𝑎𝜃))𝑛(−1)𝑠−1−𝑛

𝑛!
;

при 𝑎𝜃 6 1

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) =

1−𝑎𝜃∫︁
0

𝑑𝑦𝑠

∫︁
𝑦1, · · · , 𝑦𝑠−1 > 0

𝑢(𝑦1, 𝑎) · ... · 𝑢(𝑦𝑠−1, 𝑎) 6 𝑇

𝑑𝑦1 · · · 𝑑𝑦𝑠−1+

+

𝑇−𝑎𝜃∫︁
1−𝑎𝜃

𝑑𝑦𝑠

∫︁
𝑦1, · · · , 𝑦𝑠−1 > 0

𝑢(𝑦1, 𝑎) · ... · 𝑢(𝑦𝑠−1, 𝑎) 6 𝑇
𝑦+𝑎𝜃

𝑑𝑦1 · · · 𝑑𝑦𝑠−1 =

= (1 − 𝑎𝜃)𝐼𝑠−1(𝑎, 𝑇, 𝜃) +

𝑇∫︁
1

𝐼𝑠−1

(︂
𝑎,
𝑇

𝑦
, 𝜃

)︂
𝑑𝑦. (36)

Далее проведем индукцию по 𝑠, используя рекуррентное равенство (36).
При 𝑠 = 1

𝐼1(𝑎, 𝑇, 𝜃) =

∫︁
𝑦 > 0

𝑢(𝑦, 𝑎𝜃) 6 𝑇

𝑑𝑦 =

1−𝑎𝜃∫︁
0

𝑑𝑦 +

𝑇−𝑎𝜃∫︁
1−𝑎𝜃

𝑑𝑦 = 1 − 𝑎𝜃 + 𝑇 − 1 = 𝑇 − 𝑎𝜃

и равенство (35) выполнено.
Пусть

𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃) =

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1(−𝑎𝜃)𝑘
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и

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) = (−𝑎𝜃)𝑠 +
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃),

тогда

𝐼𝑠+1(𝑎, 𝑇, 𝜃) = (1 − 𝑎𝜃)𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) +

𝑇∫︁
1

𝐼𝑠

(︂
𝑎,
𝑇

𝑦
, 𝜃

)︂
𝑑𝑦 =

= (1 − 𝑎𝜃)(−𝑎𝜃)𝑠 +

𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝑄𝑠,𝑛(𝑎)(1 − 𝑎𝜃) +

𝑇∫︁
1

(︃
(−𝑎𝜃)𝑠 +

𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇/𝑦 ln𝑛(𝑇/𝑦)

𝑛!
𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃)

)︃
𝑑𝑦 =

= (−𝑎𝜃)𝑠+1 + (−𝑎𝜃)𝑠 + 𝑇 (−𝑎𝜃)𝑠 − (−𝑎𝜃)𝑠 +
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝑄𝑠,𝑛(𝑎)(1 − 𝑎𝜃)+

+
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇

𝑛!
𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃)

ln𝑛+1 𝑇

𝑛+ 1
= (−𝑎𝜃)𝑠+1 + 𝑇 ((−𝑎𝜃)𝑠 +𝑄𝑠,0(𝑎𝜃)(1 − 𝑎𝜃))+

+
𝑠−1∑︁
𝑛=1

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
(𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃)(1 − 𝑎𝜃) +𝑄𝑠,𝑛−1(𝑎𝜃)) +

𝑇 ln𝑠 𝑇

𝑠!
𝑄𝑠,𝑠−1(𝑎𝜃) =

= (−𝑎𝜃)𝑠+1 +

𝑠∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝑄𝑠+1,𝑛(𝑎𝜃),

где

𝑄𝑠+1,0(𝑎𝜃) = (−𝑎𝜃)𝑠 + (1 − 𝑎𝜃)

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠 (−𝑎𝜃)𝑘 =

𝑠∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘−1
𝑠 (−𝑎𝜃)𝑘 +

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠 (−𝑎𝜃)𝑘 + (−𝑎𝜃)𝑠 =

= 𝑠(−𝑎𝜃)𝑠 +
𝑠−1∑︁
𝑘=1

(𝐶𝑘−1
𝑠 + 𝐶𝑘

𝑠 )(−𝑎𝜃)𝑘 + 1 =
𝑠∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠+1(−𝑎𝜃)𝑘 =

(𝑠+1)−1−0∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠+1𝐶

0
𝑠+1−𝑘−1(−𝑎𝜃)𝑘;

𝑄𝑠+1,𝑠(𝑎𝜃) = 𝑄𝑠,𝑠−1(𝑎𝜃) = 1 =

(𝑠+1)−1−𝑠∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠+1𝐶

𝑠
𝑠+1−𝑘−1(−𝑎𝜃)𝑘;

и при 1 6 𝑛 6 𝑠− 1

𝑄𝑠+1,𝑛(𝑎𝜃) = 𝑄𝑠,𝑛(𝑎𝜃)(1 − 𝑎𝜃) +𝑄𝑠,𝑛−1(𝑎𝜃) =

= (1 − 𝑎𝜃)

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1(−𝑎𝜃)𝑘 +

𝑠−1−(𝑛−1)∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛−1
𝑠−𝑘−1(−𝑎𝜃)

𝑘 =

=

𝑠−𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘−1
𝑠 𝐶𝑛

𝑠−(𝑘−1)−1(−𝑎𝜃)
𝑘 +

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠 (𝐶𝑛

𝑠−𝑘−1 + 𝐶𝑛−1
𝑠−𝑘−1)(−𝑎𝜃)

𝑘 + 𝐶𝑠−𝑛
𝑠 𝐶𝑛−1

𝑛−1 (−𝑎𝜃)𝑠−𝑛 =

=

𝑠−𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘−1
𝑠 𝐶𝑛

𝑠−𝑘(−𝑎𝜃)𝑘 +
𝑠−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘(−𝑎𝜃)𝑘 =

=
𝑠−𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐶𝑘−1
𝑠 + 𝐶𝑘

𝑠 )𝐶𝑛
𝑠−𝑘(−𝑎𝜃)𝑘 + 𝐶0

𝑠𝐶
𝑛
𝑠−0(−𝑎𝜃)0 =

𝑠−𝑛∑︁
𝑘=0

(𝐶𝑘
𝑠+1𝐶

𝑛
(𝑠+1)−1−𝑘)(−𝑎𝜃)𝑘

и, значит, 𝐼𝑠+1(𝑎, 𝑇, 𝜃) удовлетворяет равенству (35).
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Для полноты изложения покажем что при 𝑎𝜃 = 1 обе формулы в (35) задают одно и тоже
значение

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) = (−1)𝑠 + 𝑇
𝑠−1∑︁
𝑛=0

(−1)𝑠−1−𝑛ln𝑛 𝑇

𝑛!
.

Действительно, в этом случае имеем:

𝐼𝑠+1(𝑎, 𝑇, 𝜃) =

𝑇∫︁
1

𝐼𝑠

(︂
𝑎,
𝑇

𝑦
, 𝜃

)︂
𝑑𝑦 =

𝑇∫︁
1

(︃
(−1)𝑠 +

𝑇

𝑦

𝑠−1∑︁
𝑛=0

(−1)𝑠−1−𝑛ln𝑛 𝑇
𝑦

𝑛!

)︃
=

= (−1)𝑠(𝑇 − 1) +

𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇

𝑛!
(−1)𝑠−1−𝑛 ln𝑛+1 𝑇

𝑛+ 1
= (−1)𝑠+1 + 𝑇

𝑠∑︁
𝑛=0

(−1)𝑠−𝑛ln𝑛 𝑇

𝑛!
,

что и и завершает доказательство леммы. 2

Следствие 3. Объем гиперболического креста задается равенством

𝑉 (𝐾(𝑇 )) = 2𝑠
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝐶𝑛
𝑠−1.

Доказательство. Действительно, Π1(𝑇, 0) = Π2(𝑇, 0) = 𝐾(𝑇 ). По леммам 11, 13 имеем:

𝑉 (𝐾(𝑇 )) = 2𝑠𝐽𝑠(0, 𝑇 ) = 2𝑠
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝐶𝑛
𝑠−1

и следствие доказано. 2

Лемма 15. При −1 6 𝜃 6 1 справедливо неравенство

|2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) − 𝑉 (𝐾(𝑇 ))| 6

{︃
max

(︀
𝑇 (2 + 2 ln 𝑎) − 𝑎2, 2(ln 𝑎)𝑇 + 𝑎2

)︀
при 𝑠 = 2,

𝑇 𝑐1(𝑎,𝑠) ln
𝑠−2 𝑇

(𝑠−2)! +𝑐2(𝑎, 𝑠)𝑇 ln𝑠−3 𝑇+𝑎𝑠, при 𝑠 > 2
,

где
𝑐1(𝑎, 𝑠) = max (2+𝑠 ln 𝑎, 𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) , 𝑐2(𝑎, 𝑠) = max (𝑒(𝑎𝑠+1), (𝑎+ 2)𝑠) .

Доказательство. Действительно, 𝑉 (𝐾(𝑇 )) = 2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 0) и

𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ) = 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 1) 6 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) 6 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇,−1) = 𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ),

поэтому⃒⃒
𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) − 2−𝑠𝑉 (𝐾(𝑇 ))

⃒⃒
6 max

(︀
2−𝑠𝑉 (𝐾(𝑇 )) − 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 ), 𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 ) − 2−𝑠𝑉 (𝐾(𝑇 ))

)︀
,

в силу монотонного убывания величины 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) при изменении 𝜃 от −1 до 1.
Для первой разности под знаком максимума, которую обозначим через 𝑀1, имеем:

𝑀1=2−𝑠𝑉 (𝐾(𝑇 ))−𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 )=
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
− (−1)𝑠+1(𝑇 − 𝑎𝑠)−𝑇

𝑠−1∑︁
𝑛=1

(ln𝑇 − 𝑠 ln 𝑎)𝑛(−1)𝑠−1−𝑛

𝑛!
=

= (−1)𝑠+1𝑎𝑠 + 𝑇 (1 + (−1)𝑠) +
𝑠−1∑︁
𝑛=1

𝑇 ln𝑛 𝑇 (1 + (−1)𝑠−𝑛)

𝑛!
+

+𝑇
𝑠−1∑︁
𝑛=1

(−1)𝑠−𝑛

𝑛!

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛(−1)𝑛−𝑘(𝑠 ln 𝑎)𝑛−𝑘 ln𝑘 𝑇.
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Располагая по степеням ln𝑘 𝑇 , получим:

𝑀1 = (−1)𝑠+1𝑎𝑠 + 𝑇

(︃
1 + (−1)𝑠

(︃
1 +

𝑠−1∑︁
𝑛=1

1

𝑛!
(𝑠 ln 𝑎)𝑛

)︃)︃
+

𝑠−2∑︁
𝑛=1

𝑇 ln𝑛 𝑇 (1 + (−1)𝑠−𝑛)

𝑛!
+

+𝑇

𝑠−2∑︁
𝑘=1

(−1)𝑠−𝑘 ln𝑘 𝑇

𝑠−1∑︁
𝑛=𝑘+1

𝐶𝑘
𝑛(𝑠 ln 𝑎)𝑛−𝑘

𝑛!
= (−1)𝑠+1𝑎𝑠 + 𝑇

(︃
1 + (−1)𝑠

(︃
1 +

𝑠−1∑︁
𝑛=1

1

𝑛!
(𝑠 ln 𝑎)𝑛

)︃)︃
+

+𝑇

𝑠−2∑︁
𝑛=1

ln𝑛 𝑇

𝑛!

(︃
1 + (−1)𝑠−𝑛

(︃
1 +

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑠 ln 𝑎)𝑘

𝑘!

)︃)︃
= (−1)𝑠+1𝑎𝑠 + 𝑇

(2 + 𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+

+𝑇
𝑠−3∑︁
𝑛=0

ln𝑛 𝑇

𝑛!

(︃
1 + (−1)𝑠−𝑛

(︃
1 +

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑠 ln 𝑎)𝑘

𝑘!

)︃)︃
6𝑇

(2+𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+𝑒(𝑎𝑠+1)𝑇 ln𝑠−3 𝑇+𝑎𝑠.

При 𝑠 = 2 справедливо более точное утверждение:

𝑀1 = 𝑇 (2 + 2 ln 𝑎) − 𝑎2.

Перейдём ко второй разности под знаком максимума, которую обозначим через𝑀2, имеем:

𝑀2=𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 )−2−𝑠𝑉 (𝐾(𝑇 ))= 𝑎𝑠 +
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1𝑎

𝑘 −
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
=

= 𝑎𝑠 +
𝑠−2∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!

(︃
𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑠𝐶

𝑛
𝑠−𝑘−1𝑎

𝑘 − 1

)︃
= 𝑎𝑠 + 𝑇

(𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+

+

𝑠−3∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!

(︃
𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝑠!(𝑠− 𝑘 − 1)!

𝑘!(𝑠− 𝑘)!𝑛!(𝑠− 𝑘 − 𝑛− 1)!
𝑎𝑘 − 1

)︃
= 𝑎𝑠 + 𝑇

(𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+

+𝑇
𝑠−3∑︁
𝑛=0

ln𝑛 𝑇

𝑛!

(︃
𝐶𝑛
𝑠

𝑠−1−𝑛∑︁
𝑘=0

𝑠− 𝑛

𝑠− 𝑘
𝐶𝑘
𝑠−𝑛−1𝑎

𝑘 − 1

)︃
6 𝑎𝑠 + 𝑇

(𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+

+𝑇

𝑠−3∑︁
𝑛=0

ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝐶𝑛
𝑠

𝑠− 𝑛

𝑛+ 1
(𝑎+ 1)𝑠−𝑛−1 6 𝑎𝑠 + 𝑇

(𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) ln𝑠−2 𝑇

(𝑠− 2)!
+ (𝑎+ 2)𝑠𝑇 ln𝑠−3 𝑇.

При 𝑠 = 2 справедливо более точное утверждение:

𝑀2 = 2 ln 𝑎𝑇 + 𝑎2.

Объединяя рассмотренные случаи, получаем утверждение леммы. 2

3.2. Асимптотическая формула для числа точек в гиперболическом кресте

Рассмотрим произвольный базис решетки Λ:

−→
𝜆 𝑗 = (𝜆𝑗1, ..., 𝜆𝑗𝑠) (𝑗 = 1, ..., 𝑠)

и величину

𝐴(
−→
𝜆 1, ...,

−→
𝜆 𝑠) =

1

2
max
16𝑗6𝑠

𝑠∑︁
𝜈=1

|𝜆𝜈𝑗 |. (1)

Определим величину —
𝑎(Λ) = min−→

𝜆 1,...,
−→
𝜆 𝑠

max(1, 𝐴(
−→
𝜆 1, ...,

−→
𝜆 𝑠)), (2)
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где минимум берется по всем базисам 𝜆⃗1, ..., 𝜆⃗𝑠 решетки Λ.
Далее до конца параграфа зафиксируем базис 𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠 решетки Λ, для которого величина

𝐴(𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠) — минимальна, то есть 𝑎(Λ) = max(1, 𝐴(𝜆⃗1, ..., 𝜆⃗𝑠)).
Для величины 𝐷(𝑇 |Λ)—количества ненулевых точек решетки Λ, лежащих в гиперболиче-

ском кресте 𝐾(𝑇 ), докажем следующую теорему.

Теорема 2. Для любой решетки Λ справедливо асимптотическое равенство при 𝑇 > 3

𝐷(𝑇 | Λ) = 2𝑠
𝑠−1∑︁
𝑛=0

𝑇 ln𝑛 𝑇

𝑛!
𝐶𝑛
𝑠−1 − 1 + Θ𝐶1(Λ, 𝑇 ), |Θ| 6 1, (37)

где

𝐶1(Λ, 𝑇 ) =

{︃
max

(︀
𝑇 (2 + 2 ln 𝑎) − 𝑎2, 2(ln 𝑎)𝑇 + 𝑎2

)︀
при 𝑠 = 2,

𝑇 𝑐1(𝑎,𝑠) ln
𝑠−2 𝑇

(𝑠−2)! +𝑐2(𝑎, 𝑠)𝑇 ln𝑠−3 𝑇+𝑎𝑠, при 𝑠 > 2
(38)

и
𝑐1(𝑎, 𝑠) = max (2+𝑠 ln 𝑎, 𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) , 𝑐2(𝑎, 𝑠) = max (𝑒(𝑎𝑠+1), (𝑎+ 2)𝑠) .

Доказательство. Из определения величины 𝐷(𝑇 | Λ) следует, что

𝐷(𝑇 | Λ) + 1 =
∑︁
𝑥⃗ ∈ Λ

𝑥1 · · ·𝑥𝑠 6 𝑇

1 =
∑︁

∏︀𝑠
𝑗=1 𝜆1𝑗𝑚1+···+𝜆𝑠𝑗𝑚𝑠6𝑇

1 =

∫︁
Π(𝑇 |Λ)

𝑑𝑡⃗ (39)

в силу леммы 10.
Применяя лемму 11, получим

𝐷(𝑇 | Λ) + 1 =
1

det Λ

∫︁
Π*(𝑇 |Λ)

𝑑𝑡⃗ (40)

Пусть 𝑎 = 𝑎(Λ), тогда справедливы включения

Π1(𝑇, 𝑎) ⊆ Π*(𝑇 | Λ) ⊆ Π2(𝑇, 𝑎), (41)

так как
𝑠∏︁

𝑗=1

𝑢(|𝑦𝑗 |, 𝑎) 6
𝑠∏︁

𝑗=1

𝑦𝑗 +
𝑠∑︁

𝜈=1

𝜆𝜈𝑗(1/2 − {1/2 +
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑦𝑘𝜆
*
𝜈𝑘}) 6

𝑠∏︁
𝑗=1

(|𝑦𝑗 | + 𝑎).

Из этого включения и леммы 11 следуют неравенства

2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 1)

det Λ
=

2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇 )

det Λ
6 𝐷(𝑇 | Λ) + 1 6

2𝑠𝐽𝑠(𝑎, 𝑇 )

det Λ
=

2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇,−1)

det Λ
. (42)

Так как 𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃) непрерывно зависит от 𝜃 при −1 6 𝜃 6 1, то найдется 𝜃 с −1 6 𝜃 6 1
такое, что

𝐷(𝑇 | Λ) + 1 =
2𝑠𝐼𝑠(𝑎, 𝑇, 𝜃)

det Λ
.

Применяя оценку из леммы 15, получим

|𝐷(𝑇 | Λ) + 1 − 𝑉 (𝐾(𝑇 ))| 6

{︃
max

(︀
𝑇 (2 + 2 ln 𝑎) − 𝑎2, 2(ln 𝑎)𝑇 + 𝑎2

)︀
при 𝑠 = 2,

𝑇 𝑐1(𝑎,𝑠) ln
𝑠−2 𝑇

(𝑠−2)! +𝑐2(𝑎, 𝑠)𝑇 ln𝑠−3 𝑇+𝑎𝑠, при 𝑠 > 2
,

где
𝑐1(𝑎, 𝑠) = max (2+𝑠 ln 𝑎, 𝑠− 2 + 𝑠 ln 𝑎) , 𝑐2(𝑎, 𝑠) = max (𝑒(𝑎𝑠+1), (𝑎+ 2)𝑠) .

Отсюда вытекает утверждение теоремы. 2



128 Н. Н. Добровольский

4. Заключение

В данной работе методом, который можно назвать методом параметрических множеств,
получены две новые асимптотические формулы из теории гиперболической дзета-функции
решёток.

Суть метода состоит в том, что для оценки числа точек решётки в некоторой области
находится система вложенных множеств, параметризованная параметром, изменяющимся от
−1 до 0, при этом при нулевом значении параметра имеем исходное множество. Так как при
крайних значениях параметра имеем оценки сверху и снизу, то объем одного из множеств в
точности равен искому числу точек, а объем исходного множества задает главный член.

Данный метод позволил найти новые формы для главного члена асимптотических формул,
отличный от работ [19] и [26] с более точной оценкой остаточного члена.
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