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Аннотация

Пусть 𝑎 и 𝑞 — положительные, целые числа. В 1944 г. Ю. В. Линник показал, что
наименьшее простое число в арифметической прогрессии 𝑚𝑜𝑑𝑞 меньше 𝐶𝑞𝐿 с положи-
тельными константами 𝐶 и 𝐿.

Основываясь на работе Хис-Брауна, мы доказываем, что 𝐿 = 5 допустимо.
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Abstract

Seien 𝑎 und 𝑞 zwei teilerfremde, positive, ganze Zahlen. In 1944 bewies Y. Linnik, dass die
kleinste Primzahl in einer arithmetischen Progression 𝑚𝑜𝑑 𝑞 kleiner als 𝐶𝑞𝐿 ist mit positiven
Konstanten 𝐶 und 𝐿.

Aufbauend auf einer Arbeit von Heath-Brown beweisen wir, dass 𝐿 = 5 zulässig ist.
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1. Einführung

Seien 𝑎 und 𝑞 zwei teilerfremde, positive, ganze Zahlen und

𝑃 (𝑎, 𝑞) := min{𝑝 ≡ 𝑎( mod 𝑞) | 𝑝 Primzahl}.

In 1944 bewies Y. Linnik [15, 16]
𝑃 (𝑎, 𝑞) < 𝐶𝑞𝐿

mit effektiv berechenbaren, positiven Konstanten 𝐶 und 𝐿. Dies wird als Linniks Theorem und 𝐿
als Linniks Konstante bezeichnet. Wir verweisen auf [12, S18], [11, S.265-270] und [24, S2.2] für eine
weitergehende Einführung und Motivation. Mehrere Autoren haben zulässige Werte für 𝐿 bewiesen:

Tabelle 1. Zulässige Werte für 𝐿
𝐿 Jahr Autor Verweis
10000 1957 Pan [18]
5448 1958 Pan [19]
777 1965 Chen [2]
630 1971 Jutila [20, S.370]
550 1970 Jutila [13]
168 1977 Chen [3]
80 1977 Jutila [14]
36 1977 Graham [8]
20 1981 Graham [10]
17 1979 Chen [4]
16 1986 Wang [21]
13.5 1989 Chen und Liu [5]
11.5 1991 Chen und Liu [6]
8 1991 Wang [22]
5.5 1992 Heath-Brown [11]
5.18 2011 Xylouris [23]
5 2011 Xylouris [24]

In [23] verwenden wir mehrere Verbesserungspotentiale, die Heath-Brown in [11, S.332f]
beschreibt und beweisen Linniks Theorem mit 𝐿 = 5.18. Unsere Arbeit [24] beinhaltet [23], sowie
vier weitere technische Verbesserungen:

� Kleinere Anpassungen bei der Herleitung (fast) nullstellenfreier Regionen (S3 der vorliegenden
Arbeit)

� Verwendung allgemeinerer Siebgewichte in einem Nullstellendetektor - es folgen bessere
Abschätzungen der Nullstellendichte für Nullstellen weit weg von 𝑠 = 1 (S4)

� Verallgemeinerung und Optimierung von Abschätzungen der Nullstellendichte für Nullstellen
nahe 𝑠 = 1 (S5)

� Verwendung einer allgemeineren Gewichtsfunktion in jener expliziten Formel, die Ausgangs-
punkt für unseren Beweis von Linniks Theorem ist (S6)

Die vorliegende Arbeit ist eine Zusammenfassung dieser vier technischen Verbesserun-
gen aus [24]. Unser Hauptresultat lautet:

Theorem 1. Seien 𝑎 und 𝑞 zwei teilerfremde, positive, ganze Zahlen. Dann ist

𝑃 (𝑎, 𝑞) < 𝐶𝑞5

mit einer effektiv berechenbaren Konstanten 𝐶.
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Genauer erhalten wir anstelle von 5 einen Wert, der geringfügig kleiner als 5 ist. Wenn wir unsere
Computerberechnungen stark erweitern würden, dann vermuten wir, dass wir Linniks Theorem mit
𝐿 = 4.96 beweisen könnten. Weiterhin erhalten wir nicht nur die Existenz einer Primzahl, sondern
von 𝑞3.21 Primzahlen, welche kleiner als 𝑞5 sind für 𝑞 groß genug [24, Lemma 6.2]. Ähnliche Aussagen
folgen auch aus anderen Arbeiten zu Linniks Theorem.

Ausgangspunkt für den Beweis von Theorem 1 ist eine explizite Formel, welche die Primzahlen
in arithmetischen Progressionen mit den Nullstellen Dirichletscher L-Funktionen nahe 𝑠 = 1 in
Verbindung bringt. Je weniger Dirichletsche L-Funktionen 𝑚𝑜𝑑 𝑞 eine Nullstelle nahe 𝑠 = 1 haben,
und je weiter weg diese potentiellen Nullstellen von 𝑠 = 1 sind, desto mehr bedingt dies die Existenz
kleiner Primzahlen (< 𝑞𝐿) in einer arithmetischen Progression 𝑚𝑜𝑑 𝑞.

Ähnlich zu [11] verwenden wir Computerberechnungen. Diese haben wir mit der Software Maple
und einem handelsüblichen Laptop im Jahr 2011 durchgeführt.

Ich möchte meinem Doktorvater Prof. Dr. B. Z. Moroz für seine konstante Unterstützung
eingehend danken.

2. Notation

Für 𝑞 ∈ N = {1, 2, 3, . . .} bezeichne 𝜒 einen Dirichlet-Charakter 𝑚𝑜𝑑 𝑞, 𝜒0 den Hauptcharakter
𝑚𝑜𝑑 𝑞 und 𝐿(𝑠, 𝜒) die zugehörige Dirichletsche L-Funktion. (ord𝜒) bezeichne die Ordnung von 𝜒
in der Gruppe der Dirichlet-Charaktere 𝑚𝑜𝑑 𝑞, [𝑥] := max{𝑎 ∈ Z | 𝑎 ≤ 𝑥} und

L := log 𝑞.

Für den Realteil einer komplexen Zahl 𝑧 schreiben wir ℜ{𝑧} und für den Imaginärteil ℑ{𝑧}. Die
Resultate in dieser Arbeit werden meist für 𝑞 ≥ 𝑞0 bewiesen, wobei 𝑞0 eine effektiv berechenbare
Konstante ist.

Um Linniks Konstante zu verbessern, genügt es die vorhandenen Abschätzungen zur Lage der
Nullstellen Dirichletscher L-Funktionen im Rechteck

𝑅 := 𝑅(𝑙) :=

{︂
𝜎 + 𝑖𝑡 ∈ C | 1 − log log L

3L
≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑙

}︂
zu verbessern. Dabei ist 𝑙 ≤ L /10 die positive Zahl aus [11, Lemma 6.1]. Diese Wahl für 𝑙
garantiert, dass es keine Nullstellen leicht oberhalb oder unterhalb von 𝑅 gibt, was die Berechnungen
vereinfacht. Für ein festes 𝑞 betrachten wir alle Nullstellen 𝜌 ∈ 𝑅 von

𝑃 (𝑠) :=
∏︁

𝜒 (mod 𝑞)
𝜒 ̸=𝜒0

𝐿(𝑠, 𝜒). (1)

Sei 𝜌1 eine Nullstelle von 𝑃 (𝑠) in 𝑅, für die ℜ{𝜌1} maximal ist und sei 𝜒1 ein Charakter mit
𝐿(𝜌1, 𝜒1) = 0. Wir führen diesen Prozess weiter, indem wir im 𝑘’ten Schritt (𝑘 ≥ 2) die Nullstellen
𝜌 ∈ 𝑅 von

𝑃 (𝑠)

𝐿(𝑠, 𝜒1)𝐿(𝑠, 𝜒1) · . . . · 𝐿(𝑠, 𝜒𝑘−1)𝐿(𝑠, 𝜒𝑘−1)

betrachten und eine Nullstelle 𝜌𝑘 wählen mit maximalem Realteil und ein 𝜒𝑘 mit 𝐿(𝜌𝑘, 𝜒𝑘) = 0.
Wir führen dies weiter fort bis im betrachteten Produkt keine weiteren Dirichletschen L-Funktionen
auftauchen. Es ist

𝜒𝑖 ̸= 𝜒𝑗 , 𝜒𝑗 für 𝑖 ̸= 𝑗.

Wir setzen
𝜌𝑘 = 𝛽𝑘 + 𝑖𝛾𝑘, 𝛽𝑘 = 1 − L −1𝜆𝑘, 𝛾𝑘 = L −1𝜇𝑘.

Wir benennen noch eine weitere, potentielle Nullstelle 𝜌′ von 𝐿(𝑠, 𝜒1) wie folgt:
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1. Wenn 𝜌1 eine mehrfache Nullstelle ist, dann wähle 𝜌′ = 𝜌1.

2. Wenn 𝜒1 reell und 𝜌1 komplex ist, dann wähle 𝜌′ aus den Nullstellen in 𝑅∖{𝜌1, 𝜌1}, so dass
ℜ{𝜌′} maximal ist.

3. Ansonsten wähle 𝜌′ aus den Nullstellen in 𝑅∖{𝜌1}, so dass ℜ{𝜌′} maximal ist.

Analog zu vorher schreiben wir

𝜌′ = 𝛽′ + 𝑖𝛾′, 𝛽′ = 1 − L −1𝜆′, 𝛾′ = L −1𝜇′.

Für Abschätzungen zur Nulstellendichte genügt es nur Nullstellen mit ℑ(𝜌) ≤ 1 zu betrachten.
Wir definieren

𝑁(𝜆) := #{𝜒 (mod 𝑞) | 𝜒 ̸= 𝜒0, 𝐿(𝑠, 𝜒) hat eine Nullstelle in 𝜎 ≥ 1 − L −1𝜆, |𝑡| ≤ 1}

und bezeichnen die 𝑁(𝜆) dazugehörigen Charaktere durch

𝜒(1), 𝜒(2), . . . , 𝜒(𝑁(𝜆)).

Zu jedem der 𝑁(𝜆) Charaktere 𝜒 wählen wir eine Nullstelle 𝜌(𝜒) = 𝜌(𝑘) mit maximalem Realteil
und schreiben

𝜌(𝑘) = 𝛽(𝑘) + 𝑖𝛾(𝑘), 𝛽(𝑘) = 1 − L −1𝜆(𝑘).

Wir werden an vielen Stellen die Gewichtsfunktion

𝑓(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︀ 𝛾
𝑡−𝛾 𝑔(𝑥)𝑔(𝑡− 𝑥) 𝑑𝑥 = − 1

30 𝑡
5 + 2𝛾2

3 𝑡3 − 4𝛾3

3 𝑡2 + 16𝛾5

15 falls 𝑡 ∈ [0, 2𝛾),

0 falls 𝑡 ≥ 2𝛾.

(2)

benutzen, sowie ihre Laplace-Transformierte

𝐹 (𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

16𝛾5

15 𝑧−1 − 8𝛾3

3 𝑧−3 + 4𝛾2(1 + 𝑒−2𝛾𝑧)𝑧−4

+4(−1 + 𝑒−2𝛾𝑧 + 2𝛾𝑧𝑒−2𝛾𝑧)𝑧−6 falls 𝑧 ̸= 0,

8𝛾6

9 falls 𝑧 = 0.

Die Funktion 𝑓(𝑡) ist nicht-negativ und erfüllt zwei Regularitätsbedingungen, die in [24, S 3.1.2]
genauer beschrieben werden. Außerdem ist 𝐹 (𝑧) als Laplace-Transformierte einer nicht-negativen
Funktion monoton fallend in 𝑧.

3. Kleinere Anpassungen (fast) nullstellenfreier Regionen

Für 𝜆1 < 0.348 haben wir Linniks Theorem für 𝐿 = 4.9 [11, Lemma 14.2]. Um Theorem 1 für
den verbleibenden Fall 𝜆1 ≥ 0.348 zu beweisen, benutzen wir eine Ungleichung der Form (vergleiche
[23, (4.10), (4.17), (4.18)]) ∑︁

𝑝 prim
𝑝≡𝑎( mod 𝑞)

𝑝≤𝑞5

𝑤(𝑝) > 𝑔1(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆
′) (3)

wobei 𝑔1 monoton wachsend in 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 und 𝜆′ ist. Wir müssen zeigen, dass die rechte Seite von
(3) positiv ist. Um diese nach unten abzuschätzen, können wir Abschätzungen der Form (vergleiche
[23, Tabellen 1-10])

𝜆1 ∈ [𝜆11, 𝜆12] =⇒ 𝜆1 ≥ ̃︁𝜆11, 𝜆2 ≥ 𝜆21, 𝜆3 ≥ 𝜆31, 𝜆′ ≥ 𝜆′11
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verwenden mit konkreten Werten für 𝜆11, 𝜆12, 𝜆21, 𝜆31 und 𝜆′11. Solche Abschätzungen sind
äquivalent zu nullstellenfreien Regionen (im Fall von 𝜆1) oder fast nullstellenfreier Regionen (in
den anderen Fällen) der Funktion 𝑃 (𝑠) aus (1).

In [23] haben wir Abschätzungen für 𝜆′ hergeleitet mittels Ungleichungen der Form [23, Lemma
3.1]

𝜆′ ≥ 𝑔2(min(𝜆′, 𝜆2)) (4)

wobei 𝑔2 monoton wachsend in min(𝜆′, 𝜆2) ist. Sobald wir also eine untere Abschätzung für 𝜆′

beweisen, können wir diese wieder in (4) einsetzen und eventuell die untere Abschätzung für 𝜆′

weiter verbessern: Genauer benutzen wir vermöge [23, Table 7] ein größeres 𝜆⋆ in den Berechnungen,
die zu [23, Table 2] führen. Weiterhin benutzen wir 𝜆1 ≥ 0.44 vermöge [23, Theorem 1.2]. Damit
verbessern wir [23, Table 2] zu [24, Tabelle 2’], welche wir weiter unten notieren.

Um darüber hinaus den Beweis der Zulässigkeit von 𝐿 = 5 im Fall von 𝜆1 ∈ [0.68, 0.78] zu
ermöglichen, unterscheiden wir mehrere Fälle in den Berechnungen, die zu [23, Table 9] führen.
Damit erhalten wir [24, Tabelle 9]. Die erhöhte Anzahl der Fälle spiegelt sich in der erhöhten
Anzahl der Zeilen in letzterer Tabelle wieder. Schlussendlich verändern wir die in [23, Table 10]
betrachteten Fälle leicht und reduzieren das 𝛿 = 0.001 zu 𝛿 = 0.0001 in den entsprechenden
Berechnungen. Damit erhalten wir [24, Tabelle 10].

Tabelle 2’. Verbesserte 𝜆′-Abschätzungen.
(𝜒1 oder 𝜌1 komplex)

𝜆1 ≤ 𝜆′ > 𝜆⋆ 𝐶 ≤
0.46 1.85 1.56 0.0797
0.48 1.76 1.45 0.0598
0.50 1.67 1.36 0.0455
0.52 1.59 1.27 0.0332
0.54 1.51 1.19 0.0235
0.56 1.44 1.11 0.0150
0.58 1.36 1.04 0.0084
0.60 1.29 0.97 0.0026
0.62 1.22 0.91 0.0016
0.64 1.15 0.85 0.0010
0.66 1.08 0.79 0.0008
0.68 1.02 0.74 0.0007
0.70 0.96 -
0.72 0.93 -
0.74 0.91 -
0.76 0.89 -
0.78 0.86 -
0.80 0.84 -
0.82 0.83 -
0.827 0.827 -
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Tabelle 9. 𝜆3-Abschätzungen.
(𝜒1 komplex)

𝜆1 ∈ Bedingung 𝜆3 >
[0.62, 0.64] - 0.902
[0.64, 0.66] - 0.898
[0.66, 0.68] - 0.893
[0.68, 0.70] - 0.888
[0.68, 0.70] 𝜆2 ≤ 0.745 1.054
[0.70, 0.71] - 0.886
[0.70, 0.71] 𝜆2 ≤ 0.745 1.048
[0.71, 0.72] - 0.883
[0.71, 0.72] 𝜆2 ≤ 0.75 1.036
[0.72, 0.74] - 0.878
[0.72, 0.74] 𝜆2 ≤ 0.76 1.012
[0.74, 0.78] - 0.868
[0.74, 0.78] 𝜆2 ≤ 0.78 0.996

Tabelle 10. 𝜆3-Abschätzungen
(𝜒1 und 𝜌1 reell)

𝜆1 ∈ 𝜆3 >
[0.44, 0.60] 1.176
[0.60, 0.70] 1.055
[0.70, 0.80] 0.952

4. Verbesserung der Nullstellendichte-Abschätzung für großes 𝜆

Wir beweisen Linniks Theorem ausgehend von einer Ungleichung vom Typ (3), wobei 𝑔1 von den
Nullstellen der Charaktere 𝜒1, 𝜒2, 𝜒3 abhängt. Darüber hinaus hängt 𝑔1 auch von den Nullstellen
aller weiteren Dirichletschen L-Funktionen 𝑚𝑜𝑑 𝑞 ab (siehe [24, (6.31), (6.32)]). Deren Beitrag
kann mit Hilfe von Abschätzungen der Nullstellendichte beschränkt werden, die in ihrer klassischen
Form die maximale Anzahl aller Nullstellen aller Dirichletschen L-Funktionen modulo einem festen
𝑞 beschränken.

Um Linniks Konstante zu verbessern, benutzt Heath-Brown eine angepasste Abschätzung, die
nur eine Nullstelle (jene, deren Realteil am Nähesten zu 𝑠 = 1 ist) für jede Dirichletsche L-Funktion
betrachtet [11, Lemma 11.1]. Um Heath-Browns Abschätzung weiter zu verbessern, benutzen wir
allgemeinere ’Siebgewichte’ 𝜓𝑑 im verwendeten ’Nullstellendetektor’ [24, (3.28)]

1 ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑈<𝑛<𝑋L

(
∑︁
𝑑|𝑛

𝜓𝑑)(
∑︁
𝑑|𝑛

𝜃𝑑)𝜒(𝑛)𝑛−𝜌(𝜒)𝑒−𝑛/𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+𝑂(L −1).

Letztere Abschätzung wird Nullstellendetektor genannt, weil nicht für zu viele, unterschiedliche 𝜌,
diese Ungleichung gültig sein kann. Im Folgenden beschreiben wir kurz unseren Ansatz und das
resultierende Lemma. Für mehr Details verweisen wir auf [24, S3.2, S5.1].

Seien 0 < 𝑢 < 𝑣 < 𝑥 und 𝑈 = 𝑞𝑢, 𝑉 = 𝑞𝑣, 𝑋 = 𝑞𝑥. Der Nullstellendetektor beinhaltet Gewichte
𝜓𝑑 (𝑑 ∈ N), die

𝜓𝑑 = 𝜇(𝑑) (1 ≤ 𝑑 ≤ 𝑈),

𝜓𝑑 = 0 (𝑑 ≥ 𝑉 ),

𝜓𝑑 ≪ 1

erfüllen müssen. Um Linniks Konstante zu verbessern, sind die 𝜓𝑑 so zu wählen, dass∑︁
𝑈<𝑛≤𝑋

(︁∑︁
𝑑|𝑛

𝜓𝑑

)︁2
𝑛−1 (5)

möglichst klein ausfällt. Heath-Brown wählt

𝜓𝑑 = 𝜓𝑈,𝑉
𝑑 :=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜇(𝑑) falls 1 ≤ 𝑑 ≤ 𝑈,

𝜇(𝑑) log(𝑉/𝑑)
log(𝑉/𝑈) falls 𝑈 ≤ 𝑑 ≤ 𝑉,

0 falls 𝑉 ≤ 𝑑,
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was ziemlich optimal wäre, falls 𝑈 = 𝑉 (vergleiche [1]). Da aber 𝑈 < 𝑉 , gibt es hier eventuell die
Möglichkeit die Wahl der 𝜓𝑑 weiter zu optimieren. In der Tat ist dies möglich, indem eine passende
Linearkombination

𝜓𝑑 =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜓
𝑈𝑖−1,𝑈𝑖

𝑑

gewählt wird, mit 𝑀 ∈ N, 𝛼𝑖 ≥ 0,
∑︀𝑀

𝑖=1 𝛼𝑖 = 1 und 𝑈𝑖 = 𝑞𝑢𝑖 für 𝑢𝑖 = 𝑢+ 𝑖 · (𝑣 − 𝑢)/𝑀 .
Für festes 𝑀 wird der Ausdruck (5) durch

𝛼𝑖 :=

⎛⎝ ∑︁
1≤𝑗≤𝑀

𝐶(𝑀) − 𝑖

𝐶(𝑀) − 𝑗

⎞⎠−1

(𝑖 = 1, · · · ,𝑀)

minimiert mit

𝐶(𝑀) :=
1

2
+𝑀

𝑥− 𝑢0
𝑢𝑀 − 𝑢0

.

Je größer wir𝑀 wählen, desto besser die resultierende Abschätzung. Computerberechnungen lassen
vermuten, dass der zusätzliche Gewinn mit wachsendem 𝑀 sehr schnell fällt. Wir wählen später
𝑀 = 10. Mit diesen neuen Gewichten 𝜓𝑑 erhalten wir die folgende Verbesserung von [23, Lemma
3.4] (welches selbst eine Verallgemeinerung von [11, Lemma 11.1] ist).

Lemma 1. Sei 𝑀 ∈ N, 𝜀, 𝑐1, 𝑐2 > 0 und 𝜆0 = 1
3 log log L . Sei

𝑢𝑖 :=
1

3
+ 2𝑐1 +

𝑖 · 𝑐2
𝑀

(𝑖 ∈ {0, . . . ,𝑀})

und

𝑥 :=
2

3
+ 3𝑐1 + 𝑐2.

Sei 𝑤0 : [𝑢0, 𝑥] → R eine stetige Funktion, welche stetig differenzierbar ist bis auf endliche viele
Stellen. Weiterhin erfülle diese Funktion

1 ≪ 𝑤0(𝑡) ≪ 1 und 𝑤′
0(𝑡) ≪ 1

mit gewissen absoluten impliziten Konstanten. Dann gibt es ein 𝑞0, welches von allen gewählten
Konstanten abhängt, so dass für 𝑞 ≥ 𝑞0

∑︁
1≤𝑘≤𝑁(𝜆0)

(︂∫︁ 𝑥

𝑢0

𝑤0(𝑡)
2𝑒2𝜆

(𝑘)𝑡 𝑑𝑡

)︂−1

≤ 𝑀2 + 𝜀

𝑐1𝑐22

𝑀∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖

∫︁ 𝑥

𝑢𝑖−1

𝑤0(𝑡)
−2 min{𝑡− 𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1} 𝑑𝑡.

Speziell erhalten wir für 𝑤0(𝑡) ≡ 1, 𝑐1 = 1
10 , 𝑐2 = 1

4 und 𝑀 = 10, dass für 𝑞 ≥ 𝑞0 und 𝜆 ≤ 𝜆0

𝑁(𝜆) ≤ 10.98

𝜆
(𝑒

73𝜆
30 − 𝑒

16𝜆
15 ).

5. Verbesserung der Nullstellendichte-Abschätzung für kleine 𝜆

Um Linniks Konstante zu verbessern, müssen wir eine Summe über Nullstellen (vergleiche (14))∑︁
𝑐1<𝜆(𝑘)≤𝑐2

𝑔3(𝜆
(𝑘))
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nach oben abschätzen, wobei 𝑔3 eine monoton fallende Funktion ist. Lemma 1 liefert eine
Abschätzung ∑︁

𝑐1<𝜆(𝑘)≤𝑐2

𝑔4(𝜆
(𝑘)) ≤ 𝐶

für eine fallende Funkiton 𝑔4, womit∑︁
𝑐1<𝜆(𝑘)≤𝑐2

𝑔3(𝜆
(𝑘)) ≤ 𝐶 · sup

𝑡

𝑔3(𝑡)

𝑔4(𝑡)
.

Eine Alternative zu letzterer Vorgehensweise ist wie folgt: Haben wir hinreichend gute Abschätzun-
gen 𝑁(𝜆) ≤ 𝑁0(𝜆), dann kann die folgende Abschätzung besser sein (setze 𝛿 = (𝑐2 − 𝑐1)/10):

∑︁
𝑐1<𝜆(𝑘)≤𝑐2

𝑔3(𝜆
(𝑘)) ≤

9∑︁
𝑗≥0

(𝑁(𝑐1 + (𝑗 + 1)𝛿) −𝑁(𝑐1 + 𝑗𝛿))𝑔3(𝑐1 + 𝑗𝛿)

≤ 𝑁0(𝑐1) · 𝑔3(𝑐1) +
9∑︁

𝑗≥0

(𝑁0(𝑐1 + (𝑗 + 1)𝛿) −𝑁0(𝑐1 + 𝑗𝛿))𝑔3(𝑐1 + 𝑗𝛿).

Heath-Brown leitet Abschätzungen 𝑁(𝜆) ≤ 𝑁0(𝜆) her [11, Lemma 12.1], welche für kleine 𝜆
(ungefähr 𝜆 ≤ 1.3) bessere Resultate liefern als Lemma 1. Wir haben Heath-Browns Lemma in
[23, Lemma 3.5] leicht verallgemeinert. Darüber hinaus setzen wir jetzt Verbesserungspotential 2
ein (vergleiche [11, S.332]) und führen eine weitere Verallgemeinerung ein, um unsere späteren
Berechnungen durch mehrere Fallunterscheidungen weiter zu optimieren. Es folgt [24, Lemma 5.3],
welches wir hier notieren:

Lemma 2. Seien 𝐵1, 𝐷1 nicht-negative, ganze Zahlen. Seien 𝑏, 𝑑, 𝜆 und 𝜆⋆ positive Zahlen,
𝐶 ≥ 0, 𝜆12 ∈ (0,∞] und 𝑓 eine Funktion, die Bedingungen 1 und 2 aus [11, S. 280, 286] erfüllt.
Sei 𝐹 die Laplace-Transformierte von 𝑓 und setze

𝑚(𝜒1) :=

⎧⎨⎩
0 falls 𝜆12 ≥ 𝑏,
1 falls 𝜆12 ≤ 𝑏 und 𝜒1 reell,
2 falls 𝜆12 ≤ 𝑏 und 𝜒1 komplex,

𝐸(𝜒1) :=

{︂
1 falls 𝜒1 reell und 𝜌1 komplex,
0 sonst

und

𝑎0 := −𝐷1𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) + (𝐷1 −𝐵1)𝐹 (𝑑− 𝜆⋆)

+ (𝐵1 −𝑚(𝜒1))𝐹 (𝑏− 𝜆⋆) +𝑚(𝜒1)𝐹 (𝜆12 − 𝜆⋆) − 𝐸(𝜒1) · 𝐶,

𝑎1 :=𝐹 (−𝜆⋆)𝑓(0)

6
−
(︂
𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) − 𝑓(0)

6

)︂2

,

𝑎2 :=𝐹 (−𝜆⋆)
(︂
𝐹 (−𝜆⋆) − 𝑓(0)

6
+ 2𝐶

)︂
− 2𝑎0

(︂
𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) − 𝑓(0)

6

)︂
,

𝑎3 := − 𝑎20 − 2𝐶 · 𝐹 (−𝜆⋆).

Angenommen die benutzten Parameter erfüllen

𝜆⋆ ≤ 𝑏 ≤ 𝑑 ≤ 𝜆 ≤ 2, 𝜆1 ≤ 𝜆12, 𝜆⋆ ≤ min{𝜆′, 𝜆2}, 𝑎1 < 0,
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𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) >
𝑓(0)

6
+ 𝐸(𝜒1) · 𝐶,

𝐶 ≥ sup
𝑡∈R

{−ℜ{𝐹 (𝜆1 − 𝜆⋆ + 𝑖𝑡)}},

𝐵1 ≤ 𝑁(𝑏), 𝐷1 ≤ 𝑁(𝑑).

Dann haben wir für 𝑞 ≥ 𝑞0

𝑁(𝜆) ≤ max

{︃
0,
[︁𝑎2 +

√︀
|𝑎22 − 4𝑎1𝑎3|
−2𝑎1

]︁}︃
. (6)

Proof. Wir führen den Beweis analog zum Beweis von [11, Lemma 12.1]. Sei 𝑙 = 𝑙(𝑞) ∈ [1,L ]
die Zahl aus [11, Lemma 6.1] und

𝑁 := ̃︀𝑁(𝜆) := #{𝜒 | 𝜒( mod 𝑞), 𝐿(𝑠, 𝜒) hat eine Nullstelle in 𝜎 ≥ 1 − L −1𝜆, |𝑡| ≤ 𝑙}.

Seien 𝜒(1), . . ., 𝜒(𝑁) die verschiedenen Charaktere aus der Definition von 𝑁 . Wähle zu jedem
Charakter 𝜒(𝑗) eine entsprechende Nullstelle 𝜌(𝑗) von 𝐿(𝑠, 𝜒(𝑗)) mit

𝜎 ≥ 1 − L −1𝜆, |𝑡| ≤ 𝑙.

Für 𝜒(𝑗) = 𝜒1 wählen wir die Nullstelle 𝜌1 und, falls 𝜒1 komplex ist, so wählen wir für 𝜒(𝑗′) = 𝜒1

die Nullstelle 𝜌1.
Wir erinnern daran, dass die Laplace-Transformierte 𝐹 monoton fallend ist. Da 𝑏 ≤ 𝑑 ≤ 𝜆, folgt

𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) ≤ 𝐹 (𝑑− 𝜆⋆) ≤ 𝐹 (𝑏− 𝜆⋆).

Mit 𝜆1 ≤ 𝜆12, 𝐵1 ≤ 𝑁(𝑏), 𝐷1 ≤ 𝑁(𝑑) folgt

(𝑁 −𝐷1)𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) + (𝐷1 −𝐵1)𝐹 (𝑑− 𝜆⋆)

+ (𝐵1 −𝑚(𝜒1))𝐹 (𝑏− 𝜆⋆) +𝑚(𝜒1)𝐹 (𝜆12 − 𝜆⋆) −𝑁(
𝑓(0)

6
+ 𝜀) − 𝐸(𝜒1) · 𝐶 (7)

≤(𝑁 − max{𝐷1, 𝐵1,𝑚(𝜒1)})𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) + (max{𝐷1, 𝐵1,𝑚(𝜒1)} − max{𝐵1,𝑚(𝜒1)})𝐹 (𝑑− 𝜆⋆)

+ (max{𝐵1,𝑚(𝜒1)} −𝑚(𝜒1))𝐹 (𝑏− 𝜆⋆) +𝑚(𝜒1)𝐹 (𝜆12 − 𝜆⋆) −𝑁(
𝑓(0)

6
+ 𝜀) − 𝐸(𝜒1) · 𝐶.

Da 𝐹 monoton fallend ist, ist Letzteres

≤
∑︁
𝑗≤𝑁

𝐹 (𝜆(𝑗) − 𝜆⋆) −𝑁(
𝑓(0)

6
+ 𝜀) − 𝐸(𝜒1) · 𝐶. (8)

Sei

𝐾(𝑠, 𝜒) :=
∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)ℜ
{︂
𝜒(𝑛)

𝑛𝑠

}︂
𝑓(L −1 log 𝑛).

Vermöge [23, Lemma 2.1] mit 𝛽⋆ = 1 − L −1𝜆⋆ folgt

𝐾(𝛽⋆ + 𝑖𝛾(𝑗), 𝜒(𝑗)) ≤

⎧⎨⎩ −L𝐹 (𝜆(𝑗) − 𝜆⋆) + L · 𝐸(𝜒1) · 𝐶 + L
(︁
𝑓(0)
6 + 𝜀

)︁
falls 𝜒(𝑗) = 𝜒1,

−L𝐹 (𝜆(𝑗) − 𝜆⋆) + L
(︁
𝑓(0)
6 + 𝜀

)︁
sonst.
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Also ist (8)

≤ L −1
∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)𝑛−𝛽⋆
𝑓(L −1 log 𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑗≤𝑁

𝜒(𝑗)(𝑛)

𝑛𝑖𝛾
(𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (9)

Kombiniert man (7) - (9) und benutzt man Cauchys Ungleichung, so erhält man

L 2
(︁

(𝑁 −𝐷1)𝐹 (𝜆− 𝜆⋆) + (𝐷1 −𝐵1)𝐹 (𝑑− 𝜆⋆) + (𝐵1 −𝑚(𝜒1))𝐹 (𝑏− 𝜆⋆)

+𝑚(𝜒1)𝐹 (𝜆12 − 𝜆⋆) −𝑁(
𝑓(0)

6
+ 𝜀) − 𝐸(𝜒1) · 𝐶

)︁2
≤ Σ1Σ2 (10)

wobei

Σ1 :=

∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)𝜒0(𝑛)𝑛−𝛽⋆
𝑓(L −1 log 𝑛) = 𝐾(𝛽⋆, 𝜒0)

und

Σ2 =

∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)𝑛−𝛽⋆
𝑓(L −1 log 𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑗≤𝑁

𝜒(𝑗)(𝑛)

𝑛𝑖𝛾
(𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

=
∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)𝑛−𝛽⋆
𝑓(L −1 log 𝑛)

∑︁
𝑗,𝑘≤𝑁

𝜒(𝑗)(𝑛)

𝑛𝑖𝛾
(𝑗)

𝜒(𝑘)(𝑛)

𝑛−𝑖𝛾(𝑘)

=
∑︁

𝑗,𝑘≤𝑁

𝐾(𝛽⋆ + 𝑖(𝛾(𝑗) − 𝛾(𝑘)), 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘)).

Für Σ1 und die 𝑁 Terme in Σ2 mit 𝑗 = 𝑘 haben wir gemäß [11, Lemma 5.3]

𝐾(𝛽⋆, 𝜒0) ≤ L (𝐹 (−𝜆⋆) + 𝜀). (11)

Wir benutzen [23, Lemma 2.1] für die verbleibenden Terme. Wir müssen zuerst die Anzahl der
Elemente in der Menge

{(𝑗, 𝑘) ∈ N2 | 1 ≤ 𝑗 ̸= 𝑘 ≤ 𝑁, 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘) ∈ {𝜒1, 𝜒1}} (12)

abschätzen. Gemäß der Definitionen tauchen 𝜒1 und 𝜒1 beide innerhalb der 𝑁 Charaktere 𝜒(𝑗) auf.
Außerdem haben wir

𝜒(𝑗)𝜒(𝑘1) = 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘2) =⇒ 𝑘1 = 𝑘2.

Wähle nun ein festes 𝑗.
Fall 1: 𝜒1 ist reell.

Fall 1.1: 𝜒(𝑗) = 𝜒1. Dann ist 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘) /∈ {𝜒1, 𝜒1} für jedes 𝑘 ̸= 𝑗.
Fall 1.2: 𝜒(𝑗) ̸= 𝜒1. Dann ist 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘) ∈ {𝜒1, 𝜒1} = {𝜒1} für maximal ein 𝑘 ̸= 𝑗.
Wenn also 𝜒1 reell ist, dann gibt es maximal (wir können 𝑁 ≥ 1 annehmen)

𝑁 − 1 ≤ 2𝑁 − 2

Elemente in (12).
Fall 2: 𝜒1 ist komplex.

Fall 2.1: 𝜒(𝑗) = 𝜒1 oder 𝜒(𝑗) = 𝜒1. Dann ist 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘) ∈ {𝜒1, 𝜒1} für maximal ein 𝑘 ̸= 𝑗.
Fall 2.2: 𝜒(𝑗) ̸= 𝜒1, 𝜒1. Dann ist 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘) ∈ {𝜒1, 𝜒1} für maximal zwei 𝑘 ̸= 𝑗.
Wenn also 𝜒1 komplex ist, so gibt es maximal

2 · 1 + (𝑁 − 2) · 2 = 2𝑁 − 2
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Elemente in (12).
Die Menge 𝐴1 = 𝐴1(𝜒) aus [23, Lemma 2.1] erfüllt offensichtlich

𝐴1 ⊆

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∅ falls 𝜒 ̸= 𝜒1, 𝜒1,
{𝜌1} falls 𝜒 = 𝜒1 und 𝜒1 reell, 𝜌1 reell,
{𝜌1, 𝜌1} falls 𝜒 = 𝜒1 und 𝜒1 reell, 𝜌1 komplex,
{𝜌1} falls 𝜒 = 𝜒1 und 𝜒1 komplex,
{𝜌1} falls 𝜒 = 𝜒1 und 𝜒1 komplex.

Mit [24, (3.38)]
sup
𝑡∈R

ℜ(𝐹 (𝜎 + 𝑖𝑡)) ≥ 0

schließen wir∑︁
𝑗,𝑘≤𝑁
𝑗 ̸=𝑘

𝐾(𝛽⋆ + 𝑖(𝛾(𝑗) − 𝛾(𝑘)), 𝜒(𝑗)𝜒(𝑘))

≤ L · (2𝑁 − 2) · sup
𝑡∈R

{−ℜ{𝐹 (𝜆1 − 𝜆⋆ + 𝑖𝑡)}} + L (𝑁2 −𝑁)(
𝑓(0)

6
+ 𝜀). (13)

Das Lemma folgt nach der Wahl eines hinreichend kleinen 𝜀 > 0 (beachte, dass 𝑓 und 𝐹 beschränkt
sind, genauso wie 𝑁 gemäß wohlbekannten Nullstellendichte-Abschätzungen) aus (10), (11), (13)
und dem Lösen der sich ergebenden quadratischen Ungleichung. 2

Mit 𝐵1 = 𝐷1 = 0, 𝜆12 = ∞, 𝜆⋆ = 𝜆1 und 𝐶 = 0 folgt das Ausgangslemma von Heath-Brown
[11, Lemma 12.1].

6. Beweis von Theorem 1

Um Linniks Theorem zu beweisen, betrachtet Heath-Brown [11, S.323]

Σ :=
∑︁

𝑝≡𝑎( mod 𝑞)

log 𝑝

𝑝
ℎ(L −1 log 𝑝),

wobei

ℎ(𝑡) := ℎ𝐿,𝐾(𝑡) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 falls 𝑡 ≤ 𝐿− 2𝐾,
𝑡− (𝐿− 2𝐾) falls 𝐿− 2𝐾 ≤ 𝑡 ≤ 𝐿−𝐾,
𝐿− 𝑡 falls 𝐿−𝐾 ≤ 𝑡 ≤ 𝐿,
0 falls 𝑡 ≥ 𝐿,

für gewisse positive Konstanten 𝐿, 𝐾. Wir optimieren diesen Ansatz, indem wir ℎ𝐿,𝐾 durch eine
passende Linearkombination

∑︀
𝑖 𝛼𝑖ℎ𝐿𝑖,𝐾𝑖 ersetzen. Die Parameter 𝛼𝑖, 𝐿𝑖, 𝐾𝑖 müssen sorgfältig

gewählt werden, damit der Beweis geführt werden kann. Für Details zur Herleitung unserer Wahl
der Parameter verweisen wir auf [24, S3.4, S6.1, S6.2].

Für 𝐿 = 5 und 𝛽1 ≥ 0, 𝛽2 ≥ 0, 𝐾 < 1/3 wählen wir

ℎ(𝑡) := ℎ𝐿,𝐾(𝑡) + 𝛽21ℎ𝐿−2𝐾,𝐾(𝑡) + 𝛽22ℎ𝐿−4𝐾,𝐾(𝑡)

+ 2𝛽1ℎ𝐿−𝐾,𝐾(𝑡) + 2𝛽2ℎ𝐿−2𝐾,𝐾(𝑡) + 2𝛽1𝛽2ℎ𝐿−3𝐾,𝐾(𝑡).

Die Laplace-Transformierte von ℎ(𝑡) ist gegeben durch

𝐻(𝑧) =

⎧⎨⎩ 𝑒−(𝐿−2𝐾)𝑧
(︀
𝑧−1(1 + 𝛽1𝑒

𝐾𝑧 + 𝛽2𝑒
2𝐾𝑧)(1 − 𝑒−𝐾𝑧)

)︀2
falls 𝑧 ̸= 0,

𝐾2(1 + 𝛽1 + 𝛽2)
2 falls 𝑧 = 0.
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Es folgt (wir lassen die nicht-trivialen Details aus) für festes 𝜀 > 0 und 𝐶0 = 𝐶0(𝜀), 𝑞 ≥ 𝑞0 = 𝑞0(𝜀):

Σ ≥ L

𝜙(𝑞)

⎛⎝𝐻(0) −
∑︁
𝜒 ̸=𝜒0

∑︁
𝜌∈𝑅0

|𝐻((1 − 𝜌)L )| − 𝜀

⎞⎠
wobei

𝑅0 := {𝜎 + 𝑖𝑡 ∈ C | 1 − L −1𝐶0 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ L −1𝐶0}.

Wir können die Summe über alle Nullstellen abschätzen, indem wir nur jene Nullstelle für jede
Funktion 𝐿(𝑠, 𝜒) betrachten, die den kleinsten Abstand zu 𝑠 = 1 hat:

𝐻(0)−1
∑︁
𝜒 ̸=𝜒0

∑︁
𝜌∈𝑅0

|𝐻((1 − 𝜌)L )| ≤
∑︁
𝑘

𝑒−(𝐿−6𝐾)𝜆(𝑘)
𝐵(𝜆(𝑘)) − 𝑛(𝜒1)𝐴(𝜒1) + 𝜀, (14)

wobei

𝐵(𝜆) := 𝐻(0)−1

(︂
𝐹 𝜆
1 (−𝜆) +

𝑓𝜆1 (0)

6

)︂
,

𝑓𝐶1 (𝑡) :=

{︂ −1
𝜆 sinh(|𝐶| − 𝑡)𝜆 falls 0 ≤ 𝑡 ≤ |𝐶|,

0 falls 𝑡 ≥ |𝐶|,

𝐹𝐶
1 (𝑧) :=

(𝑧 − 𝜆)𝑒|𝐶|𝜆 − (𝑧 + 𝜆)𝑒−|𝐶|𝜆 + 2𝜆𝑒−|𝐶|𝑧

2𝜆(𝜆2 − 𝑧2)
,

𝐴(𝜒1) :=

{︃
max{0, (𝑒−(𝐿−6𝐾)𝜆1 − 𝑒−(𝐿−6𝐾)𝜆′

)(𝐵(𝜆1) − 𝛼(𝜒1)𝐻2(𝜆1)
𝐻(0) )} falls 𝜌1 ∈ 𝑅0,

0 sonst,

𝐻2(𝑧) := 𝑒(𝐿−2𝐾−2𝐾2)𝑧𝐻(𝑧),

𝛼(𝜒1) :=

{︂
2 falls 𝜒1 reell und 𝜌1 komplex,
1 sonst,

𝑛(𝜒1) =

{︂
2 falls 𝜒1 komplex,
1 falls 𝜒1 reell.

Für den Beweis von Theorem 1 verbleibt zu Zeigen, dass für 𝐿 = 5 die rechte Seite von (14)
echt kleiner als 1 ist. Für 𝜆1 < 0.348 haben wir bereits Linniks Theorem mit 𝐿 = 4.9 gemäß [11,
Lemma 14.2]. Wir können also 𝜆1 ≥ 0.348 annehmen.

Wir unterscheiden die Fälle 𝜒1 reell oder komplex, 𝜌1 reell oder komplex und unterteilen den
Beweis außerdem in verschiedene Fälle (vergleiche [24, §6]):

𝜆1 ∈ [0.348, 0.44], [0.44, 0.58], · · · , [0.78, 0.82], [0.82,∞).
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Wir wählen 𝐿 = 5, 𝐾 = 0.13, 𝛽1 = 0.65, 𝛽2 = 0.33 und schätzen die rechte Seite von (14) wie folgt
ab:

Der Beitrag der Nullstellen 𝜌1, 𝜌′ und 𝜌2 (sowie deren entsprechenden, eventuell existierenden,
komplex konjugierten Nullstellen) wird abgeschätzt durch die Tabellen in [23] und [11], welche
Abschätzungen der Form

𝜆1 ∈ [𝜆11, 𝜆12] =⇒ 𝜆′ ≥ 𝜆′11, 𝜆2 ≥ 𝜆21

beinhalten.

Der Beitrag der Nullstellen mit großem 𝜆(= 𝜆(𝑘)), sagen wir

𝜆 ≥ Λ := 1.11 + 0.35 · 𝜆⋆ ≈ 1.3

mit 𝜆⋆ := min{𝜆′11, 𝜆21}, wird abgeschätzt mit Hilfe von Lemma 1. Dabei wählen wir die Parameter
𝑐1 = 0.11, 𝑐2 = 0.27, 𝑀 = 10, 𝜃 = 1.15 und

𝑤0(𝑡) := 𝑒−
𝜃
2
𝑡 min{𝑡− 𝑢+ 10−7, 𝑣 − 𝑢+ 10−7}

1
4 .

Sei 𝜆31 ≤ 𝜆3 gemäß Tabellen 9 und 10. Für die verbleibenden Nullstellen, also jene mit

𝜆31 ≤ 𝜆 ≤ Λ (15)

benutzen wir Lemma 2, wobei 𝑓 aus (2) gewählt wird mit

𝛾 = 1.62 − 0.55𝜆⋆

und

𝑏 =𝜆31 +
Λ − 𝜆31

3
− 0.01,

𝑑 =𝜆31 + 2 · Λ − 𝜆31
3

− 0.01.

Hier führen wir eine weitere Fallunterscheidung ein: Für zwei nicht-negative ganze Zahlen 𝐵1, 𝐷1

und einem 𝜆 > 0, sei
𝑁0(𝜆;𝐵1, 𝐷1)

die resultierende obere Abschätzung aus (6). Wir benutzen die Symbole ∧ für ‘logisches UND’, ∨
für ‘logisches ODER’, sowie

𝑁𝑏 := 𝑁0(𝑏; 0, 0).

Dann teilen wir den Ausgangsfall in die folgenden Fälle ein:(︁
𝑁(𝑏) ∈ [0, 4] ∧

(︀
𝑁(𝑑) ∈ [0, 4] ∨ 𝑁(𝑑) = 5 ∨ . . . ∨ 𝑁(𝑑) = 𝑁0(𝑑; 0, 0)

)︀)︁
∨
(︁
𝑁(𝑏) = 5 ∧

(︀
𝑁(𝑑) = 5 ∨ 𝑁(𝑑) = 6 ∨ . . . ∨ 𝑁(𝑑) = 𝑁0(𝑑; 5, 0)

)︀)︁
...

∨
(︁
𝑁(𝑏) = 𝑁𝑏 ∧

(︀
𝑁(𝑑) = 𝑁𝑏 ∨ 𝑁(𝑑) = 𝑁𝑏 + 1 ∨ . . . ∨ 𝑁(𝑑) = 𝑁0(𝑑;𝑁𝑏, 0)

)︀)︁
.



Linniks Konstante ist kleiner als 5 93

Wir haben also unsere Ausgangssituation in

(𝑁0(𝑑; 0, 0) − 3) + (𝑁0(𝑑; 5, 0) − 4) + . . .+ (𝑁0(𝑑;𝑁𝑏, 0) −𝑁𝑏 + 1)

verschiedene Fälle aufgeteilt. Jeder Fall wird durch das Tupel (𝐵1, 𝐵2, 𝐷1, 𝐷2) ∈ N4
0 charakterisiert,

wobei
𝐵1 ≤ 𝑁(𝑏) ≤ 𝐵2 und 𝐷1 ≤ 𝑁(𝑑) ≤ 𝐷2

(wir haben meist 𝐵1 = 𝐵2 und 𝐷1 = 𝐷2). Für jedes Tupel benutzen wir die obere Abschätzung

𝑁(𝜆) ≤ 𝑁0(𝜆) :=

⎧⎨⎩
min{𝐵2, 𝑁0(𝜆; 0, 0)} falls 𝜆 ≤ 𝑏,
min{𝐷2, 𝑁0(𝜆;𝐵1, 0)} falls 𝑏 < 𝜆 ≤ 𝑑,
𝑁0(𝜆;𝐵1, 𝐷1) falls 𝑑 < 𝜆.

Damit schätzen wir den Anteil der Nullstellen in (15) ab.
Mit Hilfe aller oben genannten Abschätzungen, und in allen betrachteten Fällen, berechnen

wir, dass die rechte Seite von (14) kleiner als 1 ist. Es folgt Theorem 1. Wir haben viele Details
ausgelassen, für die wir auf [24, S6] verweisen.
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