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1. Einfiihrung
Seien a und q zwei teilerfremde, positive, ganze Zahlen und
P(a,q) := min{p = a( mod q) | p Primzahl}.

In 1944 bewies Y. Linnik [15, 16]
P(a,q) < Cq"

mit effektiv berechenbaren, positiven Konstanten C' und L. Dies wird als Linniks Theorem und L
als Linniks Konstante bezeichnet. Wir verweisen auf [12, §18], [11, S.265-270] und [24, §2.2] fiir eine
weitergehende Einfiihrung und Motivation. Mehrere Autoren haben zuldssige Werte fiir L bewiesen:

Tabelle 1. Zulissige Werte fiir L

L Jahr  Autor Verweis
10000 1957 Pan [18]
5448 1958 Pan [19]
T 1965 Chen [2]

630 1971 Jutila [20, S.370]
550 1970 Jutila [13]

168 1977  Chen [3]

80 1977 Jutila [14]

36 1977  Graham (8]

20 1981 Graham [10]

17 1979 Chen [4]

16 1986 Wang [21]
13.5 1989 Chen und Liu [5]

11.5 1991 Chen und Liu [6]

8 1991 Wang [22]

55 1992 Heath-Brown [11]
518 2011 Xylouris [23]

5 2011 Xylouris [24]

In [23] verwenden wir mehrere Verbesserungspotentiale, die Heath-Brown in [11, S.332f]
beschreibt und beweisen Linniks Theorem mit L = 5.18. Unsere Arbeit [24] beinhaltet [23], sowie
vier weitere technische Verbesserungen:

e Kleinere Anpassungen bei der Herleitung (fast) nullstellenfreier Regionen (§3 der vorliegenden
Arbeit)

e Verwendung allgemeinerer Siebgewichte in einem Nullstellendetektor - es folgen bessere
Abschétzungen der Nullstellendichte fiir Nullstellen weit weg von s = 1 (§4)

e Verallgemeinerung und Optimierung von Abschitzungen der Nullstellendichte fiir Nullstellen
nahe s =1 (§5)

e Verwendung einer allgemeineren Gewichtsfunktion in jener expliziten Formel, die Ausgangs-
punkt fiir unseren Beweis von Linniks Theorem ist (§6)

Die vorliegende Arbeit ist eine Zusammenfassung dieser vier technischen Verbesserun-
gen aus [24]. Unser Hauptresultat lautet:

THEOREM 1. Seien a und q zwei teilerfremde, positive, ganze Zahlen. Dann ist
P(a,q) < Cq°

mit einer effektiv berechenbaren Konstanten C.



82 T. Xylouris

Genauer erhalten wir anstelle von 5 einen Wert, der geringfiigig kleiner als 5 ist. Wenn wir unsere
Computerberechnungen stark erweitern wiirden, dann vermuten wir, dass wir Linniks Theorem mit
L = 4.96 beweisen konnten. Weiterhin erhalten wir nicht nur die Existenz einer Primzahl, sondern
von ¢>2! Primzahlen, welche kleiner als ¢° sind fiir ¢ gro genug [24, Lemma 6.2]. Ahnliche Aussagen
folgen auch aus anderen Arbeiten zu Linniks Theorem.

Ausgangspunkt fiir den Beweis von Theorem 1 ist eine explizite Formel, welche die Primzahlen
in arithmetischen Progressionen mit den Nullstellen Dirichletscher L-Funktionen nahe s = 1 in
Verbindung bringt. Je weniger Dirichletsche L-Funktionen mod ¢ eine Nullstelle nahe s = 1 haben,
und je weiter weg diese potentiellen Nullstellen von s = 1 sind, desto mehr bedingt dies die Existenz
kleiner Primzahlen (< ¢) in einer arithmetischen Progression mod q.

Ahnlich zu [11] verwenden wir Computerberechnungen. Diese haben wir mit der Software Maple
und einem handelsiiblichen Laptop im Jahr 2011 durchgefiihrt.

Ich mochte meinem Doktorvater Prof. Dr. B. Z. Moroz fiir seine konstante Unterstiitzung
eingehend danken.

2. Notation

Fiir ¢ € N={1,2,3,...} bezeichne x einen Dirichlet-Charakter mod ¢, xo den Hauptcharakter
mod q und L(s, x) die zugehorige Dirichletsche L-Funktion. (ord x) bezeichne die Ordnung von x
in der Gruppe der Dirichlet-Charaktere mod ¢, [z] := max{a € Z | a < z} und

Z =loggq.

Fiir den Realteil einer komplexen Zahl z schreiben wir {2z} und fiir den Imaginérteil I{z}. Die
Resultate in dieser Arbeit werden meist fiir ¢ > gg bewiesen, wobei qq eine effektiv berechenbare
Konstante ist.

Um Linniks Konstante zu verbessern, geniigt es die vorhandenen Abschétzungen zur Lage der
Nullstellen Dirichletscher L-Funktionen im Rechteck

loglog &
3.7
zu verbessern. Dabei ist [ < .Z/10 die positive Zahl aus [11, Lemma 6.1]. Diese Wahl fiir [

garantiert, dass es keine Nullstellen leicht oberhalb oder unterhalb von R gibt, was die Berechnungen
vereinfacht. Fiir ein festes ¢ betrachten wir alle Nullstellen p € R von

P(s):== [[ Ls,x) (1)

x (mod q)
XFX0

R::R(l)::{a—i—itE(C\l— <o<1, \t\gl}

Sei p1 eine Nullstelle von P(s) in R, fir die R{p1} maximal ist und sei yx; ein Charakter mit
L(p1,x1) = 0. Wir fithren diesen Prozess weiter, indem wir im k’ten Schritt (k > 2) die Nullstellen
p € R von
P(s)
L(s,x1)L(s,x1) * -+ L(8, Xk—1)L(8, Xx—1)

betrachten und eine Nullstelle p; wihlen mit maximalem Realteil und ein xx mit L(pg, xx) = 0.
Wir fiithren dies weiter fort bis im betrachteten Produkt keine weiteren Dirichletschen L-Funktionen
auftauchen. Es ist

Xi 7 X5, X5 fir  i# .
Wir setzen
Pk =Be+im Be=1—-2L""N =L

Wir benennen noch eine weitere, potentielle Nullstelle p’ von L(s, x1) wie folgt:
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1. Wenn p; eine mehrfache Nullstelle ist, dann wihle p’ = p;.

2. Wenn y;i reell und p; komplex ist, dann wihle p’ aus den Nullstellen in R\{p1,p1}, so dass
R{p'} maximal ist.

3. Ansonsten wéhle p’ aus den Nullstellen in R\{p1}, so dass R{p'} maximal ist.
Analog zu vorher schreiben wir
p=p+iy, B=1-2"'N, =271

Fiir Abschétzungen zur Nulstellendichte geniigt es nur Nullstellen mit J(p) < 1 zu betrachten.
Wir definieren

N(\) :=#{x (mod q) | x # x0, L(s, x) hat eine Nullstelle in 0 > 1 — 271\, |t| <1}

und bezeichnen die N(\) dazugehorigen Charaktere durch

M @ (N(N)

XX - X .

Zu jedem der N()\) Charaktere y wihlen wir eine Nullstelle p(x) = p®) mit maximalem Realteil
und schreiben
p®) = gk (k) gk = I\,

Wir werden an vielen Stellen die Gewichtsfunktion

ftw—v g(x)g(t — x) do = —35t° + %t?’ — %z‘? - % falls ¢ € [0,27),
ft) = (2)
0 falls t > 2+.

benutzen, sowie ihre Laplace-Transformierte

5 3 <
I?g 271 — %z*‘s +472(1 + e721%) 74

F(z) = +4(—1+ 7277 4 2yze 277) 276 falls z # 0,

il falls = = 0.

Die Funktion f(t) ist nicht-negativ und erfiillt zwei Regularitdtsbedingungen, die in [24, § 3.1.2]
genauer beschrieben werden. Auflerdem ist F'(z) als Laplace-Transformierte einer nicht-negativen
Funktion monoton fallend in z.

3. Kleinere Anpassungen (fast) nullstellenfreier Regionen

Fiir A\; < 0.348 haben wir Linniks Theorem fiir L = 4.9 [11, Lemma 14.2]. Um Theorem 1 fiir
den verbleibenden Fall A\; > 0.348 zu beweisen, benutzen wir eine Ungleichung der Form (vergleiche
[23, (4.10), (4.17), (4.18)])

w(p) > gl(/\l, A9, A3, )\I) (3)

p prim
p=a( mod q)

p<q®
wobei g1 monoton wachsend in A1, Ay, A3 und X ist. Wir miissen zeigen, dass die rechte Seite von

(3) positiv ist. Um diese nach unten abzuschitzen, kénnen wir Abschétzungen der Form (vergleiche
[23, Tabellen 1-10])

A1 € [M1, Ag] = A > M1, A > Aar, Az Az, N> N1
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verwenden mit konkreten Werten fiir A11, A2, A21, A1 und Mj;. Solche Abschitzungen sind
dquivalent zu nullstellenfreien Regionen (im Fall von Aj) oder fast nullstellenfreier Regionen (in
den anderen Féllen) der Funktion P(s) aus (1).
In |23] haben wir Abschiitzungen fiir A hergeleitet mittels Ungleichungen der Form [23, Lemma
3.1]
X' > ga(min(N, A2)) (4)

wobel go monoton wachsend in min(\, \2) ist. Sobald wir also eine untere Abschitzung fiir X
beweisen, konnen wir diese wieder in (4) einsetzen und eventuell die untere Abschitzung fiir N\’
weiter verbessern: Genauer benutzen wir vermoge |23, Table 7] ein gréfieres A* in den Berechnungen,
die zu [23, Table 2] fithren. Weiterhin benutzen wir A\; > 0.44 vermége [23, Theorem 1.2]. Damit
verbessern wir [23, Table 2| zu [24, Tabelle 2’|, welche wir weiter unten notieren.

Um dariiber hinaus den Beweis der Zuldssigkeit von L = 5 im Fall von A\; € [0.68,0.78] zu
ermoglichen, unterscheiden wir mehrere Félle in den Berechnungen, die zu |23, Table 9] fithren.
Damit erhalten wir [24, Tabelle 9]. Die erhohte Anzahl der Félle spiegelt sich in der erhdhten
Anzahl der Zeilen in letzterer Tabelle wieder. Schlussendlich verédndern wir die in [23, Table 10]
betrachteten Fille leicht und reduzieren das § = 0.001 zu § = 0.0001 in den entsprechenden
Berechnungen. Damit erhalten wir [24, Tabelle 10].

Tabelle 2’. Verbesserte \'-Abschitzungen.
(x1 oder p; komplex)

A< N> | A Cc<

0.46 1.85 1.56 0.0797

0.48 1.76 1.45  0.0598

0.50 1.67 | 1.36 0.0455

0.52 1.59 1.27  0.0332

0.54 1.51 1.19 0.0235

0.56 1.44 1.11  0.0150

0.58 1.36 1.04 0.0084

0.60 1.29 | 0.97 0.0026

0.62 1.22 | 091 0.0016

0.64 1.15 | 0.85 0.0010

0.66  1.08 | 0.79 0.0008

0.68 1.02 | 0.74 0.0007

0.70  0.96 -
0.72 093 -
0.74 0091 -
0.76  0.89 -
0.78  0.86 -
0.80 0.84 -
0.82 0.83 -

0.827 0.827 -
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Tabelle 9. \3-Abschitzungen.
(x1 komplex)

A1 € Bedingung A3 >

0.62,0.64] - 0.902

[0.64,0.66] - 0.898

[0.66,0.68] - 0.893

0.68,0.70] - 0.888

{832’8;(& _)\2 = 0.745 éggé Tabelle 10. \3-Abschitzungen
(0.70,0.71] A <0.745  1.048 s (Oa uAnd>P1 reell)
0.m.07 0883 041.060] LI76
0.71,0.72] A <075  1.036 [0.44,0.60] 1.
0.72,0.74] - 0.878 [0.60,0.70]  1.055
0.72,0.74] A2 <0.76  1.012 [0.70,0.80]  0.952
[0.74,0.78] - 0.868

[0.74,0.78] X\, <0.78  0.996

4. Verbesserung der Nullstellendichte-Abschitzung fiir grofles A

Wir beweisen Linniks Theorem ausgehend von einer Ungleichung vom Typ (3), wobei g1 von den
Nullstellen der Charaktere x1, x2, x3 abhidngt. Darliber hinaus hingt g; auch von den Nullstellen
aller weiteren Dirichletschen L-Funktionen mod ¢ ab (siehe [24, (6.31), (6.32)]). Deren Beitrag
kann mit Hilfe von Abschitzungen der Nullstellendichte beschrénkt werden, die in ihrer klassischen
Form die maximale Anzahl aller Nullstellen aller Dirichletschen L-Funktionen modulo einem festen
q beschrianken.

Um Linniks Konstante zu verbessern, benutzt Heath-Brown eine angepasste Abschéitzung, die
nur eine Nullstelle (jene, deren Realteil am Nédhesten zu s = 1 ist) fiir jede Dirichletsche L-Funktion
betrachtet [11, Lemma 11.1]. Um Heath-Browns Abschétzung weiter zu verbessern, benutzen wir
allgemeinere 'Siebgewichte’ 14 im verwendeten 'Nullstellendetektor’ [24, (3.28)]

1<l Y (v baxmm WX 1oz,

U<n<X.Z dln dn

Letztere Abschéitzung wird Nullstellendetektor genannt, weil nicht fiir zu viele, unterschiedliche p,
diese Ungleichung giiltig sein kann. Im Folgenden beschreiben wir kurz unseren Ansatz und das
resultierende Lemma. Fiir mehr Details verweisen wir auf [24, §3.2, §5.1].

Seien 0 <u<v<zund U =qg% V =¢q¥, X = ¢*. Der Nullstellendetektor beinhaltet Gewichte
Yq (d € N), die

Ya=pld) (1<d<U),
¢d =0 (d > V)a
Py < 1
erfiillen miissen. Um Linniks Konstante zu verbessern, sind die ¥4 so zu wahlen, dass
2
S (X va) n (5)
U<n<X dn
moglichst klein ausfillt. Heath-Brown wihlt

w(d) falls 1 <d < U,

va =07 =4 pld) B falls U <d <V,

0 falls V < d,
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was ziemlich optimal wire, falls U = V' (vergleiche [1]). Da aber U < V, gibt es hier eventuell die
Méglichkeit die Wahl der ¢4 weiter zu optimieren. In der Tat ist dies mdoglich, indem eine passende
Linearkombination

M
Ui—1,U;
g = § aiwd !
=1

gewdhlt wird, mit M € N, o; > 0, Z o =1lund U; = ¢% fir uy=u+1i-(v—u)/M.
Fiir festes M wird der Ausdruck (5) durch

C(M)—i
Q= Z (i=1,---,M)
G2 CM) =
minimiert mit .
C(M):= T Y/
2 Up — UQ

Je grofler wir M wihlen, desto besser die resultierende Abschétzung. Computerberechnungen lassen
vermuten, dass der zusitzliche Gewinn mit wachsendem M sehr schnell fillt. Wir wihlen spéter
M = 10. Mit diesen neuen Gewichten 14 erhalten wir die folgende Verbesserung von [23, Lemma
3.4] (welches selbst eine Verallgemeinerung von [11, Lemma 11.1] ist).

LEMMA 1. Sei M € N, g, ¢1, ca > 0 und Ay = %loglog,i”, Sei

U; 1=

. M2 (i €{0,...,M})

und

2
- - 3 .
3—|— c1+ co2

Sei wg : [ug,z] — R eine stetige Funktion, welche stetig differenzierbar ist bis auf endliche viele
Stellen. Weiterhin erfille diese Funktion

l<wt) <1l und wi(t) <1

mit gewissen absoluten impliziten Konstanten. Dann gibt es ein qg, welches von allen gewdhlten
Konstanten abhdngt, so dass fir ¢ > qo

> </u: wo(t)2e Mt dt) -1

1<k<N(Xo)

MZ
< te Z / mln{t — Uj—1,Uj — Uj—1 } dE.

6162

Speziell erhalten wir fir wo(t) =1, ¢; = %0’ co = i und M =10, dass fir ¢ > qo und X < X\

10.98 , 73x 16

(630 —615)

N\ <

5. Verbesserung der Nullstellendichte-Abschatzung fiir kleine \

Um Linniks Konstante zu verbessern, miissen wir eine Summe iiber Nullstellen (vergleiche (14))

Z 93()\(k))

c1<A k) <¢o
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nach oben abschitzen, wobei g3 eine monoton fallende Funktion ist. Lemma 1 liefert eine

Abschétzung
> aW)<c

c1<A(F) <eo

fiir eine fallende Funkiton g4, womit

c1 <Ak <¢o

Eine Alternative zu letzterer Vorgehensweise ist wie folgt: Haben wir hinreichend gute Abschétzun-
gen N(A) < Ny(\), dann kann die folgende Abschitzung besser sein (setze § = (ca — ¢1)/10):

9
> aOE) <N (e + (5 + 1)6) — Ner + 56))gs(er + 56)

c1 <A k) <¢o j=>0

9
< No(er) - ga(er) + Y _(No(er + (5 + 1)8) — No(ex + j6))gs(er + 36).
720

Heath-Brown leitet Abschitzungen N(A) < Ny(\) her [11, Lemma 12.1], welche fiir kleine A
(ungefdhr A < 1.3) bessere Resultate liefern als Lemma 1. Wir haben Heath-Browns Lemma in
[23, Lemma 3.5] leicht verallgemeinert. Dariiber hinaus setzen wir jetzt Verbesserungspotential 2
ein (vergleiche [11, S.332|) und fiithren eine weitere Verallgemeinerung ein, um unsere spéteren
Berechnungen durch mehrere Fallunterscheidungen weiter zu optimieren. Es folgt [24, Lemma 5.3],
welches wir hier notieren:

LEMMA 2. Seien By, D1 nicht-negative, ganze Zahlen. Seien b, d, A und \* positive Zahlen,
C >0, A2 € (0,00] und f eine Funktion, die Bedingungen 1 und 2 aus [11, S. 280, 286] erfiillt.
Sei F' die Laplace-Transformierte von [ und setze

0 falls )\12 > b,
m(x1) =< 1 falls \i2 < b und x1 reell,
2 falls M2 < b und x1 komplez,

| 1 falls x1 reell und p1 komplez,
E(x) = { 0 sonst

und

ag = — DlF()\ — A*) + (D1 — Bl)F(d — /\*)
+ (By — mOu)) E(b — X*) £ m(x1)F(Aa — ) — B() - C,

2
ay ::F(—)\*)f(ﬁo) - (F()\ — ) — f(60)) ;

ag :=F(=\") (F(—A*) - f(GO) + 20) — 249 (F(A — ) — fg))> :
az = — a3 —2C - F(—\*).
Angenommen die benutzten Parameter erfillen

M<b<d<A<2, A <A, A <min{\, A}, a; <0,
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FA—=)\*) > fg)) + E(x1) - C,

C > sup{—R{F(\ — \* +it)}},
teR

By < N(b), D; < N(d).

Dann haben wir fiir ¢ > qq

—2(11

N()\) < max {0, [“2 vAC 4“1“3’} } . (6)

PrOOF. Wir fithren den Beweis analog zum Beweis von [11, Lemma 12.1]. Sei [ = I(q) € [1,.Z]
die Zahl aus [11, Lemma 6.1] und

N :=N(\) := #{x | x( mod ¢), L(s, x) hat eine Nullstelle in o > 1 — 27!\, |t| < }.
Seien Y, ..., x™ die verschiedenen Charaktere aus der Definition von N. Wihle zu jedem
Charakter x9) eine entsprechende Nullstelle pU) von L(s, x")) mit

o>1—-271), It] < 1.

Fiir X(j) = x1 wihlen wir die Nullstelle p; und, falls x; komplex ist, so wihlen wir fiir X(j/) =X1
die Nullstelle p7.
Wir erinnern daran, dass die Laplace-Transformierte F' monoton fallend ist. Da b < d < A, folgt

FA=X) < F(d—X) < F(b— ).
Mit /\1 < )\12, Bl < N(b), D1 < N(d) fOlgt
(N = D1)F(A = X) + (Dy — B))F(d — \*)

+ (B1 —=m(x1))F (b= X) +m(x1)F(M2 = A) = N(——= +¢) = E(xa1)- C (7)

<(N —max{Dy, By,m(x1)}) F(A — X*) + (max{D1, By,m(x1)} — max{B1,m(x1)})F(d — \*)

+(max{ B m(u)} ~ mOa)F(b - X) +mOa) Fuz - X) - NI 4 )~ By -0

Da F monoton fallend ist, ist Letzteres

<Y P - —N(®+€) - E(x1) - C. (8)

“ 6
J<N

Sei

K(s,x) = Y _A(n)R {X(”)} f(Z ogn).
n=1

n

Vermége [23, Lemma 2.1 mit f* = 1 — Z~1\* folgt

~LFO\D —\) + 2 E(x1) - C+ % (@ + s) falls x@) = 1,

K(B* +inD @) < .
( 7x) —ZF\0) )+ .2 (@ + 5) sonst.
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Also ist (8)
()
XY (n)

< ¥ IZA P (L togn)

J<N

Kombiniert man (7) - (9) und benutzt man Cauchys Ungleichung, so erhilt man

22((N = D)F(A = X) + (D1 = Bi)F(d = X) + (B1 — m(x1)) F(b— \")

FmOa)F e -3 - N 1)~ Ba)-€) < 315 (10)

wobel

1=y Am)xo(n)n " f(£ ogn) = K (B, xo)

und

X(j)(n

nzfy(])

~—

Yo = ZA n=" f(Z ogn)
J<N
—Z A" £(2 " logn) XV (n) XM (n)

-]7 —

= Y KB +i(y) — 40,y ®),

Jk<N

Fiir ¥; und die N Terme in X3 mit j = k haben wir gemé8 [11, Lemma 5.3]
K (5%, x0) < Z(F(=X") + ). (11)

Wir benutzen [23, Lemma 2.1| fiir die verbleibenden Terme. Wir miissen zuerst die Anzahl der
Elemente in der Menge

{(Gk)eN? | 1<j#k<N, xIx® e {x1,x1}} (12)

abschétzen. GemaB der Definitionen tauchen y; und X7 beide innerhalb der N Charaktere x) auf.
Auflerdem haben wir

X(j)X(k1) — X(j)X(kQ) = k= ko.

Wihle nun ein festes j.
Fall 1: x ist reell. -
Fall 1.1: x) = 1. Dann ist W x®) ¢ {x1, X7} fiir jedes k # j.
Fall 1.2: xU) # y1. Dann ist X(])X k) € {x1,X1} = {x1} fiir maximal ein k # j.
Wenn also i reell ist, dann gibt es maximal (wir kénnen N > 1 annehmen)

N-1<2N -2

Elemente in (12).
Fall 2: y; ist komplex. L
Fall 2.1: X( 7) = x1 oder y\9) =x7. Dann ist xU)x®) e {x1,x1} fiir maximal ein k # ;.
Fall 2.2: Y9 £ v, X7. Dann ist Y& x®) € {x1,x1} fir maximal zwei k # j.
Wenn also x;1 komplex ist, so gibt es maximal

214+ (N—2)-2=2N—2
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Elemente in (12).
Die Menge A; = A1(x) aus |23, Lemma 2.1] erfiillt offensichtlich

0 falls x # x1, X1,
{p1} falls x = x1 und x1 reell, py reell,
Ay C < {p1,p1t falls x = x1 und x; reell, p; komplex,
{p1} falls x = x1 und 1 komplex,
{p1} falls x = x1 und x; komplex.

Mit [24, (3.38)]
?211[3 R(F(oc+1it)) >0

schlieflen wir

D KB +i(yV) =48, xOx®)
J k<N
J#k
0
< Z-(2N =2) -sup{—R{F(\ — \* +it)}} + L(N? - N)(f(6) +e¢). (13)
teR

Das Lemma folgt nach der Wahl eines hinreichend kleinen € > 0 (beachte, dass f und F' beschrankt
sind, genauso wie N gemif wohlbekannten Nullstellendichte-Abschétzungen) aus (10), (11), (13)
und dem Losen der sich ergebenden quadratischen Ungleichung. O

Mit By = D1 =0, A2 = 00, A¥ = A und C = 0 folgt das Ausgangslemma von Heath-Brown
[11, Lemma 12.1].

6. Beweis von Theorem 1

Um Linniks Theorem zu beweisen, betrachtet Heath-Brown [11, S.323]

1
Y= Z ngh(.,?‘1 logp),
p=a( mod q)
wobei
0 falls ¢t < L — 2K,
B ) t—(L-2K) falls L-2K<t<L-K,
h(t) = hep(t) =94 | falls L— K <t <L,
0 falls t > L,

fiir gewisse positive Konstanten L, K. Wir optimieren diesen Ansatz, indem wir hy, g durch eine
passende Linearkombination ), a;hr, i, ersetzen. Die Parameter oy, L;, K; miissen sorgfiltig
gewihlt werden, damit der Beweis gefiihrt werden kann. Fiir Details zur Herleitung unserer Wahl
der Parameter verweisen wir auf [24, §3.4, §6.1, §6.2].

Fiir L =5und 1 >0, B2 > 0, K < 1/3 wihlen wir

h(t) == hp ik (t) + Bihi—ok,k (t) + B3hi—ak k(1)
+2B81hy Kk k() + 26202k K (t) + 261 82h L3k K ().
Die Laplace-Transformierte von h(t) ist gegeben durch
e (L2802 (3711 4 Bref® + Bre?K7) (1 - e*KZ))2 falls z # 0,
H(z) =
Kz(l—l-ﬁl +B2)2 falls z = 0.
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Es folgt (wir lassen die nicht-trivialen Details aus) fiir festes € > 0 und Cy = Cy(g), ¢ > qo = qo(e):

2> 2o n0) - Y Y G- 0)2) -

go(q) X#Xo0 pERo

wobel

Ry:={o+iteC|1-ZL1Co<o<1, |t|<L7'Cy}.

Wir konnen die Summe iiber alle Nullstellen abschétzen, indem wir nur jene Nullstelle fiir jede
Funktion L(s, x) betrachten, die den kleinsten Abstand zu s = 1 hat:

HO) DS, S H(1 - p)2) <Y e TSN BOE) _n(y)A(a) +e, (14)
k

X#X0 PERo

B = 10) (- + 50

(g = SLsinh(|C] - 1) falls 0 < ¢ < |C|,
Lo falls t > |C],
— A)el€ — ~[CIA —[Cl=
FC(2) = (z—Ae (z+ e + 2)e

2A(\2 — 22) ’

Ala) = { max{0, (e~ (L=6F)M _ o=(L=6K)Ny(B()\|) — %)} falls p; € Ry,
0 sonst,

| 2 falls x1 reell und p; komplex,
alx1) = { 1 sonst,

| 2 falls x1 komplex,
n(x) = { 1 falls x7 reell.

Fiir den Beweis von Theorem 1 verbleibt zu Zeigen, dass fiir L = 5 die rechte Seite von (14)
echt kleiner als 1 ist. Fiir A\; < 0.348 haben wir bereits Linniks Theorem mit L = 4.9 gem8 [11,
Lemma 14.2|. Wir kénnen also A\; > 0.348 annehmen.

Wir unterscheiden die Fille x; reell oder komplex, p; reell oder komplex und unterteilen den
Beweis aulerdem in verschiedene Fille (vergleiche [24, §6]):

A1 € [0.348,0.44],[0.44,0.58], - - - ,[0.78,0.82], [0.82, 50).
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Wir wihlen L =5, K =0.13, $1 = 0.65, 82 = 0.33 und schiitzen die rechte Seite von (14) wie folgt
ab:

Der Beitrag der Nullstellen pi, p' und py (sowie deren entsprechenden, eventuell existierenden,
komplex konjugierten Nullstellen) wird abgeschitzt durch die Tabellen in [23] und [11], welche
Abschétzungen der Form

M E M A2) = N 2>Mp, A> Ay

beinhalten.

Der Beitrag der Nullstellen mit groBem (= A(*)), sagen wir
A>A:=1114+035- "~ 1.3

mit A\* := min{\};, A21}, wird abgeschéitzt mit Hilfe von Lemma 1. Dabei wihlen wir die Parameter
c1 =0.11, ¢ =0.27, M =10, 8 = 1.15 und

wo(t) = e~ min{t —u+ 107, v — u + 1077},

Sei Az; < Az geméfl Tabellen 9 und 10. Fiir die verbleibenden Nullstellen, also jene mit
A3t <A< A (15)
benutzen wir Lemma 2, wobei f aus (2) gew#hlt wird mit
v =1.62 — 0.55\*

und

A — A3

b=MX31 + —0.01,

A=\
31 0.01.

d=M31 +2-

Hier fithren wir eine weitere Fallunterscheidung ein: Fiir zwei nicht-negative ganze Zahlen By, D;
und einem A > 0, sei
No(A; Bi, Dn)

die resultierende obere Abschitzung aus (6). Wir benutzen die Symbole A fiir ‘logisches UND’, V
fiir ‘logisches ODER’, sowie
Ny := Ny(b;0,0).

Dann teilen wir den Ausgangsfall in die folgenden Félle ein:
@@Qm] AQWWMQVMWﬂVWVN@:M@mm

v (N(b) =5 A (N(d)=5V N(d) =6V ... v N(d) :No(d;5,o)))

v (N(b) =N, A (N(d)=N, vV N(d)=Ny+1V ... v N(d) :No(d;Nb,O))).
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Wir haben also unsere Ausgangssituation in
(No(d; 0,0) — 3) + (No(d; 5,0) — 4) + ... + (No(d; Np, 0) — Ny + 1)

verschiedene Fille aufgeteilt. Jeder Fall wird durch das Tupel (B, Ba, D1, D) € Né charakterisiert,
wobei
BlgN(b)ng und D1§N(d)§D2

(wir haben meist By = By und D = D3). Fiir jedes Tupel benutzen wir die obere Abschétzung

min{ Bz, Ny(A;0,0)} falls A <,
N(A) < No(A) := < min{Dq, No(A; B1,0)} falls b < A <d,
NO()\; By, Dl) falls d < A.

Damit schitzen wir den Anteil der Nullstellen in (15) ab.

Mit Hilfe aller oben genannten Abschéitzungen, und in allen betrachteten Féllen, berechnen
wir, dass die rechte Seite von (14) kleiner als 1 ist. Es folgt Theorem 1. Wir haben viele Details
ausgelassen, fiir die wir auf [24, §6] verweisen.
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