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Аннотация

Изучение абелевых групп без кручения конечного ранга было начато в работах Л.С.
Понтрягина [1], А.Г. Куроша [2], А.И. Мальцева [3], Д. Дерри [4], Р. Бэра [5], Р. Бьюмонта и
Р. Пирса [6,7]. В частности, Бьюмонт и Пирс в [6] ввели понятие факторно делимой группы
без кручения. Понятие факторно делимой группы было расширено на случай смешанных
групп в работе [8]. В этой же работе [8] было доказано, что категория смешанных факторно
делимых групп с квазигомоморфизмами является двойственной категории групп без кру-
чения конечного ранга также с квазигомоморфизмами. Новая версия категории [8] была
получена в [9, 10]. Категории групп с квазигомоморфизмами были заменены на категории
групп с отмеченными базисами и с обычными гомоморфизмами такими, что их матрицы
относительно отмеченных базисов состоят из целых чисел. Двойственность [8] была также
расширена в статье С. Бреаза и Ф. Шультца [11] на класс самомалых групп. Смешанные
факторно делимые группы, также как и самомалые группы, находятся в настоящее время
в фокусе внимания [12-35].

В данной статье мы доказываем две теоремы об однородных вполне разложимых фак-
торно делимых смешанных группах. В первой теореме мы показываем, что для любого
базиса такой группы существует разложение этой группы в прямую сумму групп ранга 1
такое, что элементы данного базиса сами являются базисами в соответствующих группах
ранга 1. Более того, для любых двух базисов такие разложения изоморфны. Во второй
теореме мы показываем, что любая точная последовательность смешанных факторно де-
лимых групп 0 → 𝐵 → 𝐴 → 𝐶 → 0 расщепляется, если группа 𝐴 является однородной
вполне разложимой. Эта теорема является дуализацией следующего классического ре-
зультата Бэра. Любая сервантная подгруппа однородной вполне разложимой группы без
кручения конечного ранга выделяется прямым слагаемым в этой группе.
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Abstract

L.S. Pontryagin [1], A.G. Kurosh [2], A.I. Mal’cev [3], D. Derry [4], R. Baer [5], R. Beaumont
and R. Pierce [6,7] began research on abelian torsion free groups of finite rank. In particular,
R. Beaumont and R. Pierce [6] introduced the notion of the quotient divisible torsion free
group. The notion of quotient divisible group was extended to the case of mixed groups in the
work [8]. It was also proved in [8] that the category of quotient divisible mixed groups with
quasi-homomorphisms was dual to the category of torsion-free finite-rank groups with quasi-
homomorphisms. A modern version of the duality [8] was obtained in [9, 10]. The categories
of groups with quasi-homomorphisms were replaced by the categories of groups with marked
bases and with usual homomorphisms such that their matrices with respect to the marked bases
consisted of integers. The duality [8] was also extended by S. Breaz and P. Schultz [11] on the
class of self-small groups. The mixed quotient divisible groups as well as the self-small groups
are in the focus of attention now [12-35].

In the present paper we prove two theorems about homogeneous completely decomposable
quotient divisible mixed groups. In the first theorem we show that for every basis of such group
there exists a decomposition of this group into a direct sum of rank-1 groups such that the
elements of the basis are the bases of the corresponding rank-1 groups. Moreover, for every two
bases such decompositions are isomorphic. In the second theorem we show that every exact
sequence of quotient divisible groups 0 → 𝐵 → 𝐴 → 𝐶 → 0 is splitting, if the group 𝐴 is
homogeneous completely decomposable. This theorem is a dual version of the following classic
result by R. Baer. Every pure subgroup of a homogeneous completely decomposable torsion free
group of finite rank is a direct summand of this group.
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1. Введение

Все рассматриваемые группы являются абелевыми. 𝑍,𝑄, ̂︀𝑍𝑝 обозначают соответствен-
но кольца целых, рациональных и целых 𝑝-адических чисел. Кольцо полиадических чисел̂︀𝑍 =

∏︀
𝑝

̂︀𝑍𝑝 - это произведение колец целых 𝑝-адических чисел по всем простым числам 𝑝. 𝑍𝑛 -

кольцо классов вычетов по модулю 𝑛.

Под характеристикой 𝜒 = (𝑚𝑝) понимается любая последовательность целых неотрица-
тельных чисел и символов ∞, занумерованная всеми простыми числами. Для каждой харак-
теристики 𝜒 = (𝑚𝑝) определяется кольцо 𝑍𝜒 =

∏︀
𝑝
𝐾𝑝 как произведение по всем простым

числам 𝑝 колец 𝐾𝑝, где 𝐾𝑝 = 𝑍𝑝𝑚𝑝 при 𝑚𝑝 < ∞ или 𝐾𝑝 = ̂︀𝑍𝑝 при 𝑚𝑝 = ∞ .

Две характеристики называются эквивалентными, если они различаются не более чем для
конечного числа конечных компонент. Класс эквивалентности характеристики называется ти-
пом (Бэра). Классическая теорема Р. Бэра [5] утверждает, что абелевы группы без кручения
ранга 1 с точностью до изоморфизма находятся во взаимно однозначном соответствии с ти-
пами.

Абелева группа 𝐴 называется факторно делимой, если она содержит свободную подгруппу
𝐹 конечного ранга такую, что факторгруппа 𝐴/𝐹 является периодической делимой группой.
При этом сама группа 𝐴 не содержит делимых периодических подгрупп. Свободный базис
группы 𝐹 называется базисом факторно делимой группы 𝐴. Ранг группы 𝐹 называется рангом
факторно делимой группы 𝐴.

Для всякой характеристики 𝜒 = (𝑚𝑝) определим группу 𝑅𝜒 следующим образом. Если ха-
рактеристика 𝜒 относится к ненулевому типу, то группа 𝑅𝜒 состоит из всех элементов 𝑎 ∈ 𝑍𝜒,
для которых существует пара целых чисел 𝑛 ̸= 0 и 𝑚 такая, что 𝑛𝑎 = 𝑚1, где 1 - единица
кольца 𝑍𝜒. Если характеристика 𝜒 относится к нулевому типу, то все ее компоненты равны
нулю кроме конечного числа простых чисел 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘, для которых соответствующие компо-
ненты 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 являются конечными. Тогда характеристике 𝜒 соответствует целое число
𝑛 = 𝑝𝑚1

1 . . . 𝑝𝑚𝑘
𝑘 и мы определяем 𝑅𝜒 = 𝑍𝑛 ⊕ 𝑄. Факторно делимые группы ранга 1 были

описаны О.И. Давыдовой в [12, 13].

Теорема (Давыдова) Все группы вида 𝑅𝜒 являются факторно делимыми группами ранга
1. Любая факторно делимая группа ранга 1 изоморфна группе 𝑅𝜒 для некоторой характери-
стики 𝜒.

Пусть 𝑎 - элемент группы 𝐴. Для каждого простого числа 𝑝 обозначим через 𝑚𝑝 наи-
меньшее целое неотрицательное число, для которого элемент 𝑝𝑚𝑝𝑎 делится в группе 𝐴 на
любую степень числа 𝑝. Если такого числа не существует, то полагаем 𝑚𝑝 = ∞. Мы получаем
характеристику (𝑚𝑝), которая называется кохарактеристикой элемента 𝑎 в группе 𝐴 и обо-
значается 𝑐𝑜𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑎) = (𝑚𝑝). Если 𝑎 - базисный элемент факторно делимой группы 𝐴 ранга
1, то для любого элемента 𝑥 ∈ 𝐴 имеет место неравенство 𝑐𝑜𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑥) ≤ 𝑐𝑜𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑎), в частности
кохаракеристики различных базисных элементов факторно делимой группы ранга 1 одинако-
вы. Кохарактеристикой факторно делимой группы ранга 1 называется кохарактеристика ее
базисного элемента, имеем 𝑐𝑜𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅𝜒) = 𝜒.

Мы понимаем 𝑍-адическое пополнение ̂︀𝐴 группы 𝐴 как обратный предел следующего об-
ратного спектра гомоморфизмов

𝜋𝑚
𝑛 : 𝐴/𝑚𝐴 → 𝐴/𝑛𝐴

для всех пар (𝑚,𝑛) натуральных чисел таких, что число 𝑛 является делителем числа 𝑚.

Здесь 𝜋𝑚
𝑛 (𝑎+𝑚𝐴) = 𝑎 + 𝑛𝐴. Элемент 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, . . .) группы

∞∏︀
𝑛=1

𝐴/𝑛𝐴 называется сетью,

если 𝜋𝑚
𝑛 (𝑎𝑚) = 𝑎𝑛 для любой пары (𝑚,𝑛) натуральных чисел такой, что 𝑛 делит 𝑚. Легко
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видеть, что все сети составляют подгруппу группы
∞∏︀
𝑛=1

𝐴/𝑛𝐴. Эта подгруппа ̂︀𝐴 является об-

ратным пределом данного спектра, то есть 𝑍-адическим пополнением группы 𝐴. Для любого
элемента 𝑎 ∈ 𝐴, последовательность 𝜇 (𝑎) = (𝑎+𝐴, 𝑎+ 2𝐴, 𝑎+ 3𝐴, . . .) является сетью. Таким
образом мы получаем естественный гомоморфизм 𝜇 : 𝐴 → ̂︀𝐴, который мы также называем
𝑍-адическим пополнением группы 𝐴. Заметим, что кольцо полиадических чисел ̂︀𝑍 является
𝑍-адическим пополнением кольца целых чисел 𝑍, а пополнение ̂︀𝐴 любой группы 𝐴 является
также модулем над кольцом ̂︀𝑍. Для всякой характеристики 𝜒 имеем ̂︁𝑅𝜒 = 𝑍𝜒.

Если 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 - элементы модуля 𝑀 над коммутативным кольцом 𝑅, то ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛⟩𝑅
обозначает подмодуль, порожденный данными элементами, ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛⟩ - подгруппа, порож-
денная этими элементами, ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛⟩* - сервантная оболочка этих элементов, которая состо-
ит из таких элементов 𝑎 ∈ 𝑀 , для которых существует целое число 𝑚 ̸= 0, при котором
𝑚𝑎 ∈ ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛⟩.

Все остальные определения и обозначения стандартны и соответствуют книге [36].

2. Основной текст статьи

Определение 1. Факторно делимая группа 𝐴 называется вполне разложимой, если она
раскладывается в прямую сумму факторно делимых групп ранга 1. Если все эти фактор-
но делимые группы ранга 1 изоморфны между собой, то есть определяются одной и той
же кохарактеристикой 𝜒, то группа 𝐴 называется однородной вполне разложимой фактор-
но делимой группой кохарактеристики 𝜒. Таким образом, однородная вполне разложимая
факторно делимая группа 𝐴 ∼=

⨁︀
𝑛
𝑅𝜒 полностью определяется своим рангом 𝑛 и кохаракте-

ристикой 𝜒.

Пусть 𝐴 = 𝐴1 ⊕ . . . ⊕ 𝐴𝑛, где 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 - факторно делимые группы ранга 1, и
𝑎1 ∈ 𝐴1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑛 - базисы этих факторно делимых групп ранга 1. Тогда группа 𝐴 са-
ма является факторно делимой и, очевидным образом, элементы 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 составляют базис
факторно делимой группы 𝐴.

Теорема 1. Пусть 𝐴 - факторно делимая вполне разложимая однородная группа ранга
𝑛 и кохарактеристики 𝜒 = (𝑚𝑝), то есть 𝐴 = 𝐴1 ⊕ 𝐴2 ⊕ . . . ⊕ 𝐴𝑛 и 𝐴1

∼= . . . ∼= 𝐴𝑛
∼= 𝑅𝜒, и

𝑎1 ∈ 𝐴1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑛 - базисы этих факторно делимых групп ранга 1.
Пусть 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 - произвольный базис факторно делимой группы 𝐴, тогда существуют

подгруппы 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛 группы 𝐴, такие что:

1. Группы 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛 являются факторно делимыми группами ранга 1 кохарактери-
стики 𝜒;

2. Элемент 𝑏𝑖 принадлежит группе 𝐵𝑖 и является базисом факторно делимой группы 𝐵𝑖

для любого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛;

3. 𝐴 = 𝐵1 ⊕𝐵2 ⊕ . . .⊕𝐵𝑛.

Доказательство. Рассмотрим 𝑍-адическое пополнение 𝜇 : 𝐴 → ̂︀𝐴 группы 𝐴. Обозначим
𝑎∘ = 𝜇(𝑎) для элементов 𝑎 ∈ 𝐴. ̂︀𝑍-модуль ̂︀𝐴 = ⟨𝑎∘1⟩ ̂︀𝑍 ⊕ . . . ⊕ ⟨𝑎∘𝑛⟩ ̂︀𝑍 = 𝑎∘1𝑍𝜒 ⊕ . . . ⊕ 𝑎∘𝑛𝑍𝜒

является также свободным модулем над кольцом 𝑍𝜒. Из равенства 𝛼1𝑎
∘
1 + . . . + 𝛼𝑛𝑎

∘
𝑛 = 0

следует, что все коэффициенты 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝑍𝜒 равны нулю. В силу этого, отображение

𝑎∘1 ↦→ 𝑏∘1, . . . , 𝑎
∘
𝑛 ↦→ 𝑏∘𝑛 продолжается до 𝑍𝜒-модульного эндоморфизма 𝑓 : ̂︀𝐴 → ̂︀𝐴. Покажем, что

эндоморфизм 𝑓 : ̂︀𝐴 → ̂︀𝐴 является автоморфизмом.
По теореме о вложении (Теорема 3.3 в [15]) ̂︀𝑍-модуль ̂︀𝐴 порождается элементами 𝑏∘1, . . . , 𝑏

∘
𝑛,

так как элементы 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 составляют базис факторно делимой группы 𝐴. Следовательно,
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гомоморфизм 𝑓 : ̂︀𝐴 → ̂︀𝐴 является сюръективным отображением. Осталось доказать его инъ-
ективность.

Заметим, что 𝑍-адическое пополнение любой группы раскладывается в прямое произве-
дение 𝑝-адических пополнений по всем простым числам 𝑝, ̂︀𝐴 =

∏︀
𝑝

̂︀𝐴𝑝. Если обозначить через

𝜀𝑝 ∈ ̂︀𝑍 =
∏︀
𝑞

̂︀𝑍𝑞 полиадический идемпотент, у которого 𝑝-компонента равна единице, а осталь-

ные компоненты равны нулю, то мы получаем ̂︀𝐴𝑝 = 𝜀𝑝 ̂︀𝐴. В нашем случае при характеристи-

ке 𝜒 = (𝑚𝑝) 𝑝-адическое пополнение группы 𝐴 имеет вид ̂︀𝐴𝑝 = 𝜀𝑝𝑎
∘
1𝐾𝑝 ⊕ . . . ⊕ 𝜀𝑝𝑎

∘
𝑛𝐾𝑝, где

𝐾𝑝 = 𝑍𝑝𝑚𝑝 , если 𝑚𝑝 < 0, или 𝐾𝑝 = ̂︀𝑍𝑝, если 𝑚𝑝 = ∞. При этом ̂︀𝐴𝑝 является свободным

𝐾𝑝-модулем со свободным базисом 𝜀𝑝𝑎
∘
1, . . . , 𝜀𝑝𝑎

∘
𝑛. Эндоморфизм 𝑓 : ̂︀𝐴 → ̂︀𝐴 индуцирует эндо-

морфизмы ̂︀𝑍𝑝-адических модулей 𝑓𝑝 : ̂︀𝐴𝑝 → ̂︀𝐴𝑝 для всех простых чисел 𝑝. Так как элементы

𝑏∘1, . . . , 𝑏
∘
𝑛 порождают ̂︀𝑍-модуль ̂︀𝐴, то элементы 𝜀𝑝𝑏

∘
1, . . . , 𝜀𝑝𝑏

∘
𝑛 порождают 𝐾𝑝-модуль ̂︀𝐴𝑝 для

каждого простого числа 𝑝. Поэтому все гомоморфизмы 𝑓𝑝 : ̂︀𝐴𝑝 → ̂︀𝐴𝑝 сюръективны. Рассмот-

рим два случая. В первом случае, 𝑚𝑝 < ∞, сюръективность гомоморфизма 𝑓𝑝 : ̂︀𝐴𝑝 → ̂︀𝐴𝑝

равносильна его инъективности и биективности в силу конечности модуля ̂︀𝐴𝑝. Во втором слу-

чае, 𝑚𝑝 = ∞, сюръективность гомоморфизма 𝑓𝑝 : ̂︀𝐴𝑝 → ̂︀𝐴𝑝 также влечет его инъективность.
Действительно, элементы 𝜀𝑝𝑏

∘
1, . . . , 𝜀𝑝𝑏

∘
𝑛 линейно выражаются с целыми 𝑝-адическими коэф-

фициентами через элементы 𝜀𝑝𝑎
∘
1, . . . , 𝜀𝑝𝑎

∘
𝑛, то есть имеет место матричное равенство

(𝑓(𝜀𝑝𝑎
∘
1), . . . , 𝑓(𝜀𝑝𝑎

∘
𝑛)) = (𝜀𝑝𝑏

∘
1, . . . , 𝜀𝑝𝑏

∘
𝑛) = (𝜀𝑝𝑎

∘
1, . . . , 𝜀𝑝𝑎

∘
𝑛)𝑀𝑝,

где 𝑀𝑝 - некоторая матрица размера 𝑛 × 𝑛 с целыми 𝑝-адическими элементами. Но так как

элементы 𝜀𝑝𝑏
∘
1, . . . , 𝜀𝑝𝑏

∘
𝑛 порождают ̂︀𝑍𝑝-модуль ̂︀𝐴𝑝, то аналогичным образом имеет место мат-

ричное равенство

(𝜀𝑝𝑎
∘
1, . . . , 𝜀𝑝𝑎

∘
𝑛) = (𝜀𝑝𝑏

∘
1, . . . , 𝜀𝑝𝑏

∘
𝑛)𝑁𝑝

для некоторой матрицы 𝑁𝑝 размера 𝑛×𝑛 с целыми 𝑝-адическими элементами. Из этих двух ра-
венств следует равенство (𝜀𝑝𝑎

∘
1, . . . , 𝜀𝑝𝑎

∘
𝑛) = (𝜀𝑝𝑎

∘
1, . . . , 𝜀𝑝𝑎

∘
𝑛)𝑀𝑝𝑁𝑝, которое означает, что матри-

цы𝑀𝑝 и 𝑁𝑝 являются взаимно обратными. Обратимость матрицы𝑀𝑝 в свою очередь означает

обратимость гомоморфизма 𝑓𝑝 : ̂︀𝐴𝑝 → ̂︀𝐴𝑝. Так как ̂︀𝑍𝑝-модульные гомоморфизмы 𝑓𝑝 : ̂︀𝐴𝑝 → ̂︀𝐴𝑝

обратимы для всех простых чисел 𝑝, то и ̂︀𝑍-модульный гомоморфизм 𝑓 : ̂︀𝐴 → ̂︀𝐴 обратим, то
есть является автоморфизмом.

Если характеристика 𝜒 относится к ненулевому типу, то гомоморфизм 𝑍-адического по-
полнения 𝜇 : 𝐴 → ̂︀𝐴 является мономорфизмом и мы можем осуществить отождествление
вдоль него так, что 𝑎∘ = 𝑎 для любого элемента 𝑎 ∈ 𝐴. Тогда получим, что группа 𝐴 совпада-
ет с сервантной оболочкой любого своего базиса в аддитивной группе ̂︀𝐴, более детально см.
[15]. Таким образом, мы имеем 𝐴 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛⟩* = ⟨𝑏1, . . . , 𝑏𝑛⟩* ⊂ ̂︀𝐴. Автоморфизм 𝑓 модуля̂︀𝐴 индуцирует групповой автоморфизм 𝑓 : 𝐴 → 𝐴, при котором 𝑓(𝑎1) = 𝑏1, . . . , 𝑓(𝑎𝑛) = 𝑏𝑛.
Полагая 𝐵1 = 𝑓(𝐴1), . . . , 𝐵𝑛 = 𝑓(𝐴𝑛), мы получаем все три утверждения теоремы.

Если характеристика 𝜒 относится к нулевому типу, то 𝑅𝜒 = 𝑍𝑚 ⊕ 𝑄 и 𝑍𝜒 = 𝑍𝑚 для

некоторого целого положительного числа 𝑚. Группа 𝐴 имеет вид 𝐴 ∼= 𝑍𝑛
𝑚 ⊕ 𝑉, где ̂︀𝐴 ∼= 𝑍𝑛

𝑚, а
𝑉 - это векторное прстранство над полем рациональных чисел размерности 𝑛. В этом случае
наши элементы имеют вид 𝑎1 = 𝑎∘1 + 𝑣1, . . . , 𝑎𝑛 = 𝑎∘𝑛 + 𝑣𝑛; 𝑏1 = 𝑏∘1 + 𝑢1, . . . , 𝑏𝑛 = 𝑏∘𝑛 + 𝑢𝑛, где
𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 и 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛 - два базиса векторного пространства 𝑉. Как это было сделано выше,
мы строим автоморфизм 𝑓 : ̂︀𝐴 → ̂︀𝐴, при котором 𝑓(𝑎∘1) = 𝑏∘1, . . . , 𝑓(𝑎

∘
𝑛) = 𝑏∘𝑛. Потом мы

его расширяем до автоморфизма группы 𝐴, определяя так, что 𝑓(𝑣1) = 𝑢1, . . . , 𝑓(𝑣𝑛) = 𝑢𝑛.
Получаем автоморфизм 𝑓 : 𝐴 → 𝐴, при котором 𝑓(𝑎1) = 𝑏1, . . . , 𝑓(𝑎𝑛) = 𝑏𝑛. Подгруппы
𝐵1 = 𝑓(𝐴1), . . . , 𝐵𝑛 = 𝑓(𝐴𝑛) удовлетворяют всем трем утверждениям теоремы, что завершает
доказательство. 2
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Следствие 1. Пусть 𝑎 ∈ 𝐴 элемент вполне разложимой однородной факторно делимой
группы кохарактеристики 𝜒. Тогда:

� 𝑐𝑜𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑎) ≤ 𝜒.

� Если элемент 𝑎 принадлежит какому-либо базису факторно делимой группы 𝐴, то
𝑐𝑜𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑎) = 𝜒.

Следствие 2. Пусть 𝐴 вполне разложимая однородная факторно делимая группа. То-
гда для любых двух базисов 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 и 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 факторно делимой группы 𝐴 существует
автоморфизм 𝑓 : 𝐴 → 𝐴, при котором 𝑓(𝑎1) = 𝑏1, . . . , 𝑓(𝑎𝑛) = 𝑏𝑛.

Нашей задачей теперь является перенос на случай смешанных факторно делимых групп
классического результата Р. Бэра [5] о том, что любая сервантная подгруппа вполне разло-
жимой однородной группы без кручения конечного ранга выделяется прямым слагаемым, см.
[36] Лемма 86.8.

Прежде всего заметим, что сервантная подгруппа однородной вполне разложимой фак-
торно делимой группы не обязательно выделяется прямым слагаемым. В [14] показано, что
периодическая часть факторно делимой группы ранга 1 не выделяется прямым слагаемым,
если в кохарактеристике 𝜒 = (𝑚𝑝) этой группы бесконечное количество компонент удовле-
творяет условию 0 < 𝑚𝑝 < ∞. Мы получаем, что для такой характеристики 𝜒 периодическая
часть однородной вполне разложимой факторно делимой группы кохарактеристики 𝜒, будучи
сервантной подгруппой, во-первых, сама не является факторно делимой группой и, во-вторых,
не выделяется прямым слагаемым.

Чтобы дуализировать теорему Бэра, мы переформулируем ее на языке коротких точных
последовательностей. Условие сервантности подгруппы 𝐵 группы 𝐴 в теореме Бэра равно-
сильно условию, что факторгруппа 𝐴/𝐵 является группой без кручения. Теорема Бэра при-
обретает следующий вид. Если в короткой точной последовательности групп без кручения
конечного ранга 0 → 𝐵 → 𝐴 → 𝐶 → 0 группа 𝐴 является однородной вполне разложимой, то
эта последовательность расщепляется. Такая формулировка подсказывает нам формулировку
нашей теоремы.

Теорема 2. Пусть 0 → 𝐵
𝑓→ 𝐴

𝑔→ 𝐶 → 0 - короткая точная последовательность
факторно делимых групп. Если группа 𝐴 является однородной вполне разложимой группой,
то эта последовательность расщепляется и все три группы являются однородными вполне
разложимыми одной и той же кохарактеристики.

Доказательство. Фиксируем произвольные базисы 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘 и 𝑐𝑘+1, . . . , 𝑐𝑛 в факторно де-
лимых группах 𝐵 и 𝐶 соответственно. Рассмотрим элементы 𝑎1 = 𝑓(𝑏1), . . . , 𝑎𝑘 = 𝑓(𝑏𝑘) ∈ 𝐴, а
также произвольные элементы 𝑎𝑘+1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴, удовлетворяющие условию 𝑔(𝑎𝑘+1) = 𝑐𝑘+1, . . . , 𝑔(𝑎𝑛) = 𝑐𝑛.
Как показано в [9], Лемма 1, элементы 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 составляют базис факторно делимой группы
𝐴. Тогда по Теореме 1 мы получаем, что 𝐴 = 𝐴1⊕ . . .⊕𝐴𝑛, где 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 - изоморфные меж-
ду собой факторно делимые группы ранга 1 и 𝑎1 ∈ 𝐴1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑛 - базисы этих факторно
делимых групп.

Обозначим 𝐻 = 𝐴1 ⊕ . . . ⊕ 𝐴𝑘. Точность последовательности, в частности, означает, что
𝐾𝑒𝑟(𝑔) = 𝐼𝑚(𝑓). Мы хотим доказать, что 𝐻 = 𝐼𝑚(𝑓). Предположим, что не выполняется
включение 𝐻 ⊂ 𝐼𝑚(𝑓). Тогда подгруппа 𝐺 = 𝐻 ∩ 𝐼𝑚(𝑓) отлична от группы 𝐻 и фактор-
группа 𝐻/𝐺 отлична от нуля. Рассмотрим подгруппу 𝐹 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑘⟩ ⊂ 𝐻. Имеют место
включения 𝐻 ⊃ 𝐺 ⊃ 𝐹. По теореме об изоморфизме 𝐻/𝐺 ∼= (𝐻/𝐹 )/(𝐺/𝐹 ). Так как элемен-
ты 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 составляют базис факторно делимой группы 𝐻, то факторгруппа 𝐻/𝐹 является
делимой периодической группой. Поэтому и факторгруппа 𝐻/𝐺 также является ненулевой
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периодической делимой группой. Рассмотрим ограничение гомоморфизма 𝑔 : 𝐴 → 𝐶 на под-
группу 𝐻. По другой теореме об изоморфизме гомоморфизм 𝑔 : 𝐻 → 𝐶 индуцирует мономор-
физм 𝑔 : 𝐻/𝐾𝑒𝑟(𝑔) → 𝐶, то есть ненулевая делимая периодическая группа 𝐻/𝐺 = 𝐻/𝐾𝑒𝑟(𝑔)
вкладывается в группу 𝐶. Это противоречит тому, что группа 𝐶 является факторно дели-
мой. Таким образом, должно выполняться равенство 𝐻 = 𝐺, что равносильно включению
𝐻 ⊂ 𝐼𝑚(𝑓) = 𝐾𝑒𝑟(𝑔). Из этого включения следует, что группа 𝐼𝑚(𝑓) раскладывается в пря-
мую сумму 𝐼𝑚(𝑓) = 𝐻 ⊕ 𝑇, где 𝑇 ⊂ 𝐴𝑘+1 ⊕ . . . ⊕ 𝐴𝑛. Заметим, что элементы бесконечного
порядка в группе 𝐴𝑘+1 ⊕ . . .⊕𝐴𝑛 имеют ненулевые образы при гомоморфизме 𝑔 : 𝐴 → 𝐶. По-
этому группа 𝑇 является периодической подгруппой факторно делимой группы 𝐴𝑘+1⊕. . .⊕𝐴𝑛

и, следовательно, группа 𝑇 является периодической редуцированной группой. Так как элемен-
ты 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘 составляют базис факторно делимой группы 𝐵, то факторгруппа 𝐵/⟨𝑏1, . . . , 𝑏𝑘⟩
является периодической делимой группой. В силу изоморфизма 𝑓 : 𝐵 → 𝐼𝑚(𝑓), факторгруппа
𝐼𝑚(𝑓)/⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑘⟩ ∼= 𝐵/⟨𝑏1, . . . , 𝑏𝑘⟩ также является делимой периодической группой. С другой
стороны, эта группа

𝐼𝑚(𝑓)/𝐹 = (𝐻 ⊕ 𝑇 )/𝐹 ∼= (𝐻/𝐹 )⊕ 𝑇

не является делимой, если группа 𝑇 отлична от нуля.
Таким образом, мы доказали, что 𝑇 = 0, откуда следует, что 𝐻 = 𝐼𝑚(𝑓). В результате мы

получаем, что 𝐵 ∼= 𝐴1 ⊕ . . .⊕𝐴𝑘, 𝐶 ∼= 𝐴𝑘+1 ⊕ . . .⊕𝐴𝑛 и 𝐴 ∼= 𝐵 ⊕ 𝐶. Теорема доказана. 2

3. Заключение

Рассмотрим категорию, объектами которой являются абелевы группы без кручения конеч-
ного ранга, а морфизмами - обычные гомоморфизмы этих групп. Для групп 𝐴 и 𝐵 группа
𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝐵) сама является группой без кручения конечного ранга и может быть устроена до-
вольно сложно. Для этой категории у нас нет функтора двойственности в категорию смешан-
ных факторно делимых групп. Зато мы имеем такие функторы для двух близких категорий.

Во-первых, это категория, объектами которой являются абелевы группы без кручения ко-
нечного ранга, а морфизмами - квазигомоморфизмы. Для двух групп 𝐴 и 𝐵 квазигомомор-
физмами из 𝐴 в 𝐵 называются элементы группы 𝑄 ⊗ 𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝐵). В данном случае группа
𝐷 = 𝑄 ⊗𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝐵) является делимой оболочкой группы 𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝐵). Для этой категории в
[8] был построен функтор двойственности в категорию смешанных факторно делимых групп
с квазигомоморфизмами. Однако с помощью этой двойственности затруднительно переносить
на смешанные группы результаты о почти вполне разложимых группах, которые составляют
значительную часть современной теории абелевых групп без кручения конечного ранга, так
как в данной категории почти вполне разложимые группы не различаются от вполне разло-
жимых.

Более тонким инструментом является третья категория, объектами которой являются
абелевы группы без кручения конечного ранга с отмеченными базисами (максимальными
линейно независимыми системами элементов), а морфизмами - обычные гомоморфизмы, у
которых матрицы относительно отмеченных базисов состоят из целых чисел. Группа мор-
физмов 𝐹 из 𝐴 в 𝐵 в этом случае является свободной подгруппой того же ранга группы
𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝐵). Таким образом, морфизмы трех категорий связаны между собой следующим об-
разом: 𝐹 ⊂ 𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝐵) ⊂ 𝐷. Для этой третьей категории имеется функтор двойственности в
категорию смешанных факторно делимых групп также с отмеченными базисами, см. [9, 10].

В силу различности этих трех категорий перенос классических результатов теории абеле-
вых групп без кручения конечного ранга на случай смешанных факторно делимых групп при
помощи двойственности не является непосредственным. Это, в частности, показывает наша
статья, а также теоремы О.И. Давыдовой [12, 13]. Тем больший интерес представляют теоремы
подобного рода.
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В заключение отметим, что в [34, 35] разработаны методы дуализации при помощи двой-
ственности [9, 10] результатов о почти вполне разложимых группах на примере групп А.Л.С.
Корнера [37] с аномальными прямыми разложениями.
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