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Аннотация

Термин "универсальность"для функций был введен в начале 70-х годов Е.М. Ворони-

ным и смысл, который вкладывается в это понятие, заключается в том, что весьма общий

класс аналитическихческих функций допускает приближение вертикальными сдвигами

данной функции. В 1975 году С.М. Воронин доказал свойство универсальности для дзета-

функций Римана, а в 1977 году для L-функции Дирихле.

В данной работе предлогается доказательство свойства универсальности для L-

функций Дирихле отличное от доказательства С.М. Воронина, основанное на быстром

приближении в критической полосе L-функций Дирихле полиномами Дирихле.
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Abstract

The term "universality"for functions was introduced in the early 1970s by E.M. Voronin and

the meaning that is embedded in this concept is that a very general class of analytic functions

admits approximation by vertical shifts of a given function. In 1975, S.M. Voronin proved the

universality property for Riemann zeta-functions, and in 1977 for the Dirichlet L-function.

In this paper we propose a proof of the universality property for Dirichlet L-functions that

is different from SM’s proof. Voronin, based on a rapid approximation in the critical band of

Dirichlet L-functions by Dirichlet polynomials.
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1. Введение

В 1975 году в работе [1] С.М. Воронин впервые доказал, что вертикальные сдвиги дзета-
функции Римана с любой точностью приближают аналитические не равные нулю внутри
круга

⃒⃒
𝜉 − 3

4

⃒⃒
< 𝑟 где 0 < 𝑟 < 3

4 и непрерывна на границе этого круга функции. Это свойство
дзета-функции Римана С.М. Воронин назвал свойством универсальности. Позднее С.М. Воро-
нин доказал свойство универсальности для достаточно широкого класса эйлеровых произве-
дений, включая L-функций Дирихле см.[2],[3]. В основе доказательства свойства универсаль-
ности лежат тонкие результаты, полученные С.М. Ворониным относительно определенных

функциональных рядов в пространстве Харди 𝐻
(𝑘)
2 .

В данной работе предлагается иной подход при доказательстве свойства универсальности
L-функций Дирихле. В основе этого подхода лежат результаты полученные авторами (как [4]-
[7]) относительно возможности „быстрого“ приближения L-функции Дирихле в критической
полосе полинома Дирихле. В этой работе показано, что „быстрое“приближение полиномами
Дирихле позволяет перенести отдельные свойства почти периодических функций, каковыми
являются полиномы Дирихле на L-функции Дирихле, что и позволило получить новое дока-
зательство свойства универсальности L-функции Дирихле.

Заметим, что предложенный здесь аппроксимальнный подход позволяет сразу полу-
чить результаты о совместном приближении конечного числа функций общими сдвигами L-
функции Дирихле, а также получить свойство универсальности для конечной линейной ком-
бинации L-функции Дирихле.

Нужно отметить, что в последние годы были получены результаты относительно прибли-
жения дискретными сдвигами (как [8]-[12]). Но в данной работе возможности аппроксимальн-
ного подхода к решению таких задач не рассматривались.

2. Аппроксимационные полиномы Дирихле и некоторые свой-

ства L-функции Дирихле

Рассмотрим L–функцию Дирихле

𝐿(𝑠, 𝜒) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜒(𝑛)

𝑛𝑠
, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, (1)

где 𝜒(𝑛)– неглавный характер Дирихле.
В работах ([4]-[6]) указан алгоритм построения полиномов Дирихле 𝑄𝑛(𝑠) которые в любом

прямоугольнике 𝐷𝑇 : 0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇 , приближают L-функцию (1) с показательной
скоростью, т.е.

‖𝐿(𝑠, 𝜒)−𝑄𝑛(𝑠)‖𝐷𝑇
≤ 𝑒𝑇

𝑇 · 𝑞𝑛
, (2)

где величина 𝑞 > 1 и определена периодом характера 𝜒(𝑛).
В этих работах изучались такие свойства полиномов 𝑄𝑛(𝑠) которые определяют соответ-

ствующие свойства L-функции (1).
В работе [7] изучались свойства полиномов 𝑄𝑛(𝑠) характерные для почти периодических

функций и выяснилось в какой степени эти свойства отражаются в поведении L-функций
Дирихле. Укажем здесь ряд утверждений относительно свойств полиномов Дирихле, приве-
денных в работе [7].

Лемма 1. Для любого 𝜀 > 0 в прямоугольнике 𝐷𝑇 неравенство

‖𝐿(𝑠, 𝜒)−𝑄𝑛(𝑠)‖𝐷𝑇
< 𝜀 (3)
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имеют место при

𝑛 ≥ 𝑇 + |ln 𝜀| − ln𝑇

ln 𝑞
(4)

Замечание 1. Результаты численного эксперимента(см.[4]− [6]) показывают, что при
малых периодах характеров неравенство (3) имеет место при

𝑛 ≥ 2[𝑇 ] + [|ln 𝜀|]

Отметим,что полиномы Дирихле 𝑄𝑛(𝑠) являются почти периодическими функциями в

смысле Бора (см. [13], [14]) и для них имеют место все свойства, присущие почти периоди-

ческим функциям. Приведем некоторые из этих свойств, которые характерны полиномам

Дирихле.

Рассмотрим отдельные понятия и введем ряд обозначений, связанных с этими поняти-

ями. Обозначим через 𝜏(𝜀)- 𝜀-почти период почти периодической функции, то есть

|𝑓(𝑥+ 𝜏(𝜀))− 𝑓(𝑥)| < 𝜀

Пусть 𝜂(𝜀) - обозначает число, характеризующее равномерную непрерывность функции 𝑓(𝑥),
то есть

|𝑥1 − 𝑥2| < 𝜂(𝜀) → |𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| < 𝜀

Пусть 𝑄𝑛,𝜎(𝑡)- почти периодическая функция вида

𝑄𝑛,𝜎(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘
𝑘𝜎

𝑒𝑖 ln 𝑘𝑡 (5)

При данных обозначениях имеет место (см.[7])

Лемма 2. Для заданного 𝜀 > 0 для всех полиномов вида (5) существует общий 𝜀- почти
период 𝜏(𝜀), для которого имеет место оценка

|𝜏(𝜀)| ≤ 2𝜋 · 𝑛
ln𝑛

+ 𝐶, (6)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛, а зависит только от величины 𝜀.

Замечание 2. При достаточно большой 𝑛 величина 𝐶 значительно меньше, чем 𝑛
ln𝑛 .

В связи с тем, что многочлен 𝑄𝑛,𝜎(𝑡) является суммой периодических функций, значение

величины 𝜀 в формуле (6) оказывает незначительное влияние на величину 𝜀 - почти периода

этого многочлена.

Следующее утверждение, приведенное в работе [7], является следствием леммы 1 и леммы
2.

Теорема 1. Для любого 𝜀 > 0 и любого положительного числа 𝑇 найдется та-

кое положительное число 𝜏 , где 𝜏 < 𝑇
ln𝑇 , что для всех 𝑠, лежащих в прямоугольнике

𝐷𝑇 : 0 < 𝜎1 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇 , и таких, что 𝑠 + 𝑖𝜏 ∈ 𝐷𝑇 , для L-функции Дирихле 𝐿(𝑠, 𝜒)
выполняется неравенство

|𝐿(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝜒)− 𝐿(𝑠, 𝜒)| < 𝜀 (7)

Замечание 3. Свойство L-функции Дирихле, приведенное в теореме 1, является ана-

логом свойства 𝜀-почти периодичности для почти периодических функций. В отличии от

почти периодических функций оценка (7) имеет место только для ограниченной области.

Далее, в работе [7] доказаны следующие результаты. Пусть полином Дирихле 𝑄𝑛(𝑠) при-
ближает в прямоугольнике 𝐷𝑇 L-функцию (1) с точностью до величины 𝜀. В этом случае

имеют место утверждения.
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Лемма 3. Для константы 𝜂(𝜀) равномерной непрерывности полинома 𝑄𝑛(𝑠) в прямо-

угольнике 𝐷𝑇 имеет место оценка

𝜂(𝜀) ≤ 𝐶 · 𝜀
ln𝑛 · 𝑇

1
2

,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛, 𝜀 и 𝑇 .

Теорема 2. Для L-функции Дирихле для константы равномерной непрерывности 𝜂(𝜀)
в прямоугольнике 𝐷𝑇 выполняется неравенство

𝜂(𝜀) <
𝐶 · 𝜀

ln𝑇 · 𝑇
1
2

,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑇 и 𝜀.

3. О свойстве универсальности L-функции Дирихле

Рассмотрим интервал [𝜎1, 1], где 𝜎1 > 1
2 , и пусть 𝜙(𝜎) функция непрерывная и отличная

от нуля на этом интервале. В этом разделе докажем следующие утверждения для L-функций
Дирихле 𝐿(𝑠, 𝜒).

Теорема 3. Для любого 𝜀 > 0 найдется такая величина 𝜏 > 0, что для всех

𝜎 : 𝜎1 ≤ 𝜎 ≤ 1, будет выполняться неравенство

|𝐿(𝜎 + 𝑖𝜏, 𝜒)− 𝜙(𝜎)| < 𝜀

Замечание 4. Приведенные в теореме 3 свойство L-функции Дирихле будем также на-

зывать свойством универсальности. Отметим, что рассуждения,приведенные при доказа-

тельстве теоремы 3, позволяют доказать и свойство универсальности L-функции Дирихле,

приведенные в работе [3], но соответствующие выкладки будут более громоздкими.

Замечание 5. При доказательстве теоремы 3 мы используем следующий результат

относительно значений L-функций Дирихле на прямой 𝜎 = 𝜎0, где
1
2 < 𝜎0 ≤ 1,: – для лю-

бого 𝜀 > 0 существует такое 𝑇0, что для любого 𝛼 = 𝜙(𝜎0) найдется 𝑡0, |𝑡0| ≤ 𝑇0, что

выполняется неравенство

|𝐿(𝜎0 + 𝑖𝑡0, 𝜒)− 𝛼| < 𝜀

Доказательство этого результата проводится так же, как и доказательство соот-

ветствующего результата для значений дзета-функции Римана, приведенное в книги Е.К.

Титчмфрша [15], гл.XI , п.9. Но выкладки доказывающие утверждения для L-функций Дири-

хле, занимают больший объем в изложенном материале и поэтому не приводятся в данной

работе.

Доказательство. Обозначим, согласно замечанию 5, через 𝑇0 такую величину, что для
любого 𝛼 = 𝜙(𝜎), 𝜎 ∈ [𝜎1, 1], существует 𝑡, |𝑡| ≤ 𝑇0 для которого выполняется неравенство

|𝐿(𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜒)− 𝛼| < 𝜀

2

Рассмотрим прямоугольник 𝐷𝑇0 : 𝜎1 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇0, и многочлен 𝑄𝑛(𝑠), кото-
рый согласно лемме 1 приближает L-функцию Дирихле в соответствующем прямоугольнике
𝐷𝑇 : 𝜎1 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇 , 𝑇 > 𝑇0 с точностью до 𝜀

2 .
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Разобьем интервал [𝜎1, 1] на 𝑁 частей: 𝜎1 < 𝜎2 < . . . < 𝜎𝑁 , где 𝑁 таково, что константа
равномерной непрерывности 𝜂( 𝜀2) полинома𝑄𝑛(𝑠) в прямоугольнике𝐷𝑇0 удовлетворяет оценке
леммы 3 и одновременно выполняются неравенства:

|𝜙(𝜎𝑖)− 𝜙(𝜎)| < 𝜀

2
,

где
𝜎 ∈ [𝜎𝑖, 𝜎𝑖+1].

Согласно лемме 3 можно считать, что 𝑁 при достаточно большом 𝑛 является числом

порядка ln𝑛·𝑇0
𝜀

1
6 .

Разбиение отрезка [𝜎1, 1] определяет 𝑁 полиномов 𝑄𝑛,𝜎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑁 . Обозначим через 𝜏𝑖
сдвиг для полинома 𝑄𝑛,𝜎𝑖(𝑡):

𝑄𝑛,𝜎𝑖(𝑡+ 𝜏𝑖) = 𝑄𝑛,𝜎𝑖(𝑡+ 𝑡𝑖),

где

|𝐿(𝜎𝑖 + 𝑖𝑡𝑖, 𝜒)− 𝜙(𝜎𝑖)| <
𝜀

2
.

Обозначим через 𝜂𝑖(
𝜀
2) константу равномерной непрерывности полинома 𝑄𝑛,𝜎𝑖(𝑡) и через

𝜂( 𝜀2) величину вида

𝜂(
𝜀

2
) = min

𝑖
𝜂𝑖(

𝜀

2
)

Рассмотрим два полинома 𝑄𝑛,𝜎𝑖(𝑡) и 𝑄𝑛,𝜎𝑖+1(𝑡). Пусть 𝜏𝑖 = 𝑛1𝜂, 𝜏𝑖+1 = 𝑛𝑖+1𝜂, где 𝑛1 и 𝑛2 -
целые числа.

Тогда |𝜏𝑖 − 𝜏𝑖+1| = |𝑛𝜂| < 𝑇0 и , следовательно, 𝑛 может принимать только конечное число
значений 𝑛𝑠, 𝑠 = 1,𝑚.

Пусть, далее 𝜏∘𝑖 и 𝜏∘𝑖+1–
𝜀
2 - почти периоды этих полиномов. Как показано в лемме 2, 𝜀

2 -
почти периоды полиномов 𝑄𝑛,𝜎𝑖(𝑡) не зависят от 𝜎𝑖. Поэтому можно считать (см. [7]), что
𝜏∘𝑖 − 𝜏∘𝑖+1 = ±𝜂, т.е. 𝑛𝑖 = 1. Увеличивая число точек разбиения отрезка [𝜎1, 1] можно добиться
того, что 𝜏𝑖 − 𝜏𝑖+1 = ±𝜂.

Таким образом будет выполняться равенство

𝜏𝑖 − 𝜏𝑖+1 = 𝜏∘𝑖 − 𝜏∘𝑖+1

Положем
𝜏 = 𝜏𝑖 − 𝜏∘𝑖 = 𝜏𝑖+1 − 𝜏∘𝑖+1

Легко видеть, что 𝜏 является общим 𝜀
2 сдвигом для многочленов 𝑄𝑛,𝜎𝑖(𝑠) и 𝑄𝑛,𝜎𝑖+1(𝑠). Проведя

соответствующие рассуждения 𝑁 − 1 раз мы построим общий 𝜀
2 - сдвиг для всех многочленов{︀

𝑄𝑛,𝜎𝑖(𝑠)

}︀
, 𝑖 = 1, 𝑁 , т.е. для любого 𝜎𝑖:⃒⃒⃒⃒

𝑄𝑛,𝜎𝑖(
1

2
+ 𝜏)−𝑄𝑛,𝜎𝑖(

1

2
+ 𝑡𝑖)

⃒⃒⃒⃒
<

𝜀

2
(8)

Учитывая (8) и тот факт, что общий 𝜀
2 период многочленов 𝑄𝑛,𝜎𝑖(𝑡) не зависит от 𝜎𝑖 и удо-

влетворяет оценке леммы 2, для общего 𝜀
2 сдвига 𝜏 всех многочленов имеет место следующая

оценка

|𝜏 | ≤ 𝑇0 ·𝑁1 +
𝐶𝑛

ln𝑛
=

𝑇
7
6
0 ln𝑛

𝜀
+

𝐶 · 𝑛
ln𝑛

, (9)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
Из оценки 9 следует, что при достаточно большом 𝑛 имеет место оценка

|𝜏 | < 𝑇, (10)
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где величина 𝑇 определяется степенью полинома 𝑄𝑛(𝑠), приближающего L-функцию Дирихле
в прямоугольнике 𝐷𝑇 с точностью до 𝜀

2
Взяв в качестве сдвига для многочлена 𝑄𝑛(𝑠) величину 𝜏 , равную общему 𝜀

2 сдвигу для
системы полиномов 𝑄𝑛,𝜎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑁 ,получим оценку вида

|𝑄𝑛(𝜎 + 𝑖𝜏)− 𝜙(𝜎))| < 𝜀

2
.

При этом величина 𝜏 удовлетворяет оценке 10, что и завершает доказательство теоремы
3.

Замечание 6. Отметим, что доказательство теоремы 3 позволяет получить явную

оценку величины 𝜏 , но авторы не ставили перед собой задачу получить эту оценку в данной

работе.
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