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Аннотация

Функционалы Маасса иШинтани играют фундаментальную роль при изучении класси-
ческих задач аналитической теории чисел: задачи Линника о распределении целых точек
на гиперболоидах и задачи о среднем значении функции числа делителей квадратичных
полиномов.

В работе доказывается, что эти функционалы на пространствах, состоящих из нечет-
ных функций (нечетных относительно оператора отражения, а для голоморфных форм
веса, который не делится на 4) равны нулю.
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Abstract

Functionals of Maass and Shintani play a fundamental role in the study of classical
problems of analytic number theory: the Linnik problem on the distribution of integer points
on hyperboloids and the problem of the mean value of the function of the number of divisors
of quadratic polynomials.

In the paper it is proved that these functionals on spaces consisting of odd functions (odd
with respect to the reflection operator, and for holomorphic forms of weight, which is not
divisible by 4) are zero.
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1. Введение

В работе [1] Маасс определил функционалы на пространствах автоморфных функций, ас-
социированные с дискриминантами целочисленных бинарных квадратичных форм. В работе
[2] Шинтани определил подобного рода функционалы на пространствах голоморфных пара-
болических форм четного веса. В настоящей работе доказывается, что эти функционалы на
пространствах, состоящих из нечетных функций (нечетных относительно оператора отраже-
ния, а для голоморфных форм веса, который не делится на 4) равны нулю.

2. Определения и вспомогательные сведения

Мультипликативная группа 𝑆𝐿2(Z), состоящая из матриц

𝑀 =

(︂
𝑚 𝑛
𝑙 ℎ

)︂
(𝑚,𝑛, 𝑙, ℎ ∈ Z; det(𝑀) = 1)

действует слева на верхней полуплоскости

H = {𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 | 𝑥, 𝑦 ∈ R; 𝑦 > 0}

посредством дробно-линейных преобразований

𝑀(𝑧) =
𝑚𝑧 + 𝑛

𝑙𝑧 + ℎ
.

Так как 𝑀(𝑧) = (−𝑀)(𝑧), то 𝑀 и −𝑀 обычно отождествляют и вместо 𝑆𝐿2(Z) работают с
факторгруппой

Γ = 𝑃𝑆𝐿2(Z) = 𝑆𝐿2(Z)/

{︂
±
(︂

1 0
0 1

)︂}︂
.

На пространстве автоморфных относительно Γ функций 𝑓 : H → C, для которых

𝑓(𝑀(𝑧)) = 𝑓(𝑧) ∀𝑀 ∈ Γ,

действует оператор отражения (инволюция)

𝑇𝑓(𝑧) = 𝑓(−𝑧).

Автоморфная функция 𝑓 называется четной (относительно 𝑇 ), если 𝑇𝑓 = 𝑓 , и нечетной,
если 𝑇𝑓 = −𝑓 . Любую 𝑓 можно записать в виде

𝑓 = 𝑓+ + 𝑓−,

где

𝑓+ =
1

2
(𝑓 + 𝑇𝑓), 𝑓− =

1

2
(𝑓 − 𝑇𝑓),

соответственно, четная и нечетная функции.
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Пусть
𝑄(𝑋,𝑌 ) = 𝑎𝑋2 + 𝑏𝑋𝑌 + 𝑐𝑌 2

— невырожденная бинарная квадратичная форма с целыми коэффициентами и дискриминан-
том

𝑑 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≡ 0, 1 (mod 4).

Положим для 𝑑 > 0

KZ(𝑑) = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ Z3 | 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 𝑑},

а для 𝑑 < 0

KZ(𝑑) = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ Z3 | 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 𝑑; 𝑎 > 0, 𝑐 > 0}.

Во втором случае квадратичные формы положительно определены.

Замечание. В дальнейшем мы будем иметь дело с дискриминантами 𝑑, отличными от
квадрата.

Группа действует слева на KZ(𝑑) по правилу

𝑀 :

(︂
𝑎 𝑏/2
𝑏/2 𝑐

)︂
→𝑀

(︂
𝑎 𝑏/2
𝑏/2 𝑐

)︂
𝑀 𝑡 =

(︂
𝑎(𝑀) 𝑏(𝑀)/2
𝑏(𝑀)/2 𝑐(𝑀)

)︂
.

Оно соответствует линейной замене переменных 𝑋 и 𝑌 для квадратичной формы

𝑄(𝑋,𝑌 ) = 𝑎𝑋2 + 𝑏𝑋𝑌 + 𝑐𝑌 2 →
(𝑀𝑄)(𝑋,𝑌 ) = 𝑄(𝑚𝑋 + 𝑙𝑌, 𝑛𝑋 + ℎ𝑌 ) = 𝑎(𝑀)𝑋2 + 𝑏(𝑀)𝑋𝑌 + 𝑐(𝑀)𝑌 2.

Для 𝑑 > 0 cопоставим каждой точке (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ KZ(𝑑) ориентированную полуокружность

{𝑧 ∈ H | 𝑎− 𝑏Re𝑧 + 𝑐|𝑧|2 = 0}

с параметрическим представлением

𝐿(𝜙) = 𝒫𝑑(𝑎, 𝑏, 𝑐)(𝜙) = Ce(𝐿) + Ra(𝐿) exp(sign(𝑐)𝑖𝜙) (0 < 𝜙 < 𝜋),

где

Ce(𝐿) =
𝑏

2𝑐
, Ra(𝐿) =

√
𝑑

2𝑐
.

Она начинается из точки 𝑥1 = Ce(𝐿)+Ra(𝐿) и кончается в 𝑥2 = Ce(𝐿)−Ra(𝐿) — корнях квад-
ратного уравнения 𝑎−𝑏𝑥−𝑐𝑥2 = 0. Преобразование (𝑎, 𝑏, 𝑐) → (−𝑎,−𝑏,−𝑐) меняет ориентацию
элементов множества ̂︀HZ(𝑑) = 𝒫𝑑(KZ(𝑑))

на противоположную. Для 𝑑 < 0 соответствие

(𝑎, 𝑏, 𝑐) → 𝑏

2𝑐
+

√
𝑑

2𝑐

определяет биекцию
𝒫𝑑 : KZ(𝑑) → H = HZ(𝑑)

с обратной к ней

𝒫−1
𝑑 (𝑧) =

(︃√︀
|𝑑|
2

· |𝑧|
2

Im𝑧
,
√︀
|𝑑|Re𝑧

Im𝑧
,

√︀
|𝑑|
2

· 1

Im𝑧

)︃
.
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При этом для любого элемента 𝑀 из Γ диаграмма

KZ(𝑑) KZ(𝑑)

̂︀HZ(𝑑) ̂︀HZ(𝑑)

-𝑀

?

𝒫𝑑

?

𝒫𝑑

-
𝑀

коммутативна. Стабилизатор Γ𝐿 любого элемента 𝐿 из ̂︀HZ(𝑑) — бесконечная циклическая
группа. Ее образующую 𝑀𝐿 выберем так, чтобы переход от точки 𝑧 по дуге 𝐿 к 𝑀𝐿(𝑧) соот-
ветствовал ориентации 𝐿. При этом для любой точки 𝑧 из 𝐿 в качестве Γ𝐿∖𝐿 можно выбрать
дугу (𝑧,𝑀𝐿(𝑧)).

Для дискриминантов 𝑑 на линейном пространстве непрерывных автоморфных функций
определим линейный функционал

𝛺𝑑(𝑓) =
1

2

(︃√
𝑑

2

)︃−1/2 ∑︁
𝐿∈Γ∖̂︀HZ(𝑑)

∫︁
Γ𝐿∖𝐿

𝑓(𝑧)
√︀
𝑑𝜁2

с Γ-инвариантной метрикой

𝑑𝜁2 =
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

𝑦2
.

Пусть 𝑘 — натуральное число. Голоморфная на верхней полуплоскости H функция 𝑓 на-
зывается параболической формой веса 2𝑘, если для любого элемента 𝑀 из Γ

(𝑓 |2𝑘𝑀)(𝑧) = (𝑙𝑧 + ℎ)−2𝑘𝑓(𝑀(𝑧)) = 𝑓(𝑧)

и автоморфная функция 𝑦𝑘|𝑓(𝑧)| ограничена на H. Обозначим через 𝑆2𝑘 линейное простран-
ство всех параболических форм веса 2𝑘 со скалярным произведением Петерсона

⟨𝑓, 𝑔⟩2𝑘 =

∫︁∫︁
Γ∖H

𝑓(𝑧)𝑔(𝑧)𝑦2𝑘−2 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Оно конечномерно и

dim𝑆2𝑘 =

{︃
[𝑘/6], если 𝑘 ̸≡ 1 (mod 6)

[𝑘/6] − 1, если 𝑘 ≡ 1 (mod 6).

В частности, 𝑆2𝑘 пусто для 𝑘 = 1, 2, 3, 4, 5, 7 и одномерно для 𝑘 = 6, 8, 9, 10, 11, 13.
Функционалы Шинтани (см. [2]) определяются по формуле

𝛺
(2𝑘)
𝑑 (𝑓) =

1

2

(︃√
𝑑

2

)︃−𝑘− 1
2 ∑︁
𝐿∈Γ∖̂︀HZ(𝑑)

∫︁
Γ𝐿∖𝐿

𝑔𝐿(𝑧) 𝑑𝑧

с инвариантной относительно Γ𝐿 дифференциальной формой

𝑔𝐿(𝑧) 𝑑𝑧 = (𝑎(𝐿) − 𝑏(𝐿)𝑧 + 𝑐(𝐿)𝑧2)𝑘−1𝑓(𝑧) 𝑑𝑧,

где (𝑎(𝐿), 𝑏(𝐿), 𝑐(𝐿)) = 𝒫−1
𝑑 (𝐿).

Для 𝑑 < 0

Ω𝑑(𝑓) =

(︂
|𝑑|
4

)︂− 1
4

⎛⎝ ∑︁
𝑧∈Γ∖HZ(𝑑)

1

|Γ𝑧|
𝑓(𝑧)

⎞⎠ .
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3. Основной результат

Теорема. Пусть 𝑑 — любой дискриминант, отличный от квадрата. Тогда

1) Для любой нечетной автоморфной функции 𝑓

Ω𝑑(𝑓) = 0;

2) Для любого нечетного 𝑘 и любой функции 𝑓 ∈ 𝑆2𝑘

Ω
(2𝑘)
𝑑 (𝑓) = 0.

Доказательство. На KZ(𝑑) действует инволюция

(𝑎, 𝑏, 𝑐) → (𝑎,−𝑏, 𝑐).

Ей соответсвует инволюция
𝑧 → −𝑧

на верхней полуплоскости H, которая индуцируется биекцией 𝒫𝑑. Принимая во внимание ком-
мутативную диаграмму из предыдущего параграфа, отсюда находим что

Ω𝑑(𝑓) = −Ω𝑑(𝑓).

Действуя точно также в случае 2) и принимая во внимание то, что инволюция 𝑧 → −𝑧
меняет ориентацию на противоположную, получим

Ω
(2𝑘)
𝑑 (𝑓) = −Ω

(2𝑘)
𝑑 (𝑓) = 0.

4. Заключение

Функционалы Маасса и Шинтани играют фундаментальную роль при изучении класси-
ческих задач аналитической теории чисел: задачи Линника о распределении целых точек на
гиперболоидах и задачи о среднем значении функции числа делителей квадратичных поли-
номов. По этому поводу см. работы [3–5].
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