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Аннотация

Исследуются 𝑛-квазигруппы (𝑛 > 3) со следующим свойством слабой обратимости. Ес-
ли на каких-то двух наборах из 𝑛 аргументов с одинаковыми началами, одинаковыми кон-
цами, но с различными оставшимися средними частями (одной длины) результат операции
одинаков, то при любых одинаковых началах (другой длины), при прежних средних частях
и при любых одинаковых концах (соответствующей длины) результат операции будет оди-
наков. Для таких 𝑛-квазигрупп доказывается аналог теоремы Поста – Глускина – Хоссу,
которая сводит операцию 𝑛-квазигруппы к групповой. Утверждаемое теоремой представ-
ление 𝑛-квазигрупповой операции с помощью автоморфизма группы, как оказалось, имеет
место в более слабых (и вполне естественных) предположениях, нежели ассоциативность
и (𝑖, 𝑗)-ассоциативность, требовавшиеся ранее. Хорошо известные (𝑖, 𝑗)-ассоциативные 𝑛-
квазигруппы удовлетворяют рассматриваемому условию слабой обратимости.
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1. Введение

Напомним, что 𝑛-квазигрупповой операцией на множестве 𝑋 называется отображение
𝑄 : 𝑋𝑛 → 𝑋, являющееся биекцией (взаимно однозначным отображением) по каждому из 𝑛
аргументов при любой фиксации остальных 𝑛− 1 аргументов (см. [1], § 8). Для 𝑄(𝑥1, ... , 𝑥𝑛)
иногда будем использовать обозначение [𝑥1, ... , 𝑥𝑛], 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, 𝑖 = 1, ... , 𝑛. Далее предполагает-
ся 𝑛 > 3. (При 𝑛 = 2 рассматриваемые в работе вопросы относятся к простым свойствам
квазигрупп.)

Ассоциативная 𝑛-квазигруппа (𝑋,𝑄) называется 𝑛-арной группой (см. [2], гл. 1; [3]). Усло-
вие ассоциативности задаётся семейством тождеств

[𝑥1, ... , 𝑥𝑖−1, [𝑥𝑖, ... , 𝑥𝑖+𝑛−1], 𝑥𝑖+𝑛, ... , 𝑥2𝑛−1] =

= [𝑥1, ... , 𝑥𝑗−1, [𝑥𝑗 , ... , 𝑥𝑗+𝑛−1], 𝑥𝑗+𝑛, ... , 𝑥2𝑛−1],
(1)

1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑛.
Теорема Поста – Глускина – Хоссу (см. [4], [5], [6], [7]) утверждает, что ассоциативная

операция 𝑛-квазигруппы на множестве 𝑋 может быть представлена в виде

[𝑥1, ... , 𝑥𝑛] = 𝑥1 · 𝜙(𝑥2) · ... · 𝜙𝑛−2(𝑥𝑛−1) · 𝜙𝑛−1(𝑥𝑛) · 𝑐, (2)

для некоторых: групповой операции · на 𝑋, 𝜙 ∈ Aut(𝑋, ·), 𝑐 ∈ 𝑋, удовлетворяющих условиям:

𝜙𝑛−1(𝑥) = 𝑐 · 𝑥 · 𝑐−1, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝜙(𝑐) = 𝑐. (3)

Интерес к этой теореме не ослабевает до настоящего времени. Её многочисленные аналоги
доказываются и при других условиях (см., например, [7] – [19]).

Рассматриваемые в настоящей работе слабо обратимые 𝑛-квазигруппы ближе всего к дав-
но известным (𝑖, 𝑗)-ассоциативным 𝑛-квазигруппам, которые задаются только одним тожде-
ством (1) с заданными 𝑖 < 𝑗. Связанную с (𝑖, 𝑗)-ассоциативностью литературу можно найти,
например, в работе Ф.Н. Сохацкого [8], в его диссертации [9] и в упомянутой выше моно-
графии В.Д. Белоусова [2], в которой получено окончательное строение (𝑖, 𝑗)-ассоциативных
𝑛-квазигрупп.

Далее будем придерживаться обозначений из монографии [2], в частности, последователь-
ность 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, ... , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗 будет обозначаться как 𝑥𝑗𝑖 . При 𝑖 > 𝑗 имеем пустую последователь-

ность 𝑥𝑗𝑖 . Через 𝑥
𝑗
𝑖 (Δ), Δ ∈ Z, обозначаем последовательность 𝑥𝑖+Δ, 𝑥𝑖+1+Δ, ... , 𝑥𝑗−1+Δ, 𝑥𝑗+Δ.

Тогда 𝑥𝑗𝑖 (0) = 𝑥𝑗𝑖 , 𝑥
𝑗
𝑖 = 𝑥𝑗+Δ

𝑖+Δ (−Δ), 𝑥𝑗𝑖 (Δ) = 𝑥𝑗+Δ
𝑖+Δ = 𝑥𝑗+Δ

𝑖+Δ (0),Δ ∈ Z. Последними обозначениями
приходится пользоваться из-за того, что одна и та же последовательность может располагать-
ся на различных позициях многоместной операции. Вместо (𝑥𝑗𝑖 ) ∈ 𝑋𝑗−𝑖+1 иногда будем писать

𝑥𝑗𝑖 ∈ 𝑋𝑗−𝑖+1 (без скобок).
Все возникающие в работе квазигрупповые операции 𝐵 : 𝑋𝑚 → 𝑋 будут относиться к

одному и тому же основному множеству 𝑋, поэтому иногда для сокращения саму операцию
𝐵 будем называть 𝑚-квазигруппой.

Квазигруппы 𝐵′, 𝐵′′ одной арности 𝑚, отличающиеся домножением на подстановку
𝜎 ∈ 𝑆𝑋 , 𝐵

′ = 𝜎𝐵′′, (𝜎𝐵′′)(𝑥) = 𝜎(𝐵′′(𝑥)), 𝑥 ∈ 𝑋𝑚, будем считать эквивалентными и обозначать
𝐵′ ≃ 𝐵′′. Класс эквивалентности 𝑚-квазигрупп определяется разбиением

𝑋𝑚 =
∐︁
𝑥∈𝑋

𝑌𝑥 (4)

таким, что 𝑌𝑥 ̸= 𝑌𝑧 при 𝑥 ̸= 𝑧 и |𝑌𝑥 ∩ {(𝑎𝑖−1
1 , 𝑧, 𝑎𝑚𝑖+1(−1))| 𝑧 ∈ 𝑋}| = 1 при любых 𝑥 ∈ 𝑋,

𝑖 ∈ {1, ... ,𝑚}, 𝑎𝑚−1
1 ∈ 𝑋𝑚−1. На подмножествах разбиения (4) 𝑚-квазигрупповые операции из

соответствующего класса эквивалентности принимают одинаковые значения.
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Определение 1. Для целых 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 𝜛 > 1, 𝑠 + 𝜛 6 𝑛, 𝑡 + 𝜛 6 𝑛, 𝑛-квазигруппа
(𝑋,𝑄) является (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимой, если из равенства

[︀
𝑎𝑠1, 𝑥

𝑠+𝜛
𝑠+1 (−𝑠), 𝑎𝑛𝑠+𝜛+1

]︀
=

=
[︀
𝑎𝑠1, 𝑦

𝑠+𝜛
𝑠+1 (−𝑠), 𝑎𝑛𝑠+𝜛+1

]︀
при каких-то 𝑎𝑠1 ∈ 𝑋𝑠, 𝑎𝑛𝑠+𝜛+1 ∈ 𝑋𝑛−𝑠−𝜛, 𝑥𝜛1 , 𝑦

𝜛
1 ∈ 𝑋𝜛 следует

тождество
[︀
𝑧𝑡1, 𝑥

𝑡+𝜛
𝑡+1 (−𝑡), 𝑧𝑛𝑡+𝜛+1

]︀
=

[︀
𝑧𝑡1, 𝑦

𝑡+𝜛
𝑡+1 (−𝑡), 𝑧𝑛𝑡+𝜛+1

]︀
, справедливое для всех 𝑧𝑡1 ∈ 𝑋𝑡,

𝑧𝑛𝑡+𝜛+1 ∈ 𝑋𝑛−𝑡−𝜛. Если 𝑠 = 0, а 𝜛 = 𝑛 − 𝑡, то (0, 𝑛 − 𝑡, 𝑡)-слабо обратимую 𝑛-квазигруппу
будем называть 𝑡-слабо обратимой.

Определение (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабой обратимости предполагает как бы сокращение крайних после-
довательностей 𝑎𝑠1 и 𝑎

𝑛
𝑠+𝜛+1 в исходном равенстве. Ясно, что любая 𝑛-квазигруппа является

(𝑠, 1, 𝑡)-слабо обратимой при всех 𝑠, 𝑡, 0 6 𝑠 6 𝑛 − 1, 0 6 𝑡 6 𝑛 − 1, поэтому в формули-
ровке определения 1 случай 𝜛 = 1 не рассматривается. Заметим ещё, что для (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо
обратимой 𝑛-квазигруппы 𝑄 все эквивалентные ей 𝑛-квазигруппы 𝜎𝑄, 𝜎 ∈ 𝑆𝑋 , также будут
(𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимыми.

Основная цель настоящей работы состоит в определении строения (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обрати-
мых 𝑛-квазигрупп.

Предложение 1. 𝑛-квазигруппа 𝑄 : 𝑋𝑛 → 𝑋 является (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимой то-

гда и только тогда, когда относительно переменных 𝑥𝑛1 со значениями в 𝑋𝑛 справедливы

тождества

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝐴(𝑥𝑠1, 𝐵(𝑥𝑠+𝜛
𝑠+1 ), 𝑥

𝑛
𝑠+𝜛+1) = 𝐶(𝑥𝑡1, 𝐷(𝑥𝑡+𝜛

𝑡+1 ), 𝑥
𝑛
𝑡+𝜛+1), (5)

в которых 𝐴 и 𝐶 некоторые (𝑛 − 𝜛 + 1)-квазигруппы, а 𝐵 и 𝐷 – эквивалентные 𝜛-
квазигруппы.

Ясно, что условие 𝐵 ≃ 𝐷 в формулировке предложения 1 можно было бы заменить (за
счёт переопределения (𝑛 −𝜛 + 1)-квазигруппы 𝐶) условием 𝐵 = 𝐷. Достаточность вида (5)
для (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабой обратимости 𝑛-квазигруппы 𝑄 очевидна. Доказательство необходимости,
как и доказательство остальных ниже формулируемых предложений, будет приведено в § 2.

Следствие 1. Если 𝑛-квазигруппа 𝑄 является (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимой, то она явля-

ется (𝑡,𝜛, 𝑠)-, (𝑠,𝜛, 𝑠)- и (𝑡,𝜛, 𝑡)- слабо обратимой.

Следствие 2. Если 𝑛-квазигруппа 𝑄 является (𝑠,𝜛, 𝑠)-слабо обратимой, то она пред-

ставляется в виде

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝐴(𝑥𝑠1, 𝐵(𝑥𝑠+𝜛
𝑠+1 ), 𝑥

𝑛
𝑠+𝜛+1), (6)

где 𝐴 – (𝑛−𝜛 + 1)-квазигруппа, 𝐵 – 𝜛-квазигруппа.

Следствие 2 и его доказательство содержатся также в книге [2] на стр. 112, поскольку тре-
бование (𝑠,𝜛, 𝑠)-слабой обратимости совпадает с условием 𝐷𝑠+1,𝑠+𝜛, определённом на стр. 110
книги [2].

Следствие 3. Если 𝑛-квазигруппа 𝑄 является (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимой и 𝑡 > 𝑠+𝜛, то
она представляется в виде

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝐴(𝑥𝑠1, 𝐵(𝑥𝑠+𝜛
𝑠+1 ), 𝑥

𝑡
𝑠+𝜛+1, 𝐵(𝑥𝑡+𝜛

𝑡+1 ), 𝑥
𝑛
𝑡+𝜛+1), (7)

где 𝐴 – (𝑛− 2𝜛 + 2)-квазигруппа, 𝐵 – 𝜛-квазигруппа.

Благодаря следствиям 1, 2 и 3, далее будем предполагать 𝑠 < 𝑡 < 𝑠+𝜛. Обратим внимание,
что 𝑛-квазигруппы 𝑄 вида (6) и (7) всегда являются, соответственно, (𝑠,𝜛, 𝑠)- и (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо
обратимыми.
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Теорема 1. Пусть 𝑄 : 𝑋𝑛 → 𝑋 – (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимая 𝑛-квазигруппа и

0 6 𝑠 < 𝑡 < 𝑠+𝜛, 𝑡+𝜛 6 𝑛. Тогда

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝐹
(︁
𝑥𝑠1, ̃︀𝑄 (︀

𝑥𝑡+𝜛
𝑠+1

)︀
, 𝑥𝑛𝑡+𝜛+1

)︁
, (8)

где 𝐹 : 𝑋𝑛+𝑠−𝑡−𝜛+1 → 𝑋 – некоторая (𝑛+𝑠− 𝑡−𝜛+1)-квазигруппа, ̃︀𝑄 : 𝑋𝑡+𝜛−𝑠 → 𝑋 – неко-

торая (𝑡−𝑠)-слабо обратимая 𝑚-квазигруппа, 𝑚 = 𝜛+ 𝑡−𝑠. Обратно, если 𝐹 – произвольная

(𝑛+ 𝑠− 𝑡−𝜛 + 1)-квазигруппа, а ̃︀𝑄 – произвольная (𝑡− 𝑠)-слабо обратимая 𝑚-квазигруппа,

то 𝑛-квазигруппа 𝑄, определённая равенством (8), будет (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимой.

Теорема 1 (вместе со следствиями 1, 2, 3) показывает, что для решения поставленной задачи
по выяснению строения (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимых 𝑛-квазигрупп в общем случае (при 𝑠 > 0,
𝑡 > 0,𝜛 > 1, 𝑠+𝜛 6 𝑛, 𝑡+𝜛 6 𝑛) достаточно понять строение 𝑟-слабо обратимых 𝑛-квазигрупп
для произвольных 𝑛 > 3 и 𝑟 > 0, 1 6 𝑟 < 𝑛

2 . (В обозначениях теоремы 1, относящихся к

(𝜛 + 𝑡− 𝑠)-квазигруппе ̃︀𝑄, в качестве 𝑛 выступает 𝜛 + 𝑡− 𝑠 и там 𝑟 = 𝑡− 𝑠 < 𝜛+𝑡−𝑠
2 .)

Напомним, что 𝑟-слабая обратимость, 1 6 𝑟 6 𝑛 − 2, означает, по определению 1, что из
равенства

[︀
𝑎𝑟1, 𝑥

𝑛
𝑟+1(−𝑟)

]︀
=

[︀
𝑎𝑟1, 𝑦

𝑛
𝑟+1(−𝑟)

]︀
при каких-то 𝑎𝑟1 ∈ 𝑋𝑟, 𝑥𝑛−𝑟

1 ∈ 𝑋𝑛−𝑟, 𝑦𝑛−𝑟
1 ∈ 𝑋𝑛−𝑟 сле-

дует тождество
[︀
𝑥𝑛−𝑟
1 , 𝑧𝑛𝑛−𝑟+1(𝑟 − 𝑛)

]︀
=

[︀
𝑦𝑛−𝑟
1 , 𝑧𝑛𝑛−𝑟+1(𝑟 − 𝑛)

]︀
, справедливое для всех 𝑧𝑟1 ∈ 𝑋𝑟.

Согласно предыдущему, считаем 𝑟 < 𝑛
2 . Для 𝑟 > 𝑛

2 𝑟-слабо обратимая 𝑛-квазигруппа 𝑄,
согласно следствию 3, имеет вид (7), где 𝑠 = 0, 𝜛 = 𝑛− 𝑟, 𝑡 = 𝑟, поэтому

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝐴
(︀
𝐵
(︀
𝑥𝑛−𝑟
1

)︀
, 𝑥𝑟𝑛−𝑟+1, 𝐵

(︀
𝑥𝑛𝑟+1

)︀)︀
. (9)

В работе [13] доказывается, что ассоциативные 𝑛-квазигруппы являются 1-слабо обрати-
мыми. Там же доказывается теорема о том, что конечные 1-слабо обратимые 𝑛-квазигруппы
(с точностью до эквивалентности) имеют вид (2), в котором 𝑐 = 𝑒 – единица группы (𝑋, ·).
Условия (3) при этом не накладываются. В результате, как следствие, получается новое дока-
зательство теоремы Поста–Глускина–Хоссу в случае конечных множеств𝑋. (Условия ассоциа-
тивности (1) остаётся применять к 𝑛-квазигруппам, эквивалентным 𝑛-квазигруппам специаль-
ного вида, задаваемого равенством (2) с 𝑐 = 𝑒.) Для бесконечных множеств 𝑋 справедливость
теоремы о таком же строении (2) для 1-слабо обратимых 𝑛-квазигрупп будет следовать из
формулируемой ниже теоремы 2.

Предложение 2. Если 𝑛-квазигруппа 𝑄 : 𝑋𝑛 → 𝑋 является (𝑖, 𝑗)-ассоциативной, то
она является (𝑗 − 𝑖)-слабо обратимой.

Основным результатом настоящей работы является теорема 2 о строении 𝑟-слабо обрати-
мых 𝑛-квазигрупп с 𝑟 < 𝑛

2 .

Теорема 2. Пусть (𝑋,𝑄) – конечная 𝑟-слабо обратимая 𝑛-квазигруппа, 𝑟 < 𝑛/2,
𝑛 = 𝑛𝑡 = 𝑛0 + 𝑡𝑟, 𝑡 > 0, 2𝑟 < 𝑛0 6 3𝑟. Тогда

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝑃𝑢0 ·𝑅𝑣0 · 𝜙(𝑃𝑢1 ·𝑅𝑣1) · 𝜙2(𝑃𝑢2 ·𝑅𝑣2) · ...
... · 𝜙𝑡(𝑃𝑢𝑡 ·𝑅𝑣𝑡) · 𝜙𝑡+1(𝑃𝑢𝑡+1 ·𝑅𝑣𝑡+1) · 𝜙𝑡+2(𝑃𝑢𝑡+2),

(10)

где: · – групповая операция на множестве 𝑋, 𝜙 ∈ Aut(𝑋, ·),
𝑃 : 𝑋𝑛0−2𝑟 → 𝑋 – (𝑛0 − 2𝑟)-квазигруппа, 𝑢𝑖 ∈ 𝑋𝑛0−2𝑟, 𝑖 = 0, 1, ... , 𝑡+ 2,
𝑅 : 𝑋3𝑟−𝑛0 → 𝑋 – (3𝑟 − 𝑛0)-квазигруппа, 𝑣𝑖 ∈ 𝑋3𝑟−𝑛0, 𝑖 = 0, 1, ... , 𝑡+ 1,
(𝑥𝑛1 ) = (𝑢0, 𝑣0, 𝑢1, 𝑣1, 𝑢2, 𝑣2, ... , 𝑢𝑡, 𝑣𝑡, 𝑢𝑡+1, 𝑣𝑡+1, 𝑢𝑡+2).

Теорема 2 будет доказана в § 3. Скобки вокруг аргументов отображений, как и в фор-
мулировке теоремы 2, будут опускаться, когда это возможно. Обратное к теореме 2 утвер-
ждение, очевидно, также справедливо. Для любых: групповой операции · на множестве 𝑋,
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𝜙 ∈ Aut(𝑋, ·), (𝑛0 − 2𝑟)-квазигруппы 𝑃 , (3𝑟 − 𝑛0)-квазигруппы 𝑅 𝑛-квазигруппа 𝑄, задавае-
мая равенством (10), будет 𝑟-слабо обратимой.

Выражение (10) позволяет убедиться, что из 𝑟-слабой обратимости 𝑛-квазигруппы 𝑄 сле-
дует её 𝛼𝑟-слабая обратимость для всех натуральных 𝛼 6 (𝑛 − 2)/𝑟. В этой связи возникает
(пока открытый) вопрос, будет ли 𝑛-квазигруппа 𝑄 𝑟-слабо обратимой, если она является
𝑟1- и 𝑟2-слабо обратимой, а 𝑟 =НОД(𝑟1, 𝑟2)?

Строение (𝑖, 𝑗)-ассоциативных 𝑛-квазигрупп (см. теорему 8.6 на стр. 210 в [2], а также
теорему 4 на стр. 77 работы [8]) показывает, что предложение 2 справедливо в более сильной
форме. Именно, следствием этих теорем является следующее предложение.

Предложение 3. Любая (𝑖, 𝑗)-ассоциативная 𝑛-квазигруппа является 𝑟-слабо обрати-

мой для 𝑟 =НОД(𝑖− 1, 𝑗 − 𝑖, 𝑛− 1).

Согласно теореме 8.6 монографии [2] дополнительные требования на выражение (10), обу-
словленные (𝑖, 𝑗)-ассоциативностью, заключаются (по аналогии с (2) и (3)) в домножении спра-
ва на элемент 𝑐 ∈ 𝑋, для которого 𝜙𝑡+2(𝑥) = 𝑐𝑥𝑐−1, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝜙𝑘/𝑟(𝑐) = 𝑐, где 𝑘 =НОД(𝑗−𝑖, 𝑛−1),
при этом, 𝑛 = 1 + (𝑡+ 2)𝑟, т.е. 𝑛0 − 2𝑟 = 1, и 𝑃 (𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋.

Теорема 2 показывает, что утверждаемое теоремой Поста – Глускина – Хоссу выражение
𝑛-квазигруппы с помощью автоморфизма групповой операции имеет место в менее жёстких
(и вполне естественных) предположениях, нежели ассоциативность и (𝑖, 𝑗)-ассоциативность.
Можно надеяться, что теорема 2 обеспечит более простое доказательство теоремы Белоусова
о строении (𝑖, 𝑗)-ассоциативных 𝑛-квазигрупп.

2. Доказательства вспомогательных утверждений

Как и во введении для 𝑛-квазигрупповой операции 𝑄 в этом параграфе иногда будет ис-
пользоваться обозначение 𝑄(𝑥𝑛1 ) = [𝑥1, ... , 𝑥𝑛].

2.1. Доказательтво предложения 1.
Доказательство. Вначале докажем достаточность. Пусть 𝑛-квазигруппа 𝑄 пред-

ставляется в виде (5) и
[︀
𝑎𝑠1, 𝑥

𝑠+𝜛
𝑠+1 (−𝑠), 𝑎𝑛𝑠+𝜛+1

]︀
=

[︀
𝑎𝑠1, 𝑦

𝑠+𝜛
𝑠+1 (−𝑠), 𝑎𝑛𝑠+𝜛+1

]︀
при каких-то

𝑎𝑠1 ∈ 𝑋𝑠, 𝑎𝑛𝑠+𝜛+1 ∈ 𝑋𝑛−𝑠−𝜛, 𝑥𝜛1 , 𝑦
𝜛
1 ∈ 𝑋𝜛. Полагая в (5) 𝐵 = 𝐷, имеем следующую цепоч-

ку импликаций.

𝐴
(︀
𝑎𝑠1, 𝐵(𝑥𝑠+𝜛

𝑠+1 (−𝑠)), 𝑎
𝑛
𝑠+𝜛+1

)︀
= 𝐴

(︀
𝑎𝑠1, 𝐵(𝑦𝑠+𝜛

𝑠+1 (−𝑠)), 𝑎𝑛𝑠+𝜛+1

)︀
⇒ 𝐵(𝑥𝜛1 ) = 𝐵(𝑦𝜛1 ) ⇒

⇒ 𝐶
(︀
𝑧𝑡1, 𝐵(𝑥𝑡+𝜛

𝑡+1 (−𝑡)), 𝑧
𝑛
𝑡+𝜛+1

)︀
= 𝐶

(︀
𝑧𝑡1, 𝐵(𝑦𝑡+𝜛

𝑡+1 (−𝑡)), 𝑧𝑛𝑡+𝜛+1

)︀
⇒

⇒
[︀
𝑧𝑡1, 𝑥

𝑡+𝜛
𝑡+1 (−𝑡), 𝑧

𝑛
𝑡+𝜛+1

]︀
=

[︀
𝑧𝑡1, 𝑦

𝑡+𝜛
𝑡+1 (−𝑡), 𝑧𝑛𝑡+𝜛+1

]︀
.

Здесь 𝑧𝑡1 ∈ 𝑋𝑡 и 𝑧𝑛𝑡+𝜛+1 ∈ 𝑋𝑛−𝑡−𝜛 могут быть произвольными, поэтому достаточность в
предложении 1 доказана.

Докажем необходимость. Пусть 𝑛-квазигруппа 𝑄 является (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимой. Для
заданного 𝑎 = 𝑎𝑛−𝜛

1 ∈ 𝑋𝑛−𝜛 элементы 𝑥𝜛1 , 𝑦
𝜛
1 ∈ 𝑋𝜛 объявим (𝑎, 𝑠)-эквивалентными, если

[𝑎𝑠1, 𝑥
𝜛+𝑠
𝑠+1 (−𝑠), 𝑎𝑛𝜛+𝑠+1(−𝜛)] = [𝑎𝑠1, 𝑦

𝜛+𝑠
𝑠+1 (−𝑠), 𝑎𝑛𝜛+𝑠+1(−𝜛)]. Согласно (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабой обратимо-

сти 𝑛-квазигруппы 𝑄, то же самое разбиение на классы эквивалентности имеем для (𝑧, 𝑡)-
эквивалентности на 𝑋𝜛, причём, для всех 𝑧 ∈ 𝑋𝑛−𝜛 оно одно и то же. Благодаря этому
разбиение на классы (𝑎, 𝑠)-эквивалентности не зависит от конкретного 𝑎 ∈ 𝑋𝑛−𝜛.

Определим отображения 𝐵 и 𝐷 из 𝑋𝜛 на 𝑋 одинаково на каждом классе эквива-
лентности и различно на разных классах эквивалентности, например, 𝐵(𝑥𝜛1 ) = 𝐷(𝑥𝜛1 ) =
= [𝑏𝑠1, 𝑥

𝜛+𝑠
𝑠+1 (−𝑠), 𝑏𝑛𝜛+𝑠+1(−𝜛)] для какого-либо 𝑏𝑛−𝜛

1 ∈ 𝑋𝑛−𝜛. Тогда 𝐵 и 𝐷 будут 𝜛-квазигруп-
пами, т.к. 𝑄 является 𝑛-квазигруппой, причём, 𝐵 ≃ 𝐷, т.к. они построены по одному и
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тому же разбиению множества 𝑋𝜛 на классы эквивалентности. Отображения 𝐴 и 𝐶 из
𝑋𝑛−𝜛+1 на 𝑋 зададим равенствами 𝐴

(︀
𝑧𝑠1, 𝑧, 𝑧

𝑛−𝜛+1
𝑠+2 (−1)

)︀
= 𝑄(𝑧𝑠1, 𝑥

𝜛+𝑠
𝑠+1 (−𝑠), 𝑧𝑛𝜛+𝑠+1(−𝜛)),

𝐶
(︀
𝑧𝑡1, 𝑧, 𝑧

𝑛−𝜛+1
𝑡+2 (−1)

)︀
= 𝑄(𝑧𝑡1, 𝑥

𝜛+𝑡
𝑡+1 (−𝑡), 𝑧𝑛𝜛+𝑡+1(−𝜛)), 𝐵(𝑥𝜛1 ) = 𝑧. Такие задания корректны,

потому как не зависят от конкретных 𝑥𝜛1 из классов эквивалентности 𝐵−1(𝑥𝜛1 ). Отображения
𝐴 и 𝐶 будут (𝑛−𝜛 + 1)-квазигруппами, т.к. 𝑄 является 𝑛-квазигруппой.

Предложение 1 доказано.
Следствие 1 вытекает непосредственно из выражения (5).
Доказательство представления (6) в следствии 2 совпадает с доказательством предложения

1 в случае 𝑡 = 𝑠.
2.2. Доказательтво следствия 3.
Доказательство. Пусть 𝑛-квазигруппа 𝑄 является (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимой и 𝑡 > 𝑠+𝜛.

По предложению 1 для некоторых (𝑛 − 𝜛 + 1)-квазигрупп ̂︀𝐴, ̂︀𝐶 и 𝜛-квазигруппы 𝐵 имеем
тождества

𝑄(𝑥𝑛1 ) =
̂︀𝐴(𝑥𝑠1, 𝐵(𝑥𝑠+𝜛

𝑠+1 ), 𝑥
𝑡
𝑠+𝜛+1, 𝑥

𝑡+𝜛
𝑡+1 , 𝑥

𝑛
𝑡+𝜛+1) =

= ̂︀𝐶(𝑥𝑠1, 𝑥𝑠+𝜛
𝑠+1 , 𝑥

𝑡
𝑠+𝜛+1, 𝐵(𝑥𝑡+𝜛

𝑡+1 ), 𝑥
𝑛
𝑡+𝜛+1).

(11)

В силу второго здесь тождества, после замены в аргументах отображения ̂︀𝐴 элемента 𝑥𝑡+𝜛
𝑡+1 на

любой элемент из 𝐵−1(𝑥𝑡+𝜛
𝑡+1 ), оставляя остальные компоненты в аргументах ̂︀𝐴 неизменными,

значение ̂︀𝐴 не изменится. В результате, по (𝑛−𝜛+1)-квазигруппе ̂︀𝐴 определяется (𝑛−2𝜛+2)-
квазигруппа 𝐴, для которой справедливо равенство̂︀𝐴(𝑥𝑠1, 𝐵(𝑥𝑠+𝜛

𝑠+1 ), 𝑥
𝑡
𝑠+𝜛+1, 𝑥

𝑡+𝜛
𝑡+1 , 𝑥

𝑛
𝑡+𝜛+1) =

= 𝐴(𝑥𝑠1, 𝐵(𝑥𝑠+𝜛
𝑠+1 ), 𝑥

𝑡
𝑠+𝜛+1, 𝐵(𝑥𝑡+𝜛

𝑡+1 ), 𝑥
𝑛
𝑡+𝜛+1).

(12)

Из равенств (11) и (12) получаем равенство (7).
Следствие 3 доказано.
2.3. Доказательтво теоремы 1.
Доказательство. Вначале докажем обратное утверждение в теореме 1. Пусть

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝐹
(︁
𝑥𝑠1,

̃︀𝑄 (︀
𝑥𝑡+𝜛
𝑠+1

)︀
, 𝑥𝑛𝑡+𝜛+1

)︁
, где 𝐹 – произвольная (𝑛 + 𝑠 − 𝑡 − 𝜛 + 1)-квазигруппа,

а ̃︀𝑄 – произвольная (𝑡 − 𝑠)-слабо обратимая (𝜛 + 𝑡 − 𝑠)-квазигруппа, 0 6 𝑠 < 𝑡 < 𝑠 + 𝜛,
𝑡+𝜛 6 𝑛. Покажем, что 𝑛-квазигруппа 𝑄 является (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимой.

Обозначим 𝑢 = 𝑥𝑠1, 𝑣 = 𝑥𝑡𝑠+1, 𝑤 = 𝑥𝑠+𝜛
𝑡+1 , 𝑦 = 𝑥𝑡+𝜛

𝑠+𝜛+1, 𝑧 = 𝑥𝑛𝑡+𝜛+1. Предположим, что

𝑄(𝑈, 𝑉,𝑊, 𝑌, 𝑍) = 𝑄(𝑈, 𝑉 ′,𝑊 ′, 𝑌, 𝑍) (13)

для некоторых
𝑈 ∈ 𝑋𝑠, 𝑉, 𝑉 ′ ∈ 𝑋𝑡−𝑠, 𝑊,𝑊 ′ ∈ 𝑋𝑠+𝜛−𝑡, 𝑌 ∈ 𝑋𝑡−𝑠, 𝑍 ∈ 𝑋𝑛−𝑡−𝜛.

Из (8) и (13) следует 𝐹
(︁
𝑈, ̃︀𝑄 (𝑉,𝑊, 𝑌 ) , 𝑍

)︁
= 𝐹

(︁
𝑈, ̃︀𝑄 (𝑉 ′,𝑊 ′, 𝑌 ) , 𝑍

)︁
, а значит и ̃︀𝑄 (𝑉,𝑊, 𝑌 ) =

= ̃︀𝑄 (𝑉 ′,𝑊 ′, 𝑌 ). В силу (𝑡 − 𝑠)-слабой обратимости (𝜛 + 𝑡 − 𝑠)-квазигруппы ̃︀𝑄 получаем ра-
венства ̃︀𝑄 (𝑣, 𝑉,𝑊 ) = ̃︀𝑄 (𝑣, 𝑉 ′,𝑊 ′) для всех 𝑣 ∈ 𝑋𝑡−𝑠, а, значит, и равенства

𝑄(𝑢, 𝑣, 𝑉,𝑊, 𝑧) = 𝐹
(︁
𝑢, ̃︀𝑄 (𝑣, 𝑉,𝑊 ) , 𝑧

)︁
=

= 𝐹
(︁
𝑢, ̃︀𝑄 (︀

𝑣, 𝑉 ′,𝑊 ′)︀ , 𝑧)︁ = 𝑄(𝑢, 𝑣, 𝑉 ′,𝑊 ′, 𝑧)

для всех 𝑢 ∈ 𝑋𝑠, 𝑣 ∈ 𝑋𝑡−𝑠, 𝑧 ∈ 𝑋𝑛−𝑡−𝜛.
Обратное утверждение в теореме 1 доказано.
Пусть, теперь, (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимая 𝑛-квазигруппа 𝑄 уже имеет вид (8) для некоторых

(𝑛+𝑠−𝑡−𝜛+1)-квазигруппы 𝐹 и (𝜛+𝑡−𝑠)-квазигруппы ̃︀𝑄. Докажем, что тогда ̃︀𝑄 будет (𝑡−𝑠)-
слабо обратимой (𝜛 + 𝑡 − 𝑠)-квазигруппой. Пусть ̃︀𝑄(𝑉,𝑊, 𝑌 ) = ̃︀𝑄(𝑉,𝑊 ′, 𝑌 ′) для некоторых



Слабо обратимые 𝑛-квазигруппы 311

𝑉 ∈ 𝑋𝑡−𝑠, 𝑊,𝑊 ′ ∈ 𝑋𝑠+𝜛−𝑡, 𝑌, 𝑌 ′ ∈ 𝑋𝑡−𝑠. Тогда

𝑄(𝑈, 𝑉,𝑊, 𝑌, 𝑍) = 𝐹 (𝑈, ̃︀𝑄(𝑉,𝑊, 𝑌 ), 𝑍) = 𝐹 (𝑈, ̃︀𝑄(𝑉,𝑊 ′, 𝑌 ′), 𝑍) =

= 𝑄(𝑈, 𝑉,𝑊 ′, 𝑌 ′, 𝑍), 𝑈 ∈ 𝑋𝑠, 𝑍 ∈ 𝑋𝑛−𝑡−𝜛.

В силу (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабой обратимости 𝑛-квазигруппы 𝑄 она будет (по следствию 1) и
(𝑡,𝜛, 𝑠)-слабо обратимой, поэтому 𝑄(𝑢,𝑊, 𝑌, 𝑦, 𝑧) = 𝑄(𝑢,𝑊 ′, 𝑌 ′, 𝑦, 𝑧) для всех 𝑢 ∈ 𝑋𝑠,
𝑦 ∈ 𝑋𝑡−𝑠, 𝑧 ∈ 𝑋𝑛−𝑡−𝜛. Тогда, согласно (8), 𝐹 (𝑢, ̃︀𝑄(𝑊,𝑌, 𝑦), 𝑧) = 𝐹 (𝑢, ̃︀𝑄(𝑊 ′, 𝑌 ′, 𝑦), 𝑧) и̃︀𝑄(𝑊,𝑌, 𝑦) = ̃︀𝑄(𝑊 ′, 𝑌 ′, 𝑦). Этим доказана (𝑡−𝑠)-слабая обратимость (𝜛+𝑡−𝑠)-квазигруппы ̃︀𝑄
в условиях представления (8). Для доказательства теоремы 1 остаётся доказать возможность
представления (8) в случае (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимости 𝑛-квазигруппы 𝑄 при 0 6 𝑠 < 𝑡 < 𝑠+𝜛.

Как и при доказательстве предложения 1 для 𝑚 = 𝜛 + 𝑡 − 𝑠 элементы 𝑥𝑚1 , 𝑦
𝑚
1 ∈ 𝑋𝑚

назовём (𝑎, 𝑠)-эквивалентными, 𝑎 = 𝑎𝑛−𝑚
1 ∈ 𝑋𝑛−𝑚, если 𝑄(𝑎𝑠1, 𝑥

𝜛+𝑡
𝑠+1 (−𝑠), 𝑎𝑛𝜛+𝑡+1(−𝑚)) =

= 𝑄(𝑎𝑠1, 𝑦
𝜛+𝑡
𝑠+1 (−𝑠), 𝑎𝑛𝜛+𝑡+1(−𝑚)). Представление (8) для 𝑛-квазигруппы 𝑄 будет иметь место,

если разбиение множества 𝑋𝑚 на классы (𝑎, 𝑠)-эквивалентности не зависит от конкретного 𝑎,
является одним и тем же для всех 𝑎 ∈ 𝑋𝑛−𝑚.

По предложению 1 для 𝑛-квазигруппы 𝑄 имеет место представление (5), согласно кото-
рому 𝑥 = 𝑥𝑚1 и 𝑦 = 𝑦𝑚1 будут (𝑎, 𝑠)-эквивалентными, если 𝐵(𝑥𝜛1 ) = 𝐵(𝑦𝜛1 ) и 𝑥𝑚𝜛+1 = 𝑦𝑚𝜛+1.
Такие 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑚 будем называть 𝐵-связанными. Аналогично, 𝑥 = 𝑥𝑚1 и 𝑦 = 𝑦𝑚1 будут (𝑎, 𝑠)-
эквивалентными, если 𝑥𝑡−𝑠

1 = 𝑦𝑡−𝑠
1 и 𝐷(𝑥𝑚𝑡−𝑠+1) = 𝐷(𝑦𝑚𝑡−𝑠+1). Такие 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑚 будем назы-

вать 𝐷-связанными. Два элемента 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑚 назовём связанными, если они являются или
𝐵-связанными или 𝐷-связанными. Отношение связанности на 𝑋𝑚 продолжим по транзитив-
ности. Связанные элементы 𝑋𝑚 являются (𝑎, 𝑠)-эквивалентными, но отношение связанности
не зависит от 𝑎 ∈ 𝑋𝑛−𝑚.

Зафиксируем некоторый элемент 𝑜 ∈ 𝑋 и номер 𝑗0 ∈ {1, ... , 𝑛}, 𝑡 + 1 6 𝑗0 6 𝑠 + 𝜛,
𝑡− 𝑠+1 6 𝑗0− 𝑠 6 𝜛. Через 𝑜𝑗𝑖 ∈ 𝑋𝑗−𝑖+1 обозначим последовательность из 𝑗− 𝑖+1 элементов,
равных 𝑜, а через 𝒪(𝑗0 − 𝑠) – подмножество в 𝑋𝑚, состоящее из элементов 𝑥𝑚1 = (𝑥1, ... , 𝑥𝑚),
для которых 𝑥𝑖 = 𝑜 для всех 𝑖 ∈ {1, ... , 𝑛}�{𝑗0 − 𝑠}, а 𝑥𝑗0−𝑠 ∈ 𝑋 может быть произвольным,

𝑥𝑚1 = (𝑜𝑗0−𝑠−1
1 , 𝑥𝑗0−𝑠

𝑗0−𝑠, 𝑜
𝑚
𝑗0−𝑠+1). Пара различных элементов из подмножества 𝒪(𝑗0− 𝑠) не может

быть связанной, т.к. она не может быть (𝑎, 𝑠)-эквивалентной.
Каждый элемент из 𝑋𝑚 связан с некоторым элементом из 𝒪(𝑗0 − 𝑠). Действительно, для

произвольного 𝑥 = 𝑥𝑚1 ∈ 𝑋𝑚, 𝑥 = (𝑥𝑡−𝑠
1 , 𝑥𝜛𝑡−𝑠+1, 𝑥

𝑚
𝜛+1), имеем 𝐵-связанный с ним элемент

�̃� ∈ 𝑋𝑚 вида �̃� = (𝑜𝑡−𝑠
1 , �̃�𝜛𝑡−𝑠+1, 𝑥

𝑚
𝜛+1), т.к. отображение 𝐵 является 𝜛-квазигруппой. В свою

очередь, элемент �̃� 𝐷-связен с элементом из 𝒪(𝑗0 − 𝑠) вида (𝑜𝑗0−𝑠−1
1 , �̂�, 𝑜𝑚𝑗0−𝑠+1), �̂� ∈ 𝑋, т.к.

отображение 𝐷 является 𝜛-квазигруппой.
В результате, множество 𝑋𝑚 разбивается на подмножества связанности, каждое из кото-

рых включено в некоторый класс (𝑎, 𝑠)-эквивалентности и пересекается с множеством 𝒪(𝑗0−𝑠)
ровно по одному элементу (𝑜𝑗0−𝑠−1

1 , �̂�, 𝑜𝑚𝑗0−𝑠+1). Классы (𝑎, 𝑠)-эквивалентности пересекаются с
множеством 𝒪(𝑗0−𝑠) тоже по одному элементу. Тем самым, отношение (𝑎, 𝑠)-эквивалентности
совпадает с отношением связанности. Но последнее не зависит от конкретного 𝑎 ∈ 𝑋𝑛−𝑚.

Теорема 1 доказана.
2.4. Доказательство предложения 2.
Доказательство. Пусть 𝑛-квазигруппа 𝑄 является (𝑖, 𝑗)-ассоциативной, 𝑖 < 𝑗. Прове-

рим, что она является (𝑗 − 𝑖)-слабо обратимой. Обозначим 𝑢 = 𝑥𝑖−1
1 , 𝑣 = 𝑥𝑗−1

𝑖 , 𝑤 = 𝑥𝑛+𝑖−1
𝑗 ,

𝑦 = 𝑥𝑛+𝑗−1
𝑛+𝑖 , 𝑧 = 𝑥2𝑛−1

𝑛+𝑗 . Пусть [𝑉,𝑊 ] = [𝑉,𝑊 ′] для некоторых 𝑉 ∈ 𝑋𝑗−𝑖,𝑊,𝑊 ′ ∈ 𝑋𝑛−𝑗+𝑖. Тогда

[𝑢, [𝑉,𝑊 ], 𝑦, 𝑧] = [𝑢, [𝑉,𝑊 ′], 𝑦, 𝑧] (14)

для произвольных 𝑢 ∈ 𝑋𝑖−1, 𝑦 ∈ 𝑋𝑗−𝑖, 𝑧 ∈ 𝑋𝑛−𝑗 . Применяя к обеим частям равен-
ства (14) условие (𝑖, 𝑗)-ассоциативности, получаем [𝑢, 𝑉, [𝑊, 𝑦], 𝑧] = [𝑢, 𝑉, [𝑊 ′, 𝑦], 𝑧] и, затем,
[𝑊, 𝑦] = [𝑊 ′, 𝑦]. Предложение 2 доказано.
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3. Строение 𝑟-слабо обратимых 𝑛-квазигрупп

В настоящем параграфе доказывается основная в работе теорема 2 о строении 𝑟-слабо
обратимых 𝑛-квазигрупп. В теореме 2 предполагается 𝑟 < 𝑛/2. В случае 𝑟 > 𝑛/2 𝑟-слабо
обратимые 𝑛-квазигруппы, как доказано в § 2, имеют вид (9). Теорема 2 вместе с теоремой 1,
следствиями 2 и 3 даёт исчерпывающее представление о строении (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабо обратимых
𝑛-квазигрупп в общем случае для 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 𝜛 > 1, 𝑠+𝜛 6 𝑛, 𝑡+𝜛 6 𝑛.

В настоящем параграфе для левых и правых сдвигов на элемент 𝑎 в множестве 𝑋 с группо-
вой операцией · будем использовать обозначения ℒ𝑎, ℛ𝑎 : 𝑋 → 𝑋, 𝑎 ∈ 𝑋, ℒ𝑎𝑥 = 𝑎𝑥, ℛ𝑎𝑥 = 𝑥𝑎,
𝑥 ∈ 𝑋. При произведениях отображений и подстановок действия будут производиться в по-
рядке справа налево. Скобки вокруг аргументов отображений будут опускаться, когда это
возможно.

В доказательстве теоремы 2 будет использована следующая простая лемма.

Лемма 1. Если для подстановок 𝜎, 𝜎1, 𝜎2 ∈ 𝑆𝑋 в группе 𝑋 выполняется тождество

𝜎(𝑥 · 𝑦) = 𝜎1𝑥 · 𝜎2𝑦, (15)

справедливое при любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, то для некоторых элементов 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 и автоморфизма

𝜓 ∈ Aut(𝑋, ·) имеем:
𝜎 = ℛ𝑎𝑏𝜓, (16)

𝜎1 = ℛ𝑎𝜓, (17)

𝜎2 = ℒ𝑎−1ℛ𝑎𝑏𝜓. (18)

Обратно, для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 и любого автоморфизма 𝜓 ∈ Aut(𝑋, ·) справедливо тождество

(15), в котором подстановки 𝜎, 𝜎1, 𝜎2 заданы равенствами (16), (17), (18).

Доказательство. Положим 𝑎 = 𝜎1𝑒, 𝑏 = 𝜎2𝑒, 𝑒 – единица группы, 𝜓 = ℛ𝑏−1𝑎−1𝜎. Полагая
в (15) сначала 𝑥 = 𝑒, затем 𝑦 = 𝑒, получаем 𝜎2 = ℒ𝑎−1𝜎, 𝜎1 = ℛ𝑏−1𝜎. Подставляя полученные
𝜎1, 𝜎2 в (15), убеждаемся, что 𝜓 = ℛ𝑏−1𝑎−1𝜎 ∈ Aut(𝑋, ·).

Лемма 1 доказана.

3.1. Доказательство теоремы 2.

Доказательство. Вместо равенства (10) будет доказываться чуть более слабое выра-
жение:

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝜏
[︀
𝑃𝑢0 ·𝑅𝑣0 · 𝜙(𝑃𝑢1 ·𝑅𝑣1) · 𝜙2(𝑃𝑢2 ·𝑅𝑣2) · ...

... · 𝜙𝑡(𝑃𝑢𝑡 ·𝑅𝑣𝑡) · 𝜙𝑡+1(𝑃𝑢𝑡+1 ·𝑅𝑣𝑡+1) · 𝜙𝑡+2(𝑃𝑢𝑡+2)
]︀ (19)

для некоторой подстановки 𝜏 ∈ 𝑆𝑋 . Напомним, что в равенстве (19):
· – групповая операция на множестве 𝑋, 𝜙 ∈ Aut(𝑋, ·),
𝑃 : 𝑋𝑛0−2𝑟 → 𝑋 – (𝑛0 − 2𝑟)-квазигруппа, 𝑢𝑖 ∈ 𝑋𝑛0−2𝑟, 𝑖 = 0, 1, ... , 𝑡+ 2,
𝑅 : 𝑋3𝑟−𝑛0 → 𝑋 – (3𝑟 − 𝑛0)-квазигруппа, 𝑣𝑖 ∈ 𝑋3𝑟−𝑛0 , 𝑖 = 0, 1, ... , 𝑡+ 1,

(𝑥𝑛1 ) = (𝑢0, 𝑣0, 𝑢1, 𝑣1, 𝑢2, 𝑣2, ... , 𝑢𝑡, 𝑣𝑡, 𝑢𝑡+1, 𝑣𝑡+1, 𝑢𝑡+2),

𝑛 = 𝑛𝑡 = 𝑛0 + 𝑡𝑟, 2𝑟 < 𝑛0 6 3𝑟, 𝑡 > 0, 𝑟 < 𝑛/2. (При 𝑛0 = 3𝑟 под 0-квазигруппой 𝑅 понимается
элемент множества 𝑋, 𝑅 ∈ 𝑋.)

Равенство (10) из (19) получается при переходе к групповой операции 𝑥*𝑦 = 𝜏(𝜏−1𝑥·𝜏−1𝑦).
Единицей будет 𝑒* = 𝜏(𝑒), если 𝑒 ∈ 𝑋 – единица группы (𝑋, ·). Вместо 𝜙, 𝑃 и 𝑅 будут высту-
пать, соответственно, 𝜑 = 𝜏𝜙𝜏−1 ∈ Aut(𝑋, *), ̃︀𝑃 = 𝜏𝑃 и ̃︀𝑅 = 𝜏𝑅. Полагая в (19) 𝜙 = 𝜏−1𝜑𝜏 ,
𝑃 = 𝜏−1 ̃︀𝑃 , 𝑅 = 𝜏−1 ̃︀𝑅 и 𝑥 ·𝑦 = 𝜏−1(𝜏𝑥* 𝜏𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, для 𝑄(𝑥𝑛1 ) получим выражение вида (10),

в котором вместо 𝜙, 𝑃, 𝑅, · выступают, соответственно, 𝜑, ̃︀𝑃 , ̃︀𝑅, *.
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Равенство (19) (при некоторых 𝜏, 𝑃, 𝑅, ·, 𝜙) для 𝑟-слабо обратимой 𝑛-квазигруппы 𝑄 до-
кажем индукцией по 𝑡 > 0. Вначале проверим индуктивный переход, затем проведём доказа-
тельство для 𝑡 = 0, когда 2𝑟 < 𝑛 6 3𝑟 или 𝑛/3 6 𝑟 < 𝑛/2.

Пусть 𝑡 > 0. По предложению 1 имеем тождество

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝐴(𝑥𝑟1, 𝐵(𝑥𝑛𝑟+1)) = 𝐶(𝐷(𝑥𝑛−𝑟
1 ), 𝑥𝑛𝑛−𝑟+1), (20)

справедливое для всех 𝑥𝑛1 ∈ 𝑋𝑛, в котором 𝐴 и 𝐶 – (𝑟 + 1)-квазигруппы, а 𝐵 и 𝐷 – (𝑛 − 𝑟)-
квазигруппы, причём, 𝐵 ≃ 𝐷, 𝐵 = 𝜋𝐷, 𝜋 ∈ 𝑆𝑋 . По теореме Хоссу (см. [20] или теорему 4.2 на
стр. 88 в [2]) из двух представлений (20) следует тождество

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝐾(𝑥𝑟1) ∘ 𝐿(𝑥𝑛−𝑟
𝑟+1 ) ∘𝑀(𝑥𝑛𝑛−𝑟+1), (21)

где: ∘ – групповая операция на 𝑋, 𝐾 и𝑀 – 𝑟-квазигруппы, 𝐿 – (𝑛−2𝑟)-квазигруппа. В нашем
случае (по доказательству предложения 1) дополнительно имеем тождество

𝐾(𝑥𝑟1) ∘ 𝐿(𝑥𝑛−𝑟
𝑟+1 ) = 𝜋(𝐿(𝑥𝑛−2𝑟

1 ) ∘𝑀(𝑥𝑛−𝑟
𝑛−2𝑟+1)), 𝜋 ∈ 𝑆𝑋 . (22)

Проверим, что 𝑄′(𝑥𝑛−𝑟
1 ) = 𝐾(𝑥𝑟1) ∘ 𝐿(𝑥

𝑛−𝑟
𝑟+1 ) тоже является 𝑟-слабо обратимой (𝑛 − 𝑟)-

квазигруппой, 𝑛− 𝑟 = 𝑛0 + (𝑡− 1)𝑟 = 𝑛𝑡−1. Пусть

𝐾(𝑎𝑟1) ∘ 𝐿(𝑥𝑛−𝑟
𝑟+1 ) = 𝐾(𝑎𝑟1) ∘ 𝐿(𝑦𝑛−𝑟

𝑟+1 ).

Тогда справедливо равенство

𝐾(𝑎𝑟1) ∘ 𝐿(𝑥𝑛−𝑟
𝑟+1 ) ∘𝑀(𝑧𝑛𝑛−𝑟+1) = 𝐾(𝑎𝑟1) ∘ 𝐿(𝑦𝑛−𝑟

𝑟+1 ) ∘𝑀(𝑧𝑛𝑛−𝑟+1) (23)

для всех 𝑧𝑛𝑛−𝑟+1 ∈ 𝑋𝑟. Согласно (21) и в силу 𝑟-слабой обратимости 𝑛-квазигруппы 𝑄 из
равенств (23) следуют равенства

𝐾(𝑥2𝑟𝑟+1) ∘ 𝐿(𝑥𝑛−𝑟
2𝑟+1, 𝑧

𝑛
𝑛−𝑟+1) ∘𝑀(𝑧𝑛+𝑟

𝑛+1) = 𝐾(𝑦2𝑟𝑟+1) ∘ 𝐿(𝑦𝑛−𝑟
2𝑟+1, 𝑧

𝑛
𝑛−𝑟+1) ∘𝑀(𝑧𝑛+𝑟

𝑛+1),

справедливые для всех 𝑧𝑛+𝑟
𝑛−𝑟+1 ∈ 𝑋2𝑟, из которых, в свою очередь, следуют равенства

𝐾(𝑥2𝑟𝑟+1) ∘ 𝐿(𝑥𝑛−𝑟
2𝑟+1, 𝑧

𝑛
𝑛−𝑟+1) = 𝐾(𝑦2𝑟𝑟+1) ∘ 𝐿(𝑦𝑛−𝑟

2𝑟+1, 𝑧
𝑛
𝑛−𝑟+1),

справедливые для всех 𝑧𝑛𝑛−𝑟+1 ∈ 𝑋𝑟. Таким образом, (𝑛 − 𝑟)-квазигруппа 𝑄′(𝑥𝑛−𝑟
1 ) =

= 𝐾(𝑥𝑟1) ∘ 𝐿(𝑥
𝑛−𝑟
𝑟+1 ) является 𝑟-слабо обратимой и к ней можно применять предположение

индукции. Тогда из равенств (21), (19) и (20) получим тождества

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝜏 ′
[︀
𝑃𝑢0 ·𝑅𝑣0 · 𝜙(𝑃𝑢1 ·𝑅𝑣1) · 𝜙2(𝑃𝑢2 ·𝑅𝑣2) · ...

... · 𝜙𝑡(𝑃𝑢𝑡 ·𝑅𝑣𝑡) · 𝜙𝑡+1𝑃𝑢𝑡+1

]︀
∘𝑀(𝑣𝑡+1, 𝑢𝑡+2) =

= 𝐴(𝑢0, 𝑣0, 𝐵(𝑢1, 𝑣1, ... , 𝑢𝑡+1, 𝑣𝑡+1, 𝑢𝑡+2)) =

= 𝐶(𝐷(𝑢0, 𝑣0, 𝑢1, 𝑣1, ... , 𝑢𝑡, 𝑣𝑡, 𝑢𝑡+1), 𝑣𝑡+1, 𝑢𝑡+2).

(24)

Здесь: 𝜏 ′ ∈ 𝑆𝑋 , · – групповая операция на множестве 𝑋, отличная вообще говоря от ∘, 𝑃 –
(3𝑟 − 𝑛0)-квазигруппа, 𝑅 – (𝑛0 − 2𝑟)-квазигруппа, 𝜙 ∈ Aut(𝑋, ·).

Полагая в (24) 𝑀(𝑣𝑡+1, 𝑢𝑡+2) = 𝑒∘, получим выражение для 𝐷(𝑢0, 𝑣0, 𝑢1, 𝑣1, ... , 𝑢𝑡, 𝑣𝑡, 𝑢𝑡+1).
Полагая же в (24) 𝑃𝑢0 · 𝑅𝑣0 = 𝑒 и уменьшая индексы на единицу, получим выражение
для 𝐵(𝑢0, 𝑣0, 𝑢1, 𝑣1, ... , 𝑢𝑡, 𝑣𝑡, 𝑢𝑡+1). После этого с учётом эквивалентности 𝐷 ≃ 𝐵 получим
тождество

𝜌𝜏 ′
[︀
𝑃𝑢0 ·𝑅𝑣0 · 𝜙(𝑃𝑢1 ·𝑅𝑣1) · ... · 𝜙𝑡(𝑃𝑢𝑡 ·𝑅𝑣𝑡) · 𝜙𝑡+1𝑃𝑢𝑡+1

]︀
=

= 𝜏 ′
[︀
𝜙(𝑃𝑢0 ·𝑅𝑣0) · 𝜙2(𝑃𝑢1 ·𝑅𝑣1) · ...

... · 𝜙𝑡(𝑃𝑢𝑡−1 ·𝑅𝑣𝑡−1) · 𝜙𝑡+1𝑃𝑢𝑡
]︀
∘𝑀(𝑣𝑡, 𝑢𝑡+1),

(25)
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справедливое при некоторой подстановке 𝜌 ∈ 𝑆𝑋 . Левая часть в (25) эквивалентна (𝑛 − 𝑟)-
квазигруппе 𝐷, а правая часть эквивалентна (𝑛− 𝑟)-квазигруппе 𝐵.

Обозначим

𝒳 = 𝑃𝑢0 ·𝑅𝑣0 · 𝜙(𝑃𝑢1 ·𝑅𝑣1) · ... · 𝜙𝑡−1(𝑃𝑢𝑡−1 ·𝑅𝑣𝑡−1) · 𝜙𝑡𝑃𝑢𝑡.

Тождество (25) перепишется в виде

𝜌𝜏 ′
[︀
𝒳 · 𝜙𝑡𝑅𝑣𝑡 · 𝜙𝑡+1𝑃𝑢𝑡+1

]︀
= 𝜏 ′𝜙𝒳 ∘𝑀(𝑣𝑡, 𝑢𝑡+1), (26)

где 𝒳 , 𝑣𝑡, 𝑢𝑡+1 ∈ 𝑋 – произвольные. Полагая

𝒴 = 𝜙−1(𝒳 · 𝜙𝑡𝑅𝑣𝑡 · 𝜙𝑡+1𝑃𝑢𝑡+1),

из (24) и (26) получаем

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝜏 ′𝜙𝒴 ∘𝑀(𝑣𝑡+1, 𝑢𝑡+2) = 𝜌𝜏 ′[𝒴 · 𝜙𝑡𝑅𝑣𝑡+1 · 𝜙𝑡+1𝑃𝑢𝑡+2] =

= 𝜌𝜏 ′𝜙−1[𝒳 · 𝜙𝑡𝑅𝑣𝑡 · 𝜙𝑡+1𝑃𝑢𝑡+1 · 𝜙𝑡+1𝑅𝑣𝑡+1 · 𝜙𝑡+2𝑃𝑢𝑡+2].

В результате имеем представление (19) с 𝜏 = 𝜌𝜏 ′𝜙−1.
Справедливость индуктивного перехода доказана.
Осталось теорему 2 доказать для 𝑡 = 0 (начало индукции). Тогда 𝑛 = 𝑛0 = 3(𝑛 − 2𝑟)+

+2(3𝑟 − 𝑛), 2𝑟 < 𝑛 6 3𝑟, 𝑛/3 6 𝑟 < 𝑛/2, (𝑥𝑛1 ) = (𝑢0, 𝑣0, 𝑢1, 𝑣1, 𝑢2),𝑢0, 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑋𝑛−2𝑟,
𝑣0, 𝑣1 ∈ 𝑋3𝑟−𝑛. Необходимо убедиться, что для 𝑟-слабо обратимых 𝑛-квазигрупп 𝑄 при та-
ких соотношениях между 𝑛 и 𝑟 имеет место тождество

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝜏 [𝑃𝑢0 ·𝑅𝑣0 · 𝜙(𝑃𝑢1 ·𝑅𝑣1) · 𝜙2𝑃𝑢2] (27)

при некоторых 𝜏 ∈ 𝑆𝑋 , групповой операции · на 𝑋, 𝜙 ∈ Aut(𝑋, ·), (𝑛 − 2𝑟)-квазигруппе 𝑃 и
(3𝑟 − 𝑛)-квазигруппе 𝑅.

Согласно (21) и (22) имеем:

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝐾(𝑢0, 𝑣0) · 𝐿𝑢1 ·𝑀(𝑣1, 𝑢2), (28)

𝐾(𝑢0, 𝑣0) · 𝐿𝑢1 = 𝜋[𝐿𝑢0 ·𝑀(𝑣0, 𝑢1)], (29)

где: · – групповая операция на 𝑋 c единицей 𝑒 ∈ 𝑋, 𝐾 и 𝑀 – 𝑟-квазигруппы, 𝐿 – (𝑛 − 2𝑟)-
квазигруппа, 𝜋 ∈ 𝑆𝑋 . Полагая в (29) 𝐿𝑢0 = 𝑒, получаем

𝑀(𝑣0, 𝑢1) = 𝜋−1(𝒜𝑣0 · 𝐿𝑢1), (30)

где 𝒜 – некоторая (3𝑟 − 𝑛)-квазигруппа. Аналогично, полагая в (29) 𝐿𝑢1 = 𝑒, получаем

𝐾(𝑢0, 𝑣0) = 𝜋(𝐿𝑢0 · ℬ𝑣0), (31)

где ℬ – некоторая (3𝑟 − 𝑛)-квазигруппа. Полагая 𝐿𝑢0 = 𝑥, 𝐿𝑢1 = 𝑦, с учётом (30) и (31) из
(29) получаем

𝜋(𝑥 · ℬ𝑣0) · 𝑦 = 𝜋[𝑥 · 𝜋−1(𝒜𝑣0 · 𝑦)]. (32)

При 𝑥 = 𝑦 = 𝑒 из (32) следует
𝒜 = 𝜋ℬ. (33)

Пусть далее 3𝑟 − 𝑛 > 0. Полагая в (32) ℬ𝑣0 = 𝑒 и обозначая 𝜋𝑒 = 𝑐, 𝜋𝑥 = 𝑧, получаем

𝜋−1(𝑧 · 𝑦) = 𝜋−1(𝑧) · 𝜋−1ℒ𝑐𝑦.
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Согласно лемме 1 из последнего тождества, справедливого для произвольных 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑋, полу-
чаем

𝜋−1 = ℛ𝑎𝑏 𝜙 = ℛ𝑎 𝜙, 𝜋−1ℒ𝑐 = ℒ𝑎−1ℛ𝑎𝑏 𝜙

для некоторых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 и 𝜙 ∈ Aut(𝑋, ·). Из полученных равенств следует:

𝑏 = 𝑒, 𝜋−1 = 𝜓−1ℒ𝑐−1 , 𝜋 = ℒ𝑐 𝜓, 𝜓 ∈ Aut(𝑋, ·).

Из (31), (30) и (28) теперь получаем

𝐾(𝑢0, 𝑣0) = ℒ𝑐𝜓(𝐿𝑢0 · ℬ𝑣0), 𝑀(𝑣0, 𝑢1) = ℬ𝑣0 · 𝜓−1𝐿𝑢1,

𝑄(𝑥𝑛1 ) = ℒ𝑐 𝜓(𝐿𝑢0 · ℬ𝑣0) · 𝐿𝑢1 · ℬ𝑣1 · 𝜓−1𝐿𝑢2.

В результате имеем представление (27), в котором 𝜏 = ℒ𝑐 𝜓, 𝜙 = 𝜓−1, 𝑃 = 𝐿, 𝑅 = ℬ.
Осталось рассмотреть случай 𝑛 = 3𝑟. Тогда конец вывода представления (27) проведём

особо. В этом случае во всех рассуждениях, предшествующих формуле (33), можно считать
𝒜𝑣0 = 𝒜 ∈ 𝑋, ℬ𝑣0 = ℬ ∈ 𝑋. Выражения (28) – (33) тогда примут следующий вид:

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝐾𝑢0 · 𝐿𝑢1 ·𝑀𝑢2, 𝐾𝑢0 · 𝐿𝑢1 = 𝜋(𝐿𝑢0 ·𝑀𝑢1),

𝑀𝑢1 = 𝜋−1(𝐴 · 𝐿𝑢1), 𝐾𝑢0 = 𝜋(𝐿𝑢0 · ℬ),
𝜋ℬ = 𝒜, 𝜋ℛℬ𝑥 · 𝑦 = 𝜋(𝑥 · 𝜋−1ℒ𝜋ℬ𝑦).

(34)

Полагая в последнем из этих равенств 𝜋ℛℬ𝑥 = 𝑧, получаем

𝜋−1(𝑧 · 𝑦) = ℛ
ℬ−1𝜋

−1𝑧 · 𝜋−1ℒ𝜋ℬ𝑦.

Применяя лемму 1 к полученному тождеству, справедливому при всех 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑋, для некоторых
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋, 𝜙 ∈ Aut(𝑋, ·) получаем

𝜋−1 = ℛ𝑎𝑏 𝜙, ℛ
𝐵−1𝜋

−1 = ℛ𝑎 𝜙, 𝜋−1ℒ𝜋𝐵 = ℒ𝑎−1ℛ𝑎𝑏 𝜙.

Из этих равенств следует:

𝜋 = 𝜙−1ℛ𝑏−1𝑎−1 , ℬ = 𝑏, 𝒜 = 𝜋ℬ = 𝜙−1(𝑎−1). (35)

Из равенств (34), (35) следует

𝑄(𝑥𝑛1 ) = 𝐾𝑢0 · 𝐿𝑢1 ·𝑀𝑢2 = 𝜋(𝐿𝑢0 · ℬ) · 𝐿𝑢1 · 𝜋−1(𝐴 · 𝐿𝑢2) =
= 𝜙−1(𝐿𝑢0 · 𝑏 · 𝑏−1𝑎−1) · 𝐿𝑢1 · 𝜙(𝜙−1(𝑎−1) · 𝐿𝑢2) · 𝑎𝑏 =

= 𝜙−1(𝐿𝑢0 · 𝑎−1) · 𝐿𝑢1 · 𝑎−1 · 𝜙(𝐿𝑢2) · 𝑎𝑏 =
= ℛ𝑎𝑏 𝜙

−1[𝐿𝑢0 · 𝑎−1 · 𝜙(𝐿𝑢1 · 𝑎−1) · 𝜙2(𝐿𝑢2)].

В результате получили выражение (27), в котором 𝜏 = ℛ𝑎𝑏 𝜙
−1, 𝑃 = 𝐿, 𝑅 = 𝑎−1.

Терема 2 полностью доказана.

4. Заключение

Введённое в работе новое достаточно естественное понятие (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабой обратимости
для 𝑛-квазигрупп, определённых на конечном множестве 𝑋, означает, что из равенства
[�̄�𝑦�̄�] = [�̄�𝑧�̄�], �̄� ∈ 𝑋𝑠, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋𝜛, �̄� ∈ 𝑋𝑛−𝑠−𝜛, следует тождество [�̄�𝑦𝑣] = [�̄�𝑧𝑣], выполнен-
ное для всех �̄� ∈ 𝑋𝑡, 𝑣 ∈ 𝑋𝑛−𝑡−𝜛. Наиболее содержательным это понятие оказалось для 𝑡 = 0,
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𝑠 = 𝑟 < 𝑛/2, 𝜛 = 𝑛 − 𝑟, называемом тогда 𝑟-слабой обратимостью. Известный класс (𝑖, 𝑗)-
ассоциативных 𝑛-квазигрупп, 1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑛, содержится в классе 𝑟-слабо обратимых, 𝑟 = 𝑗− 𝑖.
(В тождестве ассоциативности внутренние скобки стоят на местах 𝑖 и 𝑗.) Класс 𝑟-слабо обра-
тимых 𝑛-квазигрупп гораздо шире и имеет более лаконичное задание, наследуемое от теоремы
Поста–Глускина–Хоссу, без дополнительных условий, требуемых в случае ассоциативности и
(𝑖, 𝑗)-ассоциативности. Это не случайно. Понятие ассоциативности при 𝑛 > 3 более искусствен-
но, по сравнению с (𝑠,𝜛, 𝑡)-слабой обратимостью, имеющей практическое происхождение.

Автор выражает благодарность А.В. Черёмушкину за внимательное прочтение статьи и
высказанные замечания.
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