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Аннотация

В статье доказано, что к заданному действительному числу 𝑁 > 𝑁0(𝜀) можно подойти
суммой квадратов трех простых чисел на расстояние не большее, чем 𝐻 = 𝑁217/768+𝜀 и

можно подойти суммой четырех квадратов простых чисел на расстояние не большее, чем

𝐻 = 𝑁1519/9216+𝜀, где 𝜀 – произвольное положительное число.
Данные результаты получены при помощи плотностной техники, разра-

ботанной Ю.В. Линником в 1940-х годах. Плотностная техника основана на применении

явных формул, выражающих суммы по простым числам, через суммы по нетривиальным

нулям дзета-функции Римана и использовании плотностных теорем – оценок количества

нетривиальных нулей дзета-функции, лежащих в критической полосе и таких, что их ре-

альная часть больше некоторого 𝜎, где 1 > 𝜎 ≥ 1/2.
Содержащиеся в статье результаты основаны на применении современных плотностных

теорем, полученных А. Ивичем. Кроме того, при доказательстве была использована тео-

рема Бейкера, Хармана, Пинтца: к заданному действительному числу 𝑁 > 𝑁0(𝜀) можно
подойти простым числом на расстояние не большее, чем 𝐻 = 𝑁21/40+𝜀. Также использо-

ван результат полученный ранее автором: к заданному действительному числу 𝑁 > 𝑁0(𝜀)
можно подойти суммой квадратов двух простых чисел на расстояние не большее, чем

𝐻 = 𝑁31/64+𝜀.
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Abstract

In the article it is proved that a given real number 𝑁 > 𝑁0(𝜀) can be approached by the sum
of squares of three primes by a distance not exceeding 𝐻 = 𝑁217/768+𝜀 and can be approached

by the sum of four squares of primes by a distance no greater than 𝐻 = 𝑁1519/9216+𝜀, where 𝜀
is an arbitrary positive number.

These results were obtained using the density technique developed by Yu.V. Linnik in

the 1940s. The density technique is based on applying explicit formulas expressing sums over

prime numbers with sums over nontrivial zeros of the Riemann zeta function and using density

theorems that estimate the number of nontrivial zeros of the zeta function lying in the critical

strip such that their real part is greater than some 𝜎, 1 > 𝜎 ≥ 1/2.
The results obtained in this paper are based on the application of modern density theorems

obtained by A. Ivich. In addition, the proof used the theorem of Baker, Harman, and Pintz: one

can approach a given real number 𝑁 > 𝑁0(𝜀) by a prime number by a distance no more than

𝐻 = 𝑁21/40+𝜀. Also, the following result obtained by the author is used: one can approach a

given real number 𝑁 > 𝑁0(𝜀) by the sum of squares of two prime numbers by a distance no

greater than 𝐻 = 𝑁31/64+𝜀.
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1. Введение

Пусть 𝑁(𝜎, 𝑇 ) – число нетривиальных нулей 𝜁(𝑠) в прямоугольнике 𝜎 ≤ 𝑅𝑒𝑠 < 1,
0 < 𝐼𝑚𝑠 ≤ 𝑇.

Оценки вида

𝑁(𝜎, 𝑇 ) ≪ 𝑇 2𝜆(1−𝜎) ln𝑐 𝑇, 𝑐 ≥ 1 (1)

называются плотностными теоремами.

В 1972 году Хаксли [1] получил значение 𝜆 = 6/5 на всем промежутке 1/2 ≤ 𝜎 < 1.
Константа 𝑐 играет меньшую роль. В работе [2] показано, что 𝑐 ≤ 18.2. Оценки для 𝜆 = 𝜆(𝜎)
при различных значениях 𝜎 рассмотрены в работах А.Ивича [3]–[6].

В сороковых годах двадцатого века Ю.В. Линник [7], [8] разработал новую технику реше-
ния задач с простыми числами, основанную на явных формулах и плотностных теоремах. Эта
техника получила название плотностной.

В монографии С.М. Воронина и А.А. Карацубы [9] с использованием плотностной техники
доказано, что неравенство |𝑝−𝑁 | ≤ 𝐻 разрешимо в простых числах при
𝐻 > 𝑁1−(2𝜆)−1

exp(ln0.8𝑁) для любого достаточно большого 𝑁 , где 𝜆 – константа из плотност-
ной теоремы (1).

Позднее, с привлечением метода решета, был получен следующий результата о "близости"
простого числа к произвольному действительному [10]: доказано, что неравенство |𝑝−𝑁 | ≤ 𝐻
разрешимо в простых числах при

𝐻 > 𝑁21/40+𝜀 (2)

для любого𝑁 > 𝑁0(𝜀), где 𝜀 – произвольное положительное число; для числа решений данного
неравенства справедлива оценка 𝐽(𝑁,𝐻) ≫ 𝐻/ ln𝑁.

В 2006 году в работе [11] В.В. Гирько и С.А. Гриценко при помощи плотностной техники
доказали следующую теорему:
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Теорема 1. Пусть 𝜆 – константа из плотностной теоремы (1). Если

𝐻 > 𝑁1−(2𝜆)−1
exp(ln0.8𝑁), то неравенство

|𝑝21 + 𝑝22 −𝑁 | ≤ 𝐻,

разрешимо в простых числах 𝑝1 и 𝑝2.

Для числа решений данного неравенства справедлива оценка 𝐼(𝑁,𝐻) ≫ 𝐻
ln𝑁 .

В 2012 году в работе [12] С.А. Гриценко и Н.Т. Ча при помощи плотностной техники
получили следующие результаты.

Теорема 2. Если 𝐻 >
√
𝑁 exp(ln−0.1𝑁), то неравенство

|𝑝21 + 𝑝22 −𝑁 | ≤ 𝐻,

разрешимо в простых числах 𝑝1 и 𝑝2.

Теорема 3. Пусть 𝜆 – константа из плотностной теоремы (1). Если

𝐻 > 𝑁 (1−(2𝜆)−1)2 exp(ln0.8𝑁), то неравенство

|𝑝21 + 𝑝22 + 𝑝23 −𝑁 | ≤ 𝐻,

разрешимо в простых числах 𝑝1, 𝑝2 и 𝑝3.

В 2018 году автором получено следующее утверждение [13], [14].

Теорема 4. Пусть 𝜀 – произвольное положительное число. Если 𝐻 > 𝑁
31
64

+𝜀, то нера-

венство

|𝑝21 + 𝑝22 −𝑁 | ≤ 𝐻,

разрешимо в простых числах 𝑝1 и 𝑝2 для любого 𝑁 > 𝑁0(𝜀).

Для числа решений данного неравенства справедлива оценка 𝐽(𝑁,𝑁1, 𝐻) ≫ 𝐻
√
𝑁1√

𝑁 ln2 𝑁
, где

𝑁1 = 𝑁61/80+𝜀1, 𝜀1 = 𝜀1(𝜀) > 0.

Основными результатами данной статьи являются следующие теоремы.

Теорема 5. Пусть 𝜀 > 0 – произвольное положительное число, 𝜆 – константа из

плотностной теоремы (1). Если 𝐻 > 𝑁
31
64

·(1−(2𝜆)−1)+𝜀, то неравенство

|𝑝21 + 𝑝22 + 𝑝23 −𝑁 | ≤ 𝐻,

разрешимо в простых числах 𝑝1, 𝑝2 и 𝑝3 для любого 𝑁 > 𝑁0(𝜀).

Теорема 6. Пусть 𝜀 > 0 – произвольное положительное число, 𝜆 – константа из

плотностной теоремы (1). Если 𝐻 > 𝑁
31
64

·(1−(2𝜆)−1)2+𝜀, то неравенство

|𝑝21 + 𝑝22 + 𝑝23 + 𝑝24 −𝑁 | ≤ 𝐻,

разрешимо в простых числах 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 и 𝑝4 для любого 𝑁 > 𝑁0(𝜀).
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2. Основной текст статьи

2.1. Леммы

Лемма 1. (Явная формула) Пусть 2 ≤ 𝑇 ≤ 𝑥. Тогда

𝜓(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

Λ(𝑛) = 𝑥−
∑︁

|𝐼𝑚𝜌|≤𝑇

𝑥𝜌

𝜌
+𝑂

(︂
𝑥 ln2 𝑥

𝑇

)︂
,

где 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 – нули 𝜁(𝑠) в критической полосе.

Доказательство см. в [15], Глава 5.

Лемма 2. При 𝑇 ≥ 2 справедливы оценки∑︁
|𝛾−𝑇 |≤1

1 = 𝑂(ln𝑇 ),
∑︁

|𝛾−𝑇 |>1

1

|𝛾 − 𝑇 |
= 𝑂(ln2 𝑇 ).

Доказательство см. в [15], Глава 4.

Лемма 3. Существует абсолютная постоянная 𝑐1 > 0 такая, что 𝜁(𝑠) ̸= 0 в области

𝜎 ≥ 1− 𝑐1

ln2/3 |𝑇 |(ln ln |𝑇 |)1/3
, где |𝑇 | ≥ 10.

Доказательство см. в [15], Глава 6.

Лемма 4. Пусть 𝑁 > 𝑁0(𝜀), 𝑁1 = 𝑁61/80+𝜀, 𝑁2 = 𝑁31/64+𝜀, 𝐻 ≫ 𝑁1/4. Тогда при любом

𝑁2/2 ≤ 𝑋 ≤ 2𝑁2 справедлива оценка:

∑︁
𝑁−2𝑁1<𝑛2≤𝑁−𝑁1

∑︁
𝑁−𝑛2−2𝑁2<𝑘2≤𝑁−𝑛2−𝑁2

∑︁
𝑋−𝐻<𝑁−𝑛2−𝑘2≤𝑋+𝐻

1 ≪ 𝐻

√︂
𝑁1

𝑁
.

Доказательство. Запишем

𝑛 =
√
𝑁 − 𝑡1,

𝑁1√
𝑁

≪ 𝑡1 ≪
𝑁1√
𝑁

;

𝑘 =
√︀
𝑁 − 𝑛2 − 𝑡2,

𝑁2√
𝑁1

≪ 𝑡2 ≪
𝑁2√
𝑁1

.

Рассмотрим сумму 𝑛2 + 𝑘2. Имеем

𝑛2 + 𝑘2 = 𝑁 − 2𝑡1
√
𝑁 + 𝑡21 + 2𝑡1

√
𝑁 − 𝑡21 + 2𝑡2

√︁
2𝑡1

√
𝑁 − 𝑡21 + 𝑡22 = 𝑁 + 2𝑡2

√︁
2𝑡1

√
𝑁 − 𝑡21 + 𝑡22.

Заметим, что 𝑡22 ≍ 𝑁2
2 /𝑁1 ≪ 𝑁1/4 ≪ 𝐻. Следовательно, справедлива оценка∑︁

𝑋−𝐻<𝑁−𝑛2−𝑘2≤𝑋+𝐻

1 =
∑︁

𝑋−𝐻<2𝑡2
√

2𝑡1
√
𝑁−𝑡21+𝑡22≤𝑋+𝐻

1 ≪

≪
∑︁

𝑋−2𝐻<2𝑡2
√

2𝑡1
√
𝑁−𝑡21≤𝑋+2𝐻

1.
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Зафиксируем некоторое значение 𝑁2/2 ≤ 𝑋 ≤ 2𝑁2 и некоторую пару 𝑡2 и 𝑡1, такую что

𝑋 − 2𝐻 < 2𝑡2

√︁
2𝑡1

√
𝑁 − 𝑡21 ≤ 𝑋 + 2𝐻. (3)

Если при данном 𝑋 ни одной такой пары не существует, то утверждение леммы при этом 𝑋
очевидно справедливо.

Пусть теперь дана некоторая произвольная пара 𝑡′2 и 𝑡′1. Для оценки числа решений (3)
достаточно оценить количество различных пар 𝑡′2 и 𝑡

′
1, при которых

−2𝐻 ≤ 2𝑡′2

√︁
2𝑡′1

√
𝑁 − (𝑡′1)

2 − 2𝑡2

√︁
2𝑡1

√
𝑁 − (𝑡1)2 ≤ 2𝐻,

то есть

−𝐻 ≤ 𝑡′2

√︁
2𝑡′1

√
𝑁 − (𝑡′1)

2 − 𝑡2

√︁
2𝑡1

√
𝑁 − (𝑡1)2 ≤ 𝐻.

Домножим все части неравенства на неотрицательную величину

𝑡′2

√︁
2𝑡′1

√
𝑁 − (𝑡′1)

2 + 𝑡2

√︁
2𝑡1

√
𝑁 − (𝑡1)2.

Заметим, что указанная величина при всех допустимых значениях 𝑡2, 𝑡1, 𝑡
′
2 и 𝑡′1 имеет

порядок 𝑁2 и не превосходит 4𝑁2.

Тогда достаточно оценить сверху число решений⃒⃒⃒
(𝑡′2)

2(2𝑡′1
√
𝑁 − (𝑡′1)

2)− 𝑡22(2𝑡1
√
𝑁 − (𝑡1)

2)
⃒⃒⃒
≤ 4𝐻𝑁2. (4)

Справедливы оценки

(𝑡′2𝑡
′
1)

2 ≪ 𝑁2𝑁
2
2

𝑁
< 2𝐻𝑁2;

(𝑡2𝑡1)
2 ≪ 𝑁2𝑁

2
2

𝑁
< 2𝐻𝑁2.

Следовательно, число решений (4) не превосходит числа решений

⃒⃒
(𝑡′2)

2𝑡′1 − 𝑡22𝑡1
⃒⃒
≤ 3𝐻𝑁2√

𝑁
. (5)

Зафиксируем 𝑡′2. Тогда (5) может быть разрешено относительно 𝑡
′
1:⃒⃒⃒⃒

⃒𝑡′1 −
(︂
𝑡2
𝑡′2

)︂2

𝑡1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 3𝐻𝑁2√

𝑁(𝑡′2)
2
.

Вариантов выбора 𝑡′2 по порядку не более 𝑁2/
√
𝑁1. При каждом из них число решений 𝑡′1

по порядку не превосходит 𝐻𝑁1/(𝑁2

√
𝑁).

Тогда, при любом выборе 𝑡2 и 𝑡1, существует по порядку не более 𝐻
√︀
𝑁1/𝑁2 различных

пар 𝑡′2 и 𝑡
′
1, таких что выполнено (4).

Лемма доказана.
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2.2. Доказательство теорем

Доказательство теоремы 5.

Рассмотрим

𝑆 =
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

∑︁
𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

∑︁
√

𝑁−𝑝21−𝑝22−𝐻<𝑛≤
√

𝑁−𝑝21−𝑝22+𝐻

Λ(𝑛),

где 𝑁2 = 𝑁
31
64

+𝜀, 𝑁1 = 𝑁
61
80

+𝜀 и в качестве 𝜀 выбрано наибольшее из значений, которые полу-
чены из (2) и Теоремы 4.

При суммировании по 𝑛 учитываются не только простые числа 𝑞, но и степени простых
чисел 𝑞𝑟 при натуральных 𝑟 > 1. Оценим вклад указанных слагаемых в 𝑆.

Число слагаемых во внешней двойной сумме не превосходит по порядку величины
√
𝑁1𝑁2√
𝑁

.

Количество значений 𝑘 во внутренней сумме, которые представимы в виде 𝑞𝑟, не превосходит:

2 ln𝑁∑︁
𝑟=2

∑︁
√

𝑁−𝑝21−𝑝22−𝐻<𝑞𝑟≤
√

𝑁−𝑝21−𝑝22+𝐻

1 ≪ 𝐻 ln𝑁

𝑁
3/4
2

.

Тогда окончательно для вклада в 𝑆 слагаемых, отвечающих степеням простых чисел 𝑞𝑟

при натуральном 𝑟 > 1, справедлива оценка

≪ 𝐻𝑁
1/4
2

√
𝑁1 ln𝑁√
𝑁

. (6)

Воспользуемся для внутренней суммы Леммой 1 (явной формулой):

𝑆 =
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

∑︁
√

𝑁−𝑝21−𝑝22−𝐻<𝑛≤
√

𝑁−𝑝21−𝑝22+𝐻

Λ(𝑛) =

=
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

(︂√︁
𝑁 − 𝑝21 − 𝑝22 +𝐻 −

√︁
𝑁 − 𝑝21 − 𝑝22 −𝐻

)︂
−

−
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

⎛⎝ ∑︁
|𝛾|≤𝑇

∫︁ √
𝑁−𝑝21−𝑝22+𝐻

√
𝑁−𝑝21−𝑝22−𝐻

𝑥𝜌−1𝑑𝑥+𝑂

(︂√
𝑁2 ln

2𝑁

𝑇

)︂⎞⎠ .

𝑇 выбираем так, чтобы остаток был меньше предполагаемого главного члена.
Получаем условие:

𝑇 ≫ 𝑁2 ln
3𝑁

𝐻
. (7)

Согласно Теореме 5, при 𝑁2 ≫ 𝑁31/64+𝜀 (в данном случае 𝑁2 выполняет роль переменной
𝐻 в теореме) справедлива оценка:∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

∑︁
𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

1 ≫ 𝑁2

√
𝑁1√

𝑁 ln2𝑁
.

Таким образом, предполагаемый главный член в 𝑆 будет иметь вид:

≫ 𝑁2

√
𝑁1√

𝑁 ln2𝑁

𝐻√
𝑁2

=
𝐻
√
𝑁2

√
𝑁1√

𝑁 ln2𝑁
. (8)
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Отметим, что оценка (8) по порядку меньше (6).
Далее займемся оценкой остатка:

𝑊 =
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

∑︁
𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

⎛⎝ ∑︁
|𝛾|≤𝑇

∫︁ √
𝑁−𝑝21−𝑝22+𝐻

√
𝑁−𝑝21−𝑝22−𝐻

𝑥𝜌−1𝑑𝑥

⎞⎠ ≪

≪
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑛2≤𝑁−𝑁1

∑︁
𝑁−𝑛2−2𝑁2<𝑘2≤𝑁−𝑛2−𝑁2

∫︁ √
𝑁−𝑛2−𝑘2+𝐻

√
𝑁−𝑛2−𝑘2−𝐻

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝛾|≤𝑇

𝑥𝜌−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑥.

Разобьем промежуток [𝑁2/2; 2𝑁2) на непересекающиеся интервалы длины 2𝐻 (за исклю-
чением, быть может, последнего). Согласно лемме 4 в каждый такой интервал при различных
парах (𝑛, 𝑘) попадает по порядку величины не более 𝐻

√︀
𝑁1/𝑁 значений 𝑁 − 𝑛2 − 𝑘2.

Просуммируем по 𝑛 и 𝑘 внутренние интегралы, используя данную оценку. Получим

𝑊 ≪ 𝐻
√
𝑁1√
𝑁

∫︁ √
2𝑁2

√
𝑁2/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝛾|≤𝑇

𝑥𝜌−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑥.

Теперь достаточно показать, что

𝐼 =

∫︁ 2
√
𝑁2

√
𝑁2/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝛾|≤𝑇

𝑥𝜌−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑥≪

√︀
𝑁2 ln

−5𝑁.

Пусть 𝛿 = 𝛿(𝑇 ) = 𝑐1
ln2/3 |𝑇 |(ln ln |𝑇 |)1/3

, где 𝑐1 – константа из Леммы 3. Разобьем прямоугольник

0.5 < 𝑅𝑒𝑠 < 1− 𝛿, −𝑇 < 𝐼𝑚𝑠 < 𝑇 , по которому суммируются нули дзета-функции Римана, на
𝑂(ln𝑁) прямоугольников шириной 1/ ln𝑁 . Получим:

𝐼 ≪
0.5 ln𝑁−1∑︁

𝑖=0

∫︁ 2
√
𝑁2

√
𝑁2/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∑︁
0.5+ 𝑖

ln𝑁
≤𝛽<0.5+ 𝑖+1

ln𝑁
|𝛾|≤𝑇

𝑥𝜌−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑥.

Рассмотрим

𝐼𝑖 =

∫︁ 2
√
𝑁2

√
𝑁2/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∑︁
0.5+ 𝑖

ln𝑁
≤𝛽<0.5+ 𝑖+1

ln𝑁
|𝛾|≤𝑇

𝑥𝜌−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑥.

Применим неравенство Коши:

𝐼2𝑖 ≪
√︀
𝑁2

∫︁ 2
√
𝑁2

√
𝑁2/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∑︁
0.5+ 𝑖

ln𝑁
≤𝛽<0.5+ 𝑖+1

ln𝑁
|𝛾|≤𝑇

𝑥𝜌−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑥.

Раскроем квадрат модуля, разобьем при суммировании нули на "близкие" и "далекие" и
поменяем после этого порядок суммирования и интегрирования. Имеем

𝐼2𝑖 ≪
√︀
𝑁2

⎛⎜⎜⎝ ∑︁
|𝛾|≤𝑇

∑︁
|𝛾1|≤𝑇

|𝛾−𝛾1|≤1

∫︁ 2
√
𝑁2

√
𝑁2/2

𝑥2𝜎−2𝑑𝑥+
∑︁
|𝛾|≤𝑇

∑︁
|𝛾1|≤𝑇

|𝛾−𝛾1|>1

1

|𝛾 − 𝛾1|

∫︁ 2
√
𝑁2

√
𝑁2/2

𝑥2𝜎−2𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎠ ,
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где 0.5+𝑖/ ln𝑁 ≤ 𝜎 ≤ 0.5+(𝑖+1)/ ln𝑁 – точка, в которой правая часть неравенства принимает
максимальное значение.

Используя лемму 2 и учитывая, что вклад суммирования по нулям в данном случае имеет
вид 𝑁(𝜎, 𝑇 ), получаем оценку:

𝐼 ≪ 𝑁
(𝜎−1)/2
2

√︀
𝑁(𝜎, 𝑇 ) ln𝑁. (9)

Теперь нам достаточно показать, что при всех 𝜎 ∈ [0.5; 1− 𝛿(𝑇 )] выполнено условие:

𝑁
(𝜎−1)/2
2

√︀
𝑁(𝜎, 𝑇 ) ≪ ln−5𝑁, (10)

Воспользуемся плотностной теоремой (1):

𝑁(𝜎, 𝑇 ) ≪ 𝑇 2𝜆(1−𝜎) ln𝑐 𝑇.

Тогда получаем, предварительно возводя обе части неравенства (10) в квадрат,

𝑁𝜎−1
2 𝑇 2𝜆(1−𝜎) ≪ ln−𝑐−10𝑁,

откуда, используя (7), имеем

𝑁𝜎−1
2

(︂
𝑁2

𝐻

)︂2𝜆(1−𝜎)

≪ ln−𝑐−10𝑁,

𝑁
(2𝜆−1)(1−𝜎)
2 ln𝑐+10𝑁 ≪ 𝐻2𝜆(1−𝜎).

Используя Лемму 3 и включая множитель ln𝑐+10𝑁 в 𝑁 𝜀, получим

𝐻 ≫ 𝑁
1−1/(2𝜆)
2 ≫ 𝑁 (31/64+𝜀)·(1−1/(2𝜆)).

При 𝜆 = 6/5 имеем
𝐻 ≫ 𝑁217/768+𝜀 = 𝑁0.28255...+𝜀

Теорема 5 доказана.
Доказательство теоремы 6.

Рассмотрим

𝑆 =
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

𝑁−𝑝21−𝑝21−2𝑁3<𝑝23≤𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑁3

∑︁
√

𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑝23−𝐻<𝑛≤
√

𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑝23+𝐻

Λ(𝑛),

где 𝑁1 = 𝑁
61
80

+𝜀, 𝑁2 = 𝑁
31
64

+𝜀, 𝑁3 = 𝑁
31
64

(1−(2𝜆)−1)+𝜀, 𝜆 – константа из плотностной теоремы
(1), а в качестве 𝜀 выбрано наибольшее из значений, которые получены из Теорем 4 и 5.

Вклад в 𝑆 слагаемых, соответствующих натуральным степеням 𝑟 > 1 простых чисел,
может быть оценен как

≪ 𝐻𝑁
1/4
3

√
𝑁1

√
𝑁2 ln𝑁√

𝑁
. (11)

Воспользуемся для внутренней суммы Леммой 1:

𝑆 =
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

𝑁−𝑝21−𝑝21−2𝑁3<𝑝23≤𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑁3

∑︁
√

𝑁−𝑝21−𝑝22−𝐻<𝑛≤
√

𝑁−𝑝21−𝑝22+𝐻

Λ(𝑛) =
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=
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

𝑁−𝑝21−𝑝21−2𝑁3<𝑝23≤𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑁3

(︂√︁
𝑁 − 𝑝21 − 𝑝22 − 𝑝23 +𝐻 −

√︁
𝑁 − 𝑝21 − 𝑝22 − 𝑝23 −𝐻

)︂
−

−
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

𝑁−𝑝21−𝑝21−2𝑁3<𝑝23≤𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑁3

⎛⎝ ∑︁
|𝛾|≤𝑇1

∫︁ √
𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑝23+𝐻

√
𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑝23−𝐻

𝑥𝜌−1𝑑𝑥+𝑂

(︂√
𝑁3 ln

2𝑁

𝑇1

)︂⎞⎠ .

𝑇1 выбираем так, чтобы остаток был меньше предполагаемого главного члена.
Получаем условие:

𝑇1 ≫
𝑁3 ln

3𝑁

𝐻
. (12)

Согласно Теореме 5, при 𝑁3 ≫ 𝑁31/64(1−(2𝜆)−1)+𝜀 (в данном случае 𝑁3 выполняет роль
переменной 𝐻 в теореме) справедлива оценка:∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

𝑁−𝑝21−𝑝21−2𝑁3<𝑝23≤𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑁3

1 ≫ 𝑁3

√
𝑁2

√
𝑁1√

𝑁 ln3𝑁
.

Таким образом, предполагаемый главный член в 𝑆 будет иметь вид:

≫ 𝑁3

√
𝑁2

√
𝑁1√

𝑁 ln3𝑁

𝐻√
𝑁3

=
𝐻
√
𝑁1

√
𝑁2

√
𝑁3√

𝑁 ln3𝑁
. (13)

Отметим, что оценка (11) по порядку меньше (13).
Далее займемся оценкой остатка:

𝑅 =
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑝21≤𝑁−𝑁1

𝑁−𝑝21−2𝑁2<𝑝22≤𝑁−𝑝21−𝑁2

𝑁−𝑝21−𝑝21−2𝑁3<𝑝23≤𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑁3

∑︁
|𝛾|≤𝑇1

∫︁ √
𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑝23+𝐻

√
𝑁−𝑝21−𝑝22−𝑝23−𝐻

𝑥𝜌−1𝑑𝑥≪

≪
∑︁

𝑁−2𝑁1<𝑛2≤𝑁−𝑁1

𝑁−𝑛2−2𝑁2<𝑘2≤𝑁−𝑝2−𝑁2

𝑁−𝑛2−𝑘2−2𝑁3<𝑙2≤𝑁−𝑛2−𝑘2−𝑁3

∫︁ √
𝑁−𝑛2−𝑘2−𝑙2+𝐻

√
𝑁−𝑛2−𝑘2−𝑙2−𝐻

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝛾|≤𝑇1

𝑥𝜌−1𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Разобьем промежуток [𝑁3/2; 2𝑁3) на непересекающиеся интервалы длины 2𝐻 (за исклю-
чением, быть может, последнего). Полностью повторяя доказательство леммы 4, можно по-
казать, что при нашем выборе параметров в каждый такой интервал при различных тройках

(𝑛, 𝑘, 𝑙) попадает по порядку величины не более 𝐻
√
𝑁1

√
𝑁2√

𝑁
значений 𝑁 − 𝑛2 − 𝑘2 − 𝑙2.

Просуммируем по 𝑛, 𝑘 и 𝑙 внутренние интегралы, используя данную оценку. Получим

𝑅≪ 𝐻
√
𝑁1

√
𝑁2√

𝑁

∫︁ 2
√
𝑁3

√
𝑁3/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
|𝛾|≤𝑇1

𝑥𝜌−1𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Далее, с учетом оценки (9), приходим к условию:

𝑁
(𝜎−1)/2
3

√︀
𝑁(𝜎, 𝑇1) ≪ ln−5𝑁.
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Воспользовавшись плотностной теоремой (1) и Леммой 3, окончательно получаем:

𝐻 ≫ 𝑁
1−1/(2𝜆)
3 ≫ 𝑁

31
64

(1−1/(2𝜆))2+𝜀.

При 𝜆 = 6/5 имеем
𝐻 ≫ 𝑁1519/9216+𝜀 = 𝑁0.1648...+𝜀

Теорема 6 доказана.

3. Заключение

В статье доказано, что к заданному действительному числу 𝑁 > 𝑁0(𝜀) можно подой-
ти суммой квадратов трех простых чисел на расстояние не большее, чем 𝐻 = 𝑁217/768+𝜀

и можно подойти суммой четырех квадратов простых чисел на расстояние не большее, чем
𝐻 = 𝑁1519/9216+𝜀, где 𝜀 – произвольное положительное число.
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