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Аннотация

В работе продолжено рассмотрение нового класса рядово Дирихле — дзета-функции

моноидов натуральных чисел. Основной задачей, решаемой в данной статье, является по-

строение моноида натуральных чисел, для которого дзета-функция этого моноида имеет

заданную абсциссу абсолютной сходимости.

Ранее автор решил аналогичную задачу построения множества натуральных чисел, для

которого соответствующая дзета-функция имеет заданную абсциссу абсолютной сходимо-

сти.

Для решения задачи для дзета-функции моноида натуральных чисел возникают опре-

деленные трудности, связанные с необходимостью построения последовательности про-

стых чисел, удовлетворяющих определенным требованиям на рост членов.

Было введено понятие 𝜎-последовательности P𝜎 простых чисел, члены которой удовле-

творяют неравенству 𝑛𝜎 6 𝑝𝑛 < (𝑛+ 1)𝜎.
С помощью теоремы Ингама с кубическим ростом простых чисел удалось построить

𝜎-последовательность простых чисел для любого 𝜎 > 3. Для соответствующей дзета-

функции моноида, порожденного данной 𝜎-последовательностью простых, абсцисса абсо-

лютной сходимости равна 1
𝜎 . Таким образом, с помощью теоремы Ингама удалось решить

проблему для значений абсциссы абсолютной сходимости от 0 до 1
3 . Для таких моноидов

удается получить асимптотическую формулу для функции распределения простых чисел

𝜋P𝜎
(𝑥): 𝜋P𝜎

(𝑥) = 𝑥
1
𝜎 + 𝜃(𝑥), где −2 < 𝜃(𝑥) < −1.

Для доказательства существования моноида натуральных чисел, для дзета-функции

которого значение абсциссы абсолютной сходимости от 1
3 до 1, потребовалось использовать

теорему Россера о простых числах. Для этого было введено понятие 𝜎-последовательности
второго рода.

В заключении рассмотрены актуальные задачи с дзета-функциями моноидов натураль-

ных чисел, требующие дальнейшего исследования.

Ключевые слова: дзета-функция Римана, ряд Дирихле, дзета-функция моноида нату-

ральных чисел, эйлерово произведение, логарифма эйлерова произведения, 𝜎-последова-
тельности.
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Abstract

The paper continues consideration of a new class of the Dirichlet — Zeta function of monoids

of natural numbers. The main task solved in this paper is to construct a monoid of natural

numbers for which the Zeta function of this monoid has a given abscissa of absolute convergence.

Previously, the author solved a similar problem of constructing a set of natural numbers for

which the corresponding Zeta function has a given abscissa of absolute convergence.

To solve the problem for the Zeta function of the monoid of natural numbers there are

certain difficulties associated with the need to build a sequence of primes that meet certain

requirements for the growth of terms.

The notion 𝜎-sequences P𝜎 of primes was introduced, whose terms satisfy the inequality

𝑛𝜎 6 𝑝𝑛 < (𝑛+ 1)𝜎.
With the help of a theorem of Ingham with a cubic growth of Prime numbers was able

to build a 𝜎-a sequence of primes for any 𝜎 > 3. For the corresponding Zeta function of

a monoid generated by a given 𝜎 -sequence of primes, the abscissa of absolute convergence

is 1
𝜎 . Thus, with the help of Ingam’s theorem it was possible to solve the problem for the

abscissa values of absolute convergence from 0 to 1
3 . For such monoids it is possible to obtain

an asymptotic formula for the Prime number distribution function 𝜋P𝜎
(𝑥): 𝜋P𝜎

(𝑥) = 𝑥
1
𝜎 + 𝜃(𝑥),

where −2 < 𝜃(𝑥) < −1.
To prove the existence of a monoid of natural numbers, for whose Zeta function the abscissa

value of absolute convergence is from 1
3 to 1, it was necessary to use Rosser’s Prime number

theorem. For this purpose, the concept 𝜎-sequences of the second kind was introduced.

In conclusion, topical problems with zeta-functions of monoids of natural numbers that

require further investigation are considered.
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numbers, Euler product, logarithm of the Euler product.
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1. Введение

Пусть 𝜎 — произвольное вещественное число из интервала (0; 1). В работе [9] показано, что
для произвольной экспоненциальной системе 𝑃𝐸 простых чисел дзета-функция 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼)
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минимального моноида 𝑀(𝑃𝐸), образованного системой простых 𝑃𝐸, имеет абсциссу абсо-
лютной сходимости 𝜎𝑀(𝑃𝐸) = 0. С другой стороны, дзета-функция Римана 𝜁(𝛼) = 𝜁(N|𝛼)
имеет абсциссу абсолютной сходимости 𝜎N = 1.

В работе [10] для 𝛽 > 1 рассмотрено множество натуральных чисел 𝐴N,𝛽 вида

𝐴N,𝛽 =
{︁[︁

𝑛𝛽
]︁⃒⃒⃒
𝑛 ∈ N

}︁
.

Доказана следующая теорема:

Теорема 1. Для 𝛽 > 1 и дзета-функции 𝜁(𝐴N,𝛽|𝛼) справедливо равенство 𝜎𝐴N,𝛽 = 1
𝛽 .

Из которой следует, что имеются дзета-функции множеств натуральных чисел, для ко-
торых значение абсциссы абсолютной сходимости — любое число от 0 до 1. Возникает есте-
ственный вопрос о справедливости аналогичного утверждения для дзета-функции моноида
натуральных чисел.

Цель настоящей работы — построить систему простых чисел P𝜎0 такую, что для абсциссы
абсолютной сходимости дзета-функции 𝜁(𝑀(P𝜎0)|𝛼) выполнялось равенство 𝜎𝑀(P𝜎0 )

= 𝜎.

2. Следствия из теоремы Ингама

Нам потребуется теорема Ингама о простых числах в следующей формулировке (см. [12],
стр. 66).

Теорема 2. Существует 𝑋𝐼 > 1 такое, что для любого 𝑥 > 𝑋𝐼 найдется простое число

𝑝𝑥, для которого выполнены неравенства

𝑥3 6 𝑝𝑥 6 (𝑥+ 1)3. (1)

Из этой теоремы сразу следует следующее утверждение.

Пусть 𝜎 > 3 и 𝑋𝐼,𝜎 = 𝑋
3
𝜎
𝐼 , тогда для любого 𝑥 > 𝑋𝐼,𝜎 найдется простое число 𝑝𝑥,𝜎, для

которого выполнены неравенства

𝑥𝜎 6 𝑝𝑥,𝜎 6 (𝑥+ 1)𝜎. (2)

Действительно, пусть 𝑥 > 𝑋𝐼,𝜎. Положим 𝑦 = 𝑥
𝜎
3 , тогда 𝑥𝜎 = 𝑦3 и 𝑦 > 𝑋𝐼 . Поэтому, по

теореме Ингама найдется простое число 𝑝𝑦 такое, что 𝑦3 6 𝑝𝑦 6 (𝑦 + 1)3, но от сюда следует,
что 𝑥𝜎 = 𝑦3 6 𝑝𝑦. Далее заметим, что (𝑦 + 1)3 6 (𝑥 + 1)𝜎. Действительно, положим 𝛽 = 𝜎

3 ,
тогда 𝛽 > 1 и надо показать, что 𝑦+ 1 = 𝑥𝛽 + 1 6 (𝑥+ 1)𝛽 . Положим 𝑓(𝑥) = (𝑥+ 1)𝛽 − 𝑥𝛽 − 1,
тогда 𝑓(0) = 0. Имеем 𝑓 ′(𝑥) = (𝑥 + 1)𝛽 ln(𝑥 + 1) − 𝑥𝛽 ln𝑥 > 0, поэтому 𝑓(𝑥) > 0 при 𝑥 > 0 и
𝑝𝑦 6 (𝑦 + 1)3 < (𝑥+ 1)𝜎. Следовательно, простое число 𝑝𝑥,𝜎 = 𝑝𝑦 удовлетворяет неравенствам
(2) и утверждение доказано. 2

Дадим определение 𝜎-последовательности P𝜎 простых чисел.

Определение 1. Последовательность P𝜎 простых чисел называется 𝜎-последователь-
ностью, если

P𝜎 = {𝑝1 < 𝑝2 < . . . < 𝑝𝑛 < . . .}

и найдется 𝑁𝜎 такое, что для любого 𝑛 > 𝑁𝜎 выполняются неравенства

𝑛𝜎 6 𝑝𝑛 < (𝑛+ 1)𝜎. (3)
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Из следствия из теоремы Ингама следует, что 𝜎-последовательности простых чисел суще-
ствуют для любого 𝜎 > 3. Вопрос о существовании таких последовательностей при 1 < 𝜎 < 3
остается открытым, хотя для 𝜎 = 1 они заведомо отсутствуют.

Рассмотрим дзета-функцию 𝜁(P𝜎0 |𝛼):

𝜁(P𝜎0 |𝛼) =
∑︁
𝑝∈P𝜎0

1

𝑝𝛼
.

Теорема 3. Для абсциссы абсолютной сходимости 𝜎P𝜎0
дзета-функции 𝜁(P𝜎0 |𝛼) спра-

ведливо равенство

𝜎P𝜎0
=

1

𝜎0
.

Доказательство. Действительно, для любого 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 справедливо равенство
|𝜁(P𝜎0 |𝛼)| 6 𝜁(P𝜎0 |𝜎). Далее справедлива цепочка неравенств:

∑︁
𝑛6𝑁𝜎0

1

𝑝𝜎𝑛
−

𝑁𝜎0+1∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝜎𝜎0
+ 𝜁(𝜎𝜎0) =

∑︁
𝑛6𝑁𝜎0

1

𝑝𝜎𝑛
+

∑︁
𝑛>𝑁𝜎0

1

(𝑛+ 1)𝜎𝜎0
6

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑝𝜎𝑛
6

6
∑︁

𝑛6𝑁𝜎0

1

𝑝𝜎𝑛
+

∑︁
𝑛>𝑁𝜎0

1

𝑛𝜎𝜎0
=

∑︁
𝑛6𝑁𝜎0

1

𝑝𝜎𝑛
−

𝑁𝜎0∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝜎𝜎0
+ 𝜁(𝜎𝜎0).

Отсюда следует, что 𝜎𝜎0 > 1 и, следовательно, 𝜎P𝜎0
= 1

𝜎0
. Теорема доказана. 2

Теорема 4. Для абсциссы абсолютной сходимости 𝜎𝑀(P𝜎0 )
дзета-функции 𝜁(𝑀(P𝜎0)|𝛼)

справедливо равенство

𝜎𝑀(P𝜎0 )
=

1

𝜎0
.

Доказательство. Действительно, для любого 𝛼 = 𝜎+ 𝑖𝑡 в области абсолютной сходимо-
сти справедливо равенство

𝜁(𝑀(P𝜎0)|𝛼) =
∞∏︁
𝑛=1

(︂
1− 1

𝑝𝛼𝑛

)︂−1

.

Для логарифма эйлерова произведения имеем:

ln 𝜁(𝑀(P𝜎0)|𝛼) =
∞∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘𝑝𝑘𝛼𝑛
= 𝜁(P𝜎0 |𝛼) +

∞∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑘=2

1

𝑘𝑝𝑘𝛼𝑛

Отсюда следует, что 𝜎𝑀(P𝜎0 )
= 𝜎P𝜎0

и теорема доказана. 2

Остановимся на вопросе о распределении простых чисел в 𝜎-последовательности P𝜎 про-
стых чисел. Обозначим количество простых чисел в 𝜎-последовательности P𝜎 простых чисел,
не превосходящих 𝑥 через 𝜋P𝜎(𝑥).

Теорема 5. При 𝑥 > 𝑁𝜎 : 𝜎 для функции 𝜋P𝜎(𝑥) справедливы равенства

𝜋P𝜎(𝑥) = 𝑥
1
𝜎 + 𝜃(𝑥), (4)

где −2 < 𝜃(𝑥) < −1.
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Доказательство. Пусть 𝑛𝜎 6 𝑥 < (𝑛+ 1)𝜎, тогда из определения 𝜎-последовательности
P𝜎 простых чисел вытекает, что

𝜋P𝜎(𝑥) =

{︂
𝑛− 1, при 𝑛𝜎 6 𝑥 < 𝑝𝑛,
𝑛, при 𝑝𝑛 6 𝑥 < (𝑛+ 1)𝜎.

Так как 𝑛 =
[︁
𝑥

1
𝜎

]︁
, то

𝜃(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥

1
𝜎 −

{︁
𝑥

1
𝜎

}︁
− 1, при 𝑛𝜎 6 𝑥 < 𝑝𝑛,

𝑥
1
𝜎 −

{︁
𝑥

1
𝜎

}︁
, при 𝑝𝑛 6 𝑥 < (𝑛+ 1)𝜎.

Отсюда следует утверждение теоремы. 2

3. Следствия из теоремы Россера

Теперь нам потребуется теорема Россера о простых числах в следующей формулировке
(см. [15]).

Теорема 6. Для любого 𝑛 > 1 и простого 𝑝𝑛 выполнены неравенства

𝑛 ln𝑛 < 𝑝𝑛 < 𝑛(ln𝑛+ 2 ln ln𝑛). (5)

Рассмотрим при 𝜎0 > 1 ряд 𝑆𝜎0(𝛼), заданный равенством:

𝑆𝜎0(𝛼) =

∞∑︁
𝑛=2

1

(𝑛𝜎0 ln𝑛)𝛼
.

Так как ряд
∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛 ln𝑛

расходится, то абсцисса абсолютной сходимости ряда 𝑆𝜎0(𝛼) при 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 будет 𝛽0 = 1
𝜎0
.

Таким образом, при 𝜎 > 𝛽 > 𝛽0 ряд 𝑆𝜎0(𝛼) равномерно сходится, а при 𝜎 6 𝛽0 расходится.

Определение 2. Последовательность N𝜎 натуральных чисел называется 𝜎-последова-
тельностью, если

N𝜎 = {𝑚1 < 𝑚2 < . . . < 𝑚𝑛 < . . .}

и найдется 𝜎 такое, что для любого 𝑛 выполняются неравенства

𝑛𝜎 6 𝑚𝑛 < (𝑛+ 1)𝜎. (6)

Очевидно, что 𝜎-последовательности натуральных чисел существуют для любого 𝜎 > 1.

Определение 3. Последовательность P*
𝜎 простых чисел называется 𝜎-последователь-

ностью второго рода, если

P*
𝜎 = {𝑝𝑚1 < 𝑝𝑚2 < . . . < 𝑝𝑚𝑛 < . . .}

и множество номеров 𝑚𝑛 образуют 𝜎-последовательность N𝜎 натуральных чисел.
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Теорема 7. Для абсциссы абсолютной сходимости 𝜎P*
𝜎0

дзета-функции 𝜁(P*
𝜎0
|𝛼) спра-

ведливо равенство

𝜎P*
𝜎0

=
1

𝜎0
.

Доказательство. Действительно, для любого 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 справедливо равенство
|𝜁(P*

𝜎0
|𝛼)| 6 𝜁(P*

𝜎0
|𝜎).

Далее заметим, что

𝑚𝑛 ln𝑚𝑛 < 𝑝𝑚𝑛 < 𝑚𝑛(ln𝑚𝑛 + 2 ln ln𝑚𝑛), 𝑛𝜎0 6 𝑚𝑛 < (𝑛+ 1)𝜎0 ;

𝜎0𝑛
𝜎0 ln𝑛 < 𝑝𝑚𝑛 < 3𝜎0(𝑛+ 1)𝜎0 ln(𝑛+ 1).

Отсюда следует, что 𝜁(P*
𝜎0
|𝜎) оценивается сверху и снизу через 𝑆𝜎0(𝜎), а значит 𝜎𝜎0 > 1 и,

следовательно, 𝜎P*
𝜎0

= 1
𝜎0
. Теорема доказана. 2

Теорема 8. Для абсциссы абсолютной сходимости 𝜎𝑀(P*
𝜎0

) дзета-функции 𝜁(𝑀(P*
𝜎0
)|𝛼)

справедливо равенство

𝜎𝑀(P*
𝜎0

) =
1

𝜎0
.

Доказательство. Действительно, для любого 𝛼 = 𝜎+ 𝑖𝑡 в области абсолютной сходимо-
сти справедливо равенство

𝜁(𝑀(P*
𝜎0
)|𝛼) =

∞∏︁
𝑛=1

(︂
1− 1

𝑝𝛼𝑛

)︂−1

.

Для логарифма эйлерова произведения имеем:

ln 𝜁(𝑀(P*
𝜎0
)|𝛼) =

∞∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘𝑝𝑘𝛼𝑛
= 𝜁(P*

𝜎0
|𝛼) +

∞∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑘=2

1

𝑘𝑝𝑘𝛼𝑛

Отсюда следует, что 𝜎𝑀(P*
𝜎0

) = 𝜎P*
𝜎0

и теорема доказана. 2

Вопрос о распределении простых чисел в 𝜎-последовательности второго рода более слож-
ный и требует специального рассмотрения. Это связано с тем, что интервалы для простого
𝑝𝑚𝜈 и 𝑝𝑚𝜈+1 пересекаются. Более того, количество пересекающихся интервалов растёт с ростом
номера 𝜈.

4. Заключение

Из предыдущего видно, что для дзета-функции моноидов натуральных чисел значение
абсциссы абсолютной сходимости может изменяться от 0 до 1. При построении соответствую-
щих множеств простых чисел при значениях абсциссы от 0 до 1

3 можно использовать теорему
Ингама и её следствия. При значениях от 1

3 до 1 требуется использовать теорему Россера.
Первый случай в некотором смысле более простой и удается описать функцию распределения
простых чисел, второй случай оказывается более сложным и требует новых исследований.

Так как в полуплоскости абсолютной сходимости дзета-функция любого моноида нату-
ральных чисел, порожденного произвольным множеством простых чисел, представляется в
виде эйлерова произведения, то отсюда следует, что в полуплоскости абсолютной сходимости
эта дзета-функция не имеет нулей.

Для любого 𝑞 > 2 дзета-функцию любого моноида натуральных чисел можно разбить на
сумму рядов Дирихле, соответствующим суммам по пересечению моноида и произвольного
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класса вычетов по модулю 𝑞. Как известно, для натурального ряда соответствующие ряды
Дирихле выражаются через дзета-функцию Гурвица, а для неё справедливы результаты о
нуля: теоремы Дэвенпорта — Хейльброна [1, 13] и теорема Воронина [2, 3].

Возникает естественный вопрос об исследовании возможных аналогов этих результатов
на случай дзета-функцию произвольного моноида натуральных чисел, порожденного множе-
ством простых чисел.

Данная тематика имеет естественное многомерное обобщение. Действительно, рассмотрим
многомерный моноид N𝑠 с операцией покоординатного умножения и единичным элементом
(1, . . . , 1). Дзета-функция этого моноида определяется естественным образом:

𝜁 (N𝑠|𝛼) =
∑︁
𝑥⃗∈N𝑠

1

(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)𝛼
𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1.

Очевидно, что 𝜁 (N𝑠|𝛼) = 𝜁𝑠(𝛼).
В моноиде N𝑠 имеется несчетное множество различных подмоноидов𝑀 ⊂ N𝑠, для которых

можно определить дзета-функцию 𝜁 (𝑀 |𝛼) по формуле

𝜁 (𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑥⃗∈𝑀

1

(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)𝛼
𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑀 ,

где 0 6 𝜎𝑀 6 1 — абсцисса абсолютной сходимости дзета-ряда.

Другое многомерное обобщение связано с чисто-вещественными алгебраическими поля-

ми. Пусть 𝐹𝑠 — чисто вещественное алгебраическое поле степени 𝑠, 𝐹
(1)
𝑠 = 𝐹𝑠, 𝐹

(2)
𝑠 , . . . ,

. . . , 𝐹
(𝑠)
𝑠 — набор его сопряженных полей и для любого алгебраического числа Θ из 𝐹𝑠

Θ(1) = Θ,Θ(2), . . . ,Θ(𝑠) — набор его алгебраически сопряженных чисел. Через Z𝐹𝑠 обозначим
кольцо целых алгебраических чисел поля 𝐹𝑠.

Рассмотрим алгебраическую решётку Λ =
{︀(︀

Θ(1),Θ(2), . . . ,Θ(𝑠)
)︀⃒⃒
Θ ∈ Z𝐹𝑠

}︀
. Относительно

операции покоординатного умножения решётка Λ является моноидом с единицей (1, . . . , 1),
так как, согласно Б. Н. Делоне и Д. К. Фаддееву, являются решётками, повторяющимися
умножением. Как показано в теории гиперболической дзета-функции решёток, для алгебра-
ической решётки Λ нельзя определить дзета-функцию, так как она будет расходиться для
любого значения 𝛼 в силу теоремы Дирихле об алгебраических единицах.

Таким образом, мы видим, что теория дзета-функций моноидов натуральных чисел тесно
связана с теорией гиперболических дзета-функций решёток, с которой можно познакомиться
по работам [4, 5, 6, 7, 8, 14].

В заключении автор выражает свою глубокую признательность профессорам В. И. Ива-
нову и В. Н. Чубарикову за внимание к работе и полезные обсуждения.
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