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Аннотация

С помощью непрерывно-неоднородных упругих покрытий можно эффективно изме-

нять характеристики рассеяния тел в определенных направлениях, если подобрать соот-

ветствующие законы неоднородности для механических параметров покрытия. В статье

рассматривается задача дифракции сферической звуковой волны на однородном изотроп-

ном упругом цилиндре с радиально-неоднородным упругим покрытием. Полагается, что

бесконечный круговой цилиндр с покрытием помещен в идеальную безграничную жид-

кость, законы неоднородности материала покрытия описываются дифференцируемыми

функциями, на тело падает гармоническая сферическая звуковая волна, излучаемая то-

чечным источником.

В случае установившихся колебаний распространение малых возмущений в идеаль-

ной жидкости описывается скалярным уравнением Гельмгольца, а в упругом однородном

изотропном цилиндре — скалярным и векторным уравнениями Гельмгольца. Колебания

неоднородного изотропного упругого цилиндрического слоя описываются общими уравне-

ниями движения сплошной среды.

Аналитическое решение рассматриваемой задачи получено на основе известного ре-

шения аналогичной задачи дифракции плоской волны. Потенциал скорости сферической

волны представляется в интегральной форме в виде разложения по цилиндрическим вол-

новым функциям. При этом подынтегральное выражение оказывается аналогичным по

форме выражению потенциала скорости плоской волны. Поэтому потенциал скорости рас-

сеянной волны в случае падения сферической волны на цилиндр с покрытием записывается

в виде интеграла, подынтегральное выражение которого аналогично по форме выражению

потенциала скорости рассеянной волны при падении плоской волны на тело. Для вычис-

ления подынтегральной функции необходимо определить поле смещения в неоднородном

покрытии, решая построенную краевую задачу для системы обыкновенных дифференци-

альных уравнений второго порядка. Рассматриваются вычислительные аспекты оценки

интеграла.

Ключевые слова: дифракция, звуковые волны, однородный упругий цилиндр, неодно-

родное упругое покрытие.
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Abstract

By means of an continuous-non-uniform elastic coatings it is possible to change effectively

scattering performances of bodies in determinate directions if to pick up corresponding the

inhomogeneity laws for mechanical parametres of a coating. In paper the problem of diffraction

of a spherical sound wave by a homogeneous isotropic elastic cylinder with radially non-uniform

elastic coating is considered. It is believed that an infinite circular cylinder with a coating is

placed in an ideal unlimited fluid, heterogeneity laws of a coating material are described by

differentiable functions, on the body falls а harmonic spherical sound wave emitted by a point

source.

In the case of steady state oscillations the propagation of small perturbations in ideal fluid is

described by the scalar Helmholtz’s equation, and in elastic homogeneous isotropic cylinder —

scalar and vector Helmholtz’s equations. The oscillations of an inhomogeneous isotropic elastic

cylindrical layer described by general motion equations of the continuous medium.

The analytical solution of the viewed problem was obtained on the basis of the known

solution for a similar problem of the diffraction of a plane wave. The velocity potential of a

spherical wave is represented in integral form as a decomposition on wave cylindrical functions.

The integrand turns out to be similar in form to the expression of the velocity potential of a

plane wave. The velocity potential of the scattered wave in the case of a falling of a spherical

wave on a cylinder with a coating is written as an integral, the integrand of which is similar

in form to the expression of the potential of the scattered wave when a plane wave falls on the

body. It is necessary to determine the displacement field in a non-uniform coating to calculate

the integrand. For this the built boundary-value problem for the system of ordinary differential

equations of the second order must be solved. The computational aspects of integral evaluation

are considered.
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1. Введение

Задачи дифракции плоских гармонических звуковых волн на однородных изотропных
упругих цилиндрах рассматривались во многих работах. Например, случай нормального па-
дения плоской волны исследовался в [1, 2], а случай наклонного падения — в [3,4]. Задачи о
рассеянии плоских звуковых волн на неоднородных и анизотропных цилиндрических телах
решены в [5-9].

Однако падающую волну можно считать плоской, если расстояние от источника звука до
рассеивателя много больше длины звуковой волны. На практике часто приходится учиты-
вать криволинейность фронта падающей волны. Расходимость падающей волны приводит не
только к количественным, но и качественным изменениям рассеянного поля.

Рассеяние цилиндрической звуковой волны на упругом цилиндре изучалось в [10]. Задачи
дифракции сферических звуковых волн на упругих цилиндрических телах с математической
точки зрения являются значительно более сложными по сравнению с задачами дифракции
плоских и цилиндрических волн. Такие задачи рассматривались в [11-13]. В [11] получено
приближенное решение дифракционной задачи в предположении, что один из компонентов
векторного потенциала смещения равен нулю. Поэтому это решение имеет ограниченную об-
ласть применения. В [12] показано, что решение задачи дифракции сферической волны можно
получить, используя известное решение задачи дифракции плоской волны. Поэтому нет необ-
ходимости решать сложные дифференциальные уравнения с соответствующими граничными
условиями. В [13] задача решается с помощью потенциалов Дебая.

В ряде работ исследовалась возможность изменения звукоотражающих свойств тел с по-
мощью непрерывно-неоднородных упругих покрытий путем выбора соответствующих законов
неоднородности для механических параметров покрытия. Задачи дифракции плоской и цилин-
дрической звуковых волн на упругом цилиндре с радиально-неоднородным упругим покрыти-
ем решены в [14-15]. Моделирование неоднородного покрытия упругого цилиндра с заданны-
ми звукоотражающими свойствами осуществлено в [16]. Радиально-неоднородное покрытие
цилиндра можно реализовать с помощью системы однородных упругих слоев с различными
значениями механических параметров [17].

В настоящей работе рассматривается задача дифракции сферической звуковой волны на
однородном изотропном упругом цилиндре с непрерывно-неоднородным упругим покрытием.

2. Постановка задачи

Рассмотрим бесконечный однородный изотропный упругий цилиндр радиуса 𝑟0, материал
которого характеризуется плотностью 𝜌0 и упругими постоянными 𝜆0 и 𝜇0. Цилиндр име-
ет покрытие в виде радиально-неоднородного изотропного упругого цилиндрического слоя с
внешним радиусом 𝑟1. Полагаем, что плотность материала покрытия 𝜌 является непрерыв-
ной функцией радиальной координаты 𝑟, а модули упругости 𝜆 и 𝜇 — дифференцируемыми
функциями координаты 𝑟 цилиндрической системы координат 𝑟, 𝜙, 𝑧, связанной с цилин-
дрическим телом. Ось вращения цилиндра совпадает с координатной осью 𝑧. Окружающая
цилиндр жидкость является идеальной. Ее плотность и скорость звука соответственно равны
𝜌1 и 𝑐.

Пусть из внешнего пространства на цилиндр падает гармоническая сферическая звуко-
вая волна, излучаемая точечным источником, координаты которого (𝑟𝑖, 𝜙𝑖, 𝑧𝑖). Потенциал
скорости падающей волны

Ψ𝑖 =
e𝑖(𝑘𝑅−𝑖𝜔𝑡)

𝑅
,
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где 𝑘 = 𝜔/𝑐 — волновое число жидкости; 𝜔 — круговая частота; 𝑅 = |r − r𝑖|; r и r𝑖 — векто-
ры, соединяющие начало координат с точкой наблюдения (𝑟, 𝜙, 𝑧) и с точечным источником
(𝑟𝑖, 𝜙𝑖, 𝑧𝑖) соответственно; 𝑡 — время. В дальнейшем временной множитель e−𝑖𝜔𝑡 будем опус-
кать.

Определим акустическое поле, рассеянное упругим цилиндром с непрерывно-неоднородным
покрытием.

3. Аналитическое решение задачи

Распространение малых возмущений в идеальной жидкости в случае установившихся ко-
лебаний описывается уравнением Гельмгольца [18]

∆Ψ(1) + 𝑘2Ψ(1) = 0, (1)

где Ψ(1) = Ψ𝑖 + Ψ𝑠 — потенциал скорости полного акустического поля во внешней области, Ψ𝑠

— потенциал скорости рассеянной волны. При этом скорость частиц v и акустическое давление
𝑝 в жидкости определяются по формулам

v = grad Ψ(1), 𝑝 = 𝑖𝜌1𝜔 Ψ(1).

Распространение малых возмущений в упругом однородном изотропном цилиндре в случае
гармонического движения описывается скалярным и векторным уравнениями Гельмгольца
[18]

∆Ψ(2) + 𝑘2𝑙 Ψ(2) = 0, ∆Φ + 𝑘2𝜏Φ = 0, (2)

где Ψ(2) и Φ — скалярный и векторный потенциалы смещения u0;

u0 = grad Ψ(2) + rot Φ;

𝑘𝑙 = 𝜔/𝑐𝑙 — волновое число продольных упругих волн; 𝑘𝜏 = 𝜔/𝑐𝜏 — волновое число попереч-
ных упругих волн; 𝑐𝑙 =

√︀
(𝜆0 + 2𝜇0)/𝜌0 и 𝑐𝜏 =

√︀
𝜇0/𝜌0 — скорости продольных и поперечных

волн соответственно.

Представляя вектор Φ в виде

Φ = rot 𝐿e𝑧 + 𝑘𝜏𝑀e𝑧,

переходим от векторного уравнения (2) к двум скалярным уравнениям

∆𝐿 + 𝑘2𝜏𝐿 = 0, ∆𝑀 + 𝑘2𝜏𝑀 = 0, (3)

где 𝐿 и 𝑀 — скалярные функции координат 𝑟, 𝜙, 𝑧; e𝑧 — единичный вектор координатной
оси 𝑧.

Выражения компонентов 𝑢0𝑟 , 𝑢
0
𝜙, 𝑢

0
𝑧 вектора смещения u0 и компонентов тензора напряже-

ний 𝜎0
𝑖𝑗 в однородном цилиндре через функции Ψ(2), 𝐿 и 𝑀 приведены в [14].

Уравнения движения неоднородного изотропного упругого цилиндрического слоя в случае
установившихся колебаний в цилиндрической системе координат имеют вид [19]

𝜕𝜎𝑟𝑟
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝜎𝑟𝜙
𝜕𝜙

+
𝜕𝜎𝑟𝑧
𝜕𝑧

+
𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙

𝑟
= −𝜔2𝜌(𝑟) 𝑢𝑟,

𝜕𝜎𝑟𝜙
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝜎𝜙𝜙
𝜕𝜙

+
𝜕𝜎𝜙𝑧
𝜕𝑧

+
2

𝑟
𝜎𝑟𝜙 = −𝜔2𝜌(𝑟) 𝑢𝜙, (4)
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𝜕𝜎𝑟𝑧
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝜎𝜙𝑧
𝜕𝜙

+
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧

+
1

𝑟
𝜎𝑟𝑧 = −𝜔2𝜌(𝑟) 𝑢𝑧,

где 𝑢𝑟, 𝑢𝜙, 𝑢𝑧 — компоненты вектора смещения u частиц неоднородного слоя; 𝜎𝑖𝑗 — компоненты
тензора напряжений в неоднородном слое.

Решения дифференциальных уравнений (1)–(4) должны удовлетворять граничным усло-
виям.

Граничные условия на внешней поверхности неоднородного покрытия заключаются в ра-
венстве нормальных скоростей частиц упругой неоднородной среды и жидкости, равенстве на
ней нормального напряжения и акустического давления, отсутствии касательных напряжений

𝑟 = 𝑟1 : −𝑖𝜔𝑢𝑟 = 𝑣𝑟, 𝜎𝑟𝑟 = −𝑝, 𝜎𝑟𝜙 = 0, 𝜎𝑟𝑧 = 0.

На внутренней поверхности покрытия при переходе через границу раздела упругих сред
должны быть непрерывны составляющие вектора смещения частиц, а также нормальные и
тангенциальные напряжения

𝑟 = 𝑟0 : 𝑢𝑟 = 𝑢0𝑟 , 𝑢𝜙 = 𝑢0𝜙, 𝑢𝑧 = 𝑢0𝑧, 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎0
𝑟𝑟, 𝜎𝑟𝜙 = 𝜎0

𝑟𝜙, 𝜎𝑟𝑧 = 𝜎0
𝑟𝑧.

Для решения рассматриваемой задачи применим подход, предложенный в работе [12].
Воспользуемся известным решением задачи дифракции наклонно падающей плоской зву-

ковой волны на упругом цилиндре с неоднородным покрытием [14]. Согласно[14] потенциал
скорости плоской волны, падающей на цилиндр Ψ𝑖 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒, потенциал скорости рассеянной вол-
ны Ψ𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒 и компоненты вектора смещения в неоднородном покрытии 𝑢𝑟 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒, 𝑢𝜙𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒, 𝑢𝑧 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒
определяются по формулам

Ψ𝑖 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒 = e𝑖𝛼𝑧
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐴 𝑖𝑛𝐽𝑛(𝛽𝑟) e𝑖𝑛(𝜙−𝜙0), (5)

Ψ𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒 = e𝑖𝛼𝑧
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐴𝑛𝐻

(1)
𝑛 (𝛽𝑟) e𝑖𝑛(𝜙−𝜙0), (6)

𝑢𝑟 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒 = e𝑖𝛼𝑧
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑢1𝑛(𝑟) e𝑖𝑛(𝜙−𝜙0), 𝑢𝜙𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒 = e𝑖𝛼𝑧

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑢2𝑛(𝑟) e𝑖𝑛(𝜙−𝜙0),

𝑢𝑧 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑒 = e𝑖𝛼𝑧
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑢3𝑛(𝑟) e𝑖𝑛(𝜙−𝜙0),

где 𝐴 — амплитуда плоской волны; 𝜃0 и 𝜙0 — полярный и азимутальный углы падения плоской

волны; 𝛼 = 𝑘 cos 𝜃0; 𝛽 = 𝑘 sin 𝜃0; 𝐽𝑛 — цилиндрическая функция Бесселя порядка 𝑛; 𝐻
(1)
𝑛 —

цилиндрическая функция Ганкеля первого рода порядка 𝑛;

𝐴𝑛 =
𝐴𝑖𝑛𝛽𝐽 ′

𝑛(𝛽𝑟1) + 𝑖𝜔𝑢1𝑛(𝑟1)

𝛽𝐻
(1)′
𝑛 (𝛽𝑟1)

.

Здесь и далее штрихи означают дифференцирование по аргументу.
Функции 𝑢𝑗𝑛(𝑟) (𝑗 = 1, 2, 3) являются решением краевой задачи для системы линейных

обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка [14]

𝐴𝑛U
′′
𝑛 + 𝐵̂𝑛U

′
𝑛 + 𝐶𝑛U𝑛 = 0,(︂

1

𝑟2
𝐴𝑛U

′
𝑛 + 𝐸̂𝑛U𝑛

)︂
𝑟=𝑟1

= 𝐺̂𝑛, (7)
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(︂
1

𝑟2
𝐴𝑛U

′
𝑛 + 𝐹𝑛U𝑛

)︂
𝑟=𝑟0

= 0,

где U𝑛 = (𝑢1𝑛, 𝑢2𝑛, 𝑢3𝑛)T; 𝐴𝑛 = (𝑎𝑛𝑖𝑗)3×3, 𝐵̂𝑛 = (𝑏𝑛𝑖𝑗)3×3, 𝐶𝑛 = (𝑐𝑛𝑖𝑗)3×3, 𝐸̂𝑛 = (𝑒𝑛𝑖𝑗)3×3,
𝐹𝑛 = (𝑓𝑛𝑖𝑗)3×3, 𝐺̂𝑛 = (𝑔𝑛𝑖)3×1 — матрицы, выражения для элементов которых приведены в
[14].

Запишем сферическую волну в виде разложения по цилиндрическим волновым функциям
[20]

Ψ𝑖 =

∞∫︁
−∞

Ψ̃𝑖(ℎ) 𝑑 ℎ, (8)

где

Ψ̃𝑖(ℎ) =
𝑖

2
e𝑖ℎ(𝑧−𝑧𝑖)

∞∑︁
𝑛=−∞

e𝑖𝑛(𝜙−𝜙𝑖)𝐽𝑛(𝑘ℎ𝑟𝑖)𝐻
(1)
𝑛 (𝑘ℎ𝑟) при 𝑟 > 𝑟𝑖,

Ψ̃𝑖(ℎ) =
𝑖

2
e𝑖ℎ(𝑧−𝑧𝑖)

∞∑︁
𝑛=−∞

e𝑖𝑛(𝜙−𝜙𝑖)𝐽𝑛(𝑘ℎ𝑟)𝐻(1)
𝑛 (𝑘ℎ𝑟𝑖) при 𝑟 < 𝑟𝑖, (9)

𝑘ℎ =
√︀

𝑘2 − ℎ2.

Здесь и в дальнейшем знаком "тильда"будем обозначать величины, зависящие от ℎ.
Без ограничения общности положим 𝑧𝑖 = 0.
При удовлетворении граничных условий на поверхности покрытия 𝑟 = 𝑟1 следует для

сферической волны использовать разложение (9), которое запишем в виде

Ψ̃𝑖(ℎ) = e𝑖ℎ𝑧
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐼𝑛(ℎ) 𝑖𝑛𝐽𝑛(𝑘ℎ𝑟) e𝑖𝑛(𝜙−𝜙0), (10)

где

𝐼𝑛(ℎ) =
1

2
(−𝑖)𝑛−1𝐻(1)

𝑛 (𝑘ℎ𝑟𝑖).

Сравнивая формулы (10) и (5) и учитывая, что 𝛽 = (𝑘2 − 𝛼2)1/2, замечаем, что подын-
тегральное выражение в (8), определяемое (10), аналогично по форме выражению плоской
волны (5). При этом ℎ соответствует 𝛼, а 𝐼𝑛(ℎ) — 𝐴. Следовательно, при рассеянии первич-
ного поля возмущений, определяемого Ψ̃𝑖(ℎ), потенциал скорости рассеянной волны Ψ̃𝑠(ℎ)
определяется формулой, которая аналогична формуле (6). При этом в (6) следует сделать
замены 𝛼 на ℎ и 𝐴 на 𝐼𝑛(ℎ).

Получаем

Ψ̃𝑠(ℎ) = e𝑖ℎ𝑧
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐴𝑛(ℎ)𝐻(1)

𝑛 (𝑘ℎ𝑟) e𝑖𝑛(𝜙−𝜙0), (11)

где

𝐴𝑛(ℎ) =
𝐼𝑛(ℎ) 𝑖𝑛 𝑘ℎ𝐽

′
𝑛(𝑘ℎ 𝑟1) + 𝑖𝜔𝑢̃1𝑛(𝑟1, ℎ)

𝑘ℎ 𝐻
(1)′
𝑛 (𝑘ℎ 𝑟1)

.

Кроме того, указанные выше замены следует произвести в выражениях для элементов матриц
краевой задачи (7). В результате будем иметь

𝑎𝑛11 = (𝜆 + 2𝜇)𝑟2, 𝑎𝑛22 = 𝑎𝑛33 = 𝜇𝑟2, 𝑎𝑛𝑖𝑗 = 0, (𝑖 ̸= 𝑗),

𝑏𝑛11 = (𝜆′ + 2𝜇′)𝑟2 + (𝜆 + 2𝜇)𝑟, 𝑏𝑛12 = 𝑏̂𝑛21 = 𝑖𝑛 (𝜆 + 𝜇)𝑟,

𝑏𝑛13 = 𝑏𝑛31 = 𝑖 ℎ (𝜆 + 𝜇)𝑟2, 𝑏𝑛22 = 𝑏𝑛33 = 𝜇′𝑟2 + 𝜇𝑟, 𝑏𝑛23 = 𝑏𝑛32 = 0,
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𝑐𝑛11 = 𝜆′𝑟 − 𝜆− (𝑛2 + 2 + ℎ2𝑟2) 𝜇 + 𝜔2𝜌𝑟2,

𝑐𝑛12 = 𝑖𝑛 (𝜆′𝑟 − 𝜆− 3𝜇), 𝑐𝑛13 = 𝑖 ℎ 𝜆′𝑟2, 𝑐𝑛21 = 𝑖𝑛 (𝜇′𝑟 + 𝜆 + 3𝜇),

𝑐𝑛22 = −𝜇′𝑟 − 𝑛2𝜆− (2𝑛2 + ℎ2𝑟2 + 1) 𝜇 + 𝜔2𝜌𝑟2, 𝑐𝑛23 = 𝑐𝑛32 = −𝑛 ℎ (𝜆 + 𝜇)𝑟,

𝑐𝑛31 = 𝑖 ℎ (𝜇′𝑟 + 𝜆 + 𝜇)𝑟, 𝑐𝑛33 = −(𝑛2 + 2ℎ2𝑟2)𝜇′𝑟 − ℎ2𝜆 𝑟2 + 𝜔2𝜌𝑟2,

𝑒𝑛11 =
𝜆

𝑟
+

𝜔2𝜌1𝐻
(1)
𝑛 (𝑘ℎ 𝑟)

𝑘ℎ 𝐻
(1)′
𝑛 (𝑘ℎ 𝑟)

, 𝑒𝑛12 =
𝑖 𝑛 𝜆

𝑟
, 𝑒𝑛13 = 𝑖 ℎ 𝜆,

𝑒𝑛21 =
𝑖 𝑛 𝜇

𝑟
, 𝑒𝑛22 = −𝜇

𝑟
, 𝑒𝑛31 = 𝑖 ℎ 𝜇, 𝑒𝑛23 = 𝑒𝑛32 = 𝑒𝑛33,

𝑔𝑛1 =
𝑖 𝜔 𝜌1 𝐻

(1)
𝑛 (𝑘ℎ 𝑟𝑖)

𝜋 𝑘ℎ 𝑟1 𝐻
(1)′
𝑛 (𝑘ℎ 𝑟1)

, 𝑔𝑛2 = 𝑔𝑛3 = 0,

𝑓𝑛11 =
𝜆

𝑟
− (𝛾1𝑛𝑏1𝑛 + 𝛾2𝑛𝑐1𝑛 + 𝛾3𝑛𝑑1𝑛) 𝑞−1

𝑛 , 𝑓𝑛12 =
𝑖 𝑛 𝜆

𝑟
− (𝛾1𝑛𝑏2𝑛 + 𝛾2𝑛𝑐2𝑛 + 𝛾3𝑛𝑑2𝑛) 𝑞−1

𝑛 ,

𝑓𝑛13 = 𝑖 ℎ 𝜆− (𝛾1𝑛𝑏3𝑛 + 𝛾2𝑛𝑐3𝑛 + 𝛾3𝑛𝑑3𝑛) 𝑞−1
𝑛 , 𝑓𝑛21 =

𝑖 𝑛 𝜇

𝑟
− (𝛾4𝑛𝑏1𝑛 + 𝛾5𝑛𝑐1𝑛 + 𝛾6𝑛𝑑1𝑛) 𝑞−1

𝑛 ,

𝑓𝑛22 = − 𝜇

𝑟
− (𝛾4𝑛𝑏2𝑛 + 𝛾5𝑛𝑐2𝑛 + 𝛾6𝑛𝑑2𝑛) 𝑞−1

𝑛 , 𝑓𝑛23 = −(𝛾4𝑛𝑏3𝑛 + 𝛾5𝑛𝑐3𝑛 + 𝛾6𝑛𝑑3𝑛) 𝑞−1
𝑛 ,

𝑓𝑛31 = 𝑖 ℎ 𝜇− (𝛾7𝑛𝑏1𝑛 + 𝛾8𝑛𝑐1𝑛 + 𝛾9𝑛𝑑1𝑛) 𝑞−1
𝑛 , 𝑓𝑛32 = −(𝛾7𝑛𝑏2𝑛 + 𝛾8𝑛𝑐2𝑛 + 𝛾9𝑛𝑑2𝑛) 𝑞−1

𝑛 ,

𝑓𝑛33 = −(𝛾7𝑛𝑏3𝑛 + 𝛾8𝑛𝑐3𝑛 + 𝛾9𝑛𝑑3𝑛) 𝑞−1
𝑛 .

Здесь

𝑞𝑛 = 𝑘𝜏𝑘
2
2ℎ𝑟

2
0𝐽

′
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0)

[︀
𝑘1ℎ𝑘2ℎ 𝐽 ′

𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)𝐽𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0) + ℎ2𝐽𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)𝐽
′
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0)

]︀
−

−𝑛2𝑘3𝜏𝐽𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)𝐽
2
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0),

𝑘1ℎ =
√︁

𝑘2𝑙 − ℎ2, 𝑘2ℎ =
√︀
𝑘2𝜏 − ℎ2,

𝑏1𝑛 = 𝑘𝜏𝑘
3
2ℎ 𝑟20𝐽𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0)𝐽

′
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0), 𝑏2𝑛 = 𝑖 𝑛 𝑘𝜏𝑘

2
2ℎ 𝑟0 𝐽

2
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0),

𝑏3𝑛 = 𝑖 ℎ 𝑘𝜏

[︁
𝑛2𝐽2

𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0) − (𝑘2ℎ 𝑟0)
2𝐽 ′2

𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0)
]︁
,

𝑐1𝑛 = −𝑖 ℎ 𝑘𝜏𝑘2ℎ 𝑟20𝐽𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)𝐽
′
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0), 𝑐2𝑛 = 𝑛ℎ𝑘𝜏 𝑟0𝐽𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)𝐽𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0),

𝑐3𝑛 = [𝑞𝑛 − 𝑖 ℎ 𝐽𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)𝑏3𝑛] /
[︀
𝑘22ℎ 𝐽𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0)

]︀
, 𝑑1𝑛 = 𝑖 𝑛 𝑘2𝜏𝑟0𝐽𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)𝐽𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0),

𝑑2𝑛 = −𝑘2ℎ𝑟
2
0

[︀
𝑘1ℎ 𝑘2ℎ 𝐽 ′

𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)𝐽𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0) + ℎ2𝐽𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)𝐽
′
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0)

]︀
,

𝑑3𝑛 = 𝑛ℎ𝑟0
[︀
𝑘2ℎ 𝐽𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)𝐽

′
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0) − 𝑘1ℎ 𝐽 ′

𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)𝐽𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0)
]︀
,

𝛾1𝑛 = 2𝜇2 𝑘
2
1ℎ 𝐽 ′′

𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0) − 𝜆2 𝑘
2
𝑙 𝐽𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0), 𝛾2𝑛 = 2𝑖 𝜇2 ℎ 𝑘

2
2ℎ 𝐽 ′′

𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0),

𝛾3𝑛 = 2 𝑖 𝑟−2
0 𝜇2 𝑛𝑘𝜏

[︀
𝑘2ℎ 𝑟0 𝐽

′
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0) − 𝐽𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0)

]︀
,

𝛾4𝑛 = 2 𝑖 𝑟−2
0 𝜇2 𝑛

[︀
𝑘1ℎ 𝑟0 𝐽

′
𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0) − 𝐽𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0)

]︀
,

𝛾5𝑛 = −2 𝑟−2
0 𝜇2 𝑛ℎ

[︀
𝑘2ℎ 𝑟0 𝐽

′
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0) − 𝐽𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0)

]︀
,

𝛾6𝑛 = 𝑟−2
0 𝜇2 𝑘𝜏

[︀
−(𝑘2ℎ 𝑟0)

2 𝐽 ′′
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0) + 𝑘2ℎ 𝑟0 𝐽

′
𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0) − 𝑛2𝐽𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0)

]︀
,

𝛾7𝑛 = 2𝑖 𝜇2 ℎ 𝑘1ℎ 𝐽 ′
𝑛(𝑘1ℎ 𝑟0), 𝛾8𝑛 = 𝜇2 𝑘2ℎ 𝐽 ′

𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0)(𝑘
2
𝜏 − 2ℎ2),

𝛾9𝑛 = −𝑟−1
0 𝜇2 𝑘𝜏 𝑛ℎ 𝐽𝑛(𝑘2ℎ 𝑟0).
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Потенциал скорости рассеянной волны, возникающей при дифракции сферической волны
на цилиндре с покрытием, определяется путем интегрирования Ψ̃𝑠(ℎ) по ℎ

Ψ𝑠 =

∞∫︁
−∞

Ψ̃𝑠(ℎ) 𝑑 ℎ. (12)

Подставляя (11) в (12) получаем

Ψ𝑠 = 𝑖

∞∫︁
−∞

e𝑖ℎ𝑧
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑘ℎ𝐻
(1)
𝑛 (𝑘ℎ 𝑟𝑖) 𝐽 ′

𝑛 (𝑘ℎ 𝑟1) + 2𝜔 𝑢̃1𝑛(𝑟1, ℎ)

2𝑘ℎ 𝐻
(1)′
𝑛 (𝑘ℎ 𝑟1)

𝐻(1)
𝑛 (𝑘ℎ 𝑟) e𝑖𝑛(𝜙−𝜙0) 𝑑 ℎ. (13)

Для нахождения 𝑢̃1𝑛(𝑟1, ℎ) следует решить краевую задачу (7). Она может быть решена
различными методами, например, методом сведения к задачам с начальными условиями [7],
методом сплайн-коллокации [9], методом степенных рядов [21].

Оценить аналитически интеграл (13) не представляется возможным. Он подлежит только
численному расчету, хотя и при этом возникают значительные трудности.

На вещественной оси отсутствуют особенности подынтегральной функции (нули знаме-
нателя), но имеются точки ветвления ℎ = ±𝑘, которые определяются двузначной функцией
𝑘ℎ =

√
𝑘2 − ℎ2 аргумента ℎ.

В (13) на участках интегрирования от ℎ = −∞ до −𝑘 и от ℎ = 𝑘 до +∞ величина
𝑘ℎ =

√
𝑘2 − ℎ2 становится чисто мнимой. Чтобы выполнялись условия излучения на беско-

нечности для потенциала Ψ𝑠 при 𝑟 → ∞, необходимо потребовать, чтобы Im 𝑘ℎ > 0. Это

следует из привлечения асимптотической формулы для функции 𝐻
(1)
𝑛 (𝑘ℎ 𝑟), стоящей в (13),

при больших значениях аргумента (𝑘ℎ 𝑟 >> 1) [22]

𝐻(1)
𝑛 (𝑘ℎ 𝑟) ≈

√︂
2

𝜋 𝑘ℎ 𝑟
exp

[︁
𝑖
(︁
𝑘ℎ 𝑟 −

𝜋𝑛

2
− 𝜋

4

)︁]︁
.

Таким образом, 𝑘ℎ =
√
𝑘2 − ℎ2 при −𝑘 < ℎ < 𝑘 и 𝑘ℎ = 𝑖

√
ℎ2 − 𝑘2 при |ℎ| > 𝑘.

При ℎ → ±𝑘 возникают затруднения при вычислении подынтегрального выражения в (13).

Учитывая, что 𝐽−𝑛(𝑧) = (−1)𝑛𝐽𝑛(𝑧) и 𝐻
(1)
−𝑛(𝑧) = (−1)𝑛𝐻

(1)
𝑛 (𝑧), в окрестности точек ℎ = ±𝑘

заменим в (13) цилиндрические функции Бесселя и их производные асимптотическими фор-
мулами при малых значениях аргумента (𝑧 → 0) [22]

𝐽𝑛(𝑧) ≈ 1

𝑛 !

(︁𝑧
2

)︁𝑛
, 𝐻(1)

𝑛 (𝑧) ≈ − 𝑖

𝜋
(𝑛− 1)!

(︂
2

𝑧

)︂𝑛

, 𝑛 > 1,

𝐽0(𝑧) ≈ 1, 𝐻
(1)
0 (𝑧) ≈ 2𝑖

𝜋
ln

𝑧

2
,

𝐽
′
𝑛(𝑧) ≈ 𝑧𝑛−1

2𝑛(𝑛− 1) !
, 𝐻(1)′

𝑛 (𝑧) ≈ 2𝑛𝑖 𝑛 !

𝜋 𝑧𝑛+1
, 𝑛 > 1,

𝐽 ′
0(𝑧) ≈ −𝑧

2
, 𝐻

(1)′

0 (𝑧) ≈ 2𝑖

𝜋𝑧
.

Анализируя полученное асимптотическое выражение для подынтегральной функции, уста-
навливаем, что при 𝑛 ̸= 0 слагаемые в подынтегральном выражении в окрестности точек
ℎ = ±𝑘 стремятся к нулю, так что их следует положить равными нулю. Слагаемое при 𝑛 = 0
имеет порядок ln

√
𝑘2 − ℎ2. Следовательно, подынтегральное выражение в (13) имеет лога-

рифмические особенности в точках ℎ = ±𝑘. Устраним эти особенности путем обхода точек
ℎ = ±𝑘 по полуокружностям малого радиуса 𝜀 в комплексной плоскости ℎ. Для обхода точки
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ℎ = 𝑘 полуокружность берется под действительной осью, а для обхода точки ℎ = −𝑘 — над
этой осью. Именно при таком обходе выполняется условие Im 𝑘ℎ > 0. При интегрировании по
полуокружности при обходе точки ℎ = 𝑘 сделаем замену переменной в ln

√
𝑘2 − ℎ2 по формуле

ℎ = 𝑘 + 𝜀 exp(𝑖 𝜑). В результате приходим к интегралу

𝑖 𝜀

2𝜋∫︁
𝜋

(︂
ln

√
−2𝑘 𝜀 +

𝑖 𝜑

2

)︂
e𝑖 𝜑 𝑑𝜑,

который стремится к нулю при 𝜀 → 0. Аналогичная ситуация имеет место и при обходе точки
ℎ = −𝑘. В этом случае замена переменной интегрирования ℎ на 𝜑 производится по формуле
ℎ = −𝑘 + 𝜀 exp(𝑖 𝜑). Таким образом, при 𝑛 = 0 подынтегральное выражение в точках ℎ = ±𝑘
также как и при 𝑛 ̸= 0 не вычисляется, а заменяется на ноль.

Точка наблюдения, как правило, находится далеко от рассеивателя. Так как функция Ган-

келя 𝐻
(1)
𝑛 (𝑘ℎ 𝑟) стремится к нулю при 𝑘ℎ𝑟 → ∞, то интеграл (13) можно численно оценить,

рассматривая конечный и сравнительно небольшой интервал интегрирования.

4. Заключение

В настоящей работе получено точное решение задачи дифракции сферической звуковой
волны на упругом цилиндре с непрерыно-неоднородным упругим покрытием на основе из-
вестного решения аналогичной задачи в случае плоской падающей волны. Подобный подход
может быть использован при решении других задач дифракции неплоских волн, когда геомет-
рии тела и фронта падающей волны различны. При этом предполагается наличие разложения
падающей волны по плоским волнам и аналитического решения соответствующей задачи ди-
фракции плоской волны.
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