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1. Введение

Временные ряды – это одна из наиболее распространенных форм представления исходных
данных систем мониторинга в задачах физики, геофизики, метеорологии, экологии, экономи-
ки, социологии и многих других наук. Последовательные значения исследуемых характери-
стик отражают как внутреннюю динамику объектов, так и их взаимные связи и изменчивость
этих связей во времени.

Сглаживание временных рядов является одним из наиболее мощных инструментов их изу-
чения. В общей стохастической обстановке сглаживание временного ряда можно рассматри-
вать как возможный вариант его идеального течения. Двойственным образом это обстоятель-
ство дает подход к аномалиям на временных рядах: ими можно считать фрагменты значи-
тельных отклонений временных рядов от своих сглаживаний.

Кроме того, сглаживания зачастую устроены проще, поддаются более простому анализу и
потому служат эффективной аппроксимацией временных рядов.

На сегодняшний день наиболее известными методами сглаживания являются регрессион-
ный анализ, метод конечных элементов и сплайнов, Фурье- и вейвлет-сглаживания и их обоб-
щения на основе разложений по ортогональным системам функций и частотно-временного
анализа [1, 2, 3, 4, 5, 6].

Настоящая статья продолжает цикл работ авторов по разработке математических аспек-
тов методов искусственного интеллекта для обработки наблюдений [7, 8, 9, 10, 11, 12], прове-
денных под руководством академика А.Д.Гвишиани, начиная с 2000-го года. Она посвящена
новому универсальному методу сглаживания, первоначально предназначенному для анализа
геофизических временных рядов [13, 14].

Гравитационные сглаживания легли в основу изучения ускорения векового хода главного
магнитного поля Земли на основе данных обсерваторий сети ИНТЕРМАГНЕТ [15].

Но свойства оператора сглаживание до сих пор не были изучены. Данная статья – первый
шаг в этом направлении.

2. Гравитационное сглаживание

2.1. Общая схема ДМА-сглаживания

Пусть 𝐵𝑃 [𝑎, 𝑏] – пространство конечных временных рядов на дискретном отрезке [𝑎, 𝑏] с
узлами 𝑡𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁 , 𝑡0 = 𝑎, 𝑡𝑁 = 𝑏. Соответствие 𝑦𝑖 = 𝑦(𝑡𝑖) превращает 𝐵𝑃 [𝑎, 𝑏] в
(𝑁 + 1)-мерное пространство.

Для заданного временного ряда (𝑦0, . . . , 𝑦𝑁 ) рассматривается задача его сглаживания
Sm(𝑦) = 𝑥 ∈ 𝐵𝑃 [𝑎, 𝑏], которая формализуется следующей схемой

[𝑥 = сглаживание 𝑦] = [𝑥 = приближение 𝑦] ∧ [𝑥 = гладкий временной ряд]

Приближение формализуется функционалом квадратичной невязки:

Sc(𝑥 | 𝑦) = ‖𝑥− 𝑦‖2 =
∑︁

𝑖
(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)

2

Гладкость формализуется невязкой гладкости CG(𝑥).
Содержательная одновременная минимизация невязок осуществляется за счет использо-

вания взвешенной суммы:

Sm𝜆(𝑥 | 𝑦) = 𝜆CG(𝑥) + (1− 𝜆) Sc(𝑥 | 𝑦)

Поиск сглаживания 𝑥 = Sm𝜆(𝑦) сводится к минимизации функционала Sm𝜆(𝑥 | 𝑦) :

𝑥 = Sm𝜆(𝑦) ⇐⇒ grad𝑥(Sm𝜆(𝑥 | 𝑦)) = 0
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2.2. Общий вид оператора сглаживания

Пусть невязка гладкости задается неотрицательной квадратичной формой:

CG(𝑥) = (Gr𝑥, 𝑥)

Тогда

Sm𝜆(𝑥 | 𝑦) = 𝜆(Gr𝑥, 𝑥) + (1− 𝜆) ‖𝑥− 𝑦‖2 = 𝜆(Gr𝑥, 𝑥) + (1− 𝜆) (𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑦) =

= ((𝜆Gr+(1− 𝜆)𝐸)𝑥, 𝑥)− 2(1− 𝜆)(𝑥, 𝑦) + (1− 𝜆)‖𝑦‖2

Минимизация Sm𝜆(𝑥 | 𝑦) равносильна минимизации функционала

S̃m𝜆(𝑥 | 𝑦) = ((𝜆Gr+(1− 𝜆)𝐸)𝑥, 𝑥)− 2(1− 𝜆)(𝑥, 𝑦).

Очевидно,
grad𝑥(S̃m𝜆(𝑥 | 𝑦)) = (𝜆Gr+(1− 𝜆)𝐸)𝑥− (1− 𝜆)𝑦.

Следовательно,
𝑥 = Sm𝜆(𝑦) ⇐⇒ (𝜆Gr+(1− 𝜆)𝐸)𝑥 = (1− 𝜆)𝑦.

Оператор 𝜆Gr+(1−𝜆)𝐸 строго положителен, поэтому оператор сглаживания может быть
представлен в форме:

Sm𝜆 = (1− 𝜆)(𝜆Gr+(1− 𝜆)𝐸)−1.

2.3. Общий вид оператора сглаживания с весами

Предположим, что по характеру данных каждому узлу 𝑡𝑖 на отрезке [𝑎, 𝑏] можно сопоста-
вить свой вес 𝑣𝑖 > 0. Обозначим через 𝑉 их множество 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 .

Рассмотрим способы учета весов при построении гравитационного сглаживания. Построе-
ние оператора сглаживания осуществляется на основе минимизации функционала

Sm𝜆(𝑥 | 𝑦) = 𝜆CG(𝑥) + (1− 𝜆) Sc(𝑥 | 𝑦),

поэтому учет весов может происходить через невязку CG(𝑥), функционал сканирования
Sc(𝑥 | 𝑦), и множитель 𝜆. Слагаемые функционала сглаживания, в которые входят (не вхо-
дят) веса, будем обозначать введением индекса 𝑉 .

Возможны следующие варианты учета весов

1. Sm𝜆(𝑥 | 𝑦) = 𝜆CG(𝑥) + (1− 𝜆) Sc(𝑥 | 𝑦),

2. VSm𝜆(𝑥 | 𝑦) = 𝜆CG(𝑥) + (1− 𝜆) ScV(𝑥 | 𝑦),

3. SmV𝜆(𝑥 | 𝑦) = 𝜆CGV(𝑥) + (1− 𝜆) Sc(𝑥 | 𝑦),

4. VSmV𝜆(𝑥 | 𝑦) = 𝜆CGV(𝑥) + (1− 𝜆) ScV(𝑥 | 𝑦),

5. Sm𝜆V(𝑥 | 𝑦) = 𝜆V CG(𝑥) + (1− 𝜆V) Sc(𝑥 | 𝑦),

6. VSm𝜆V(𝑥 | 𝑦) = 𝜆V CG(𝑥) + (1− 𝜆V) ScV(𝑥 | 𝑦),

7. SmV𝜆V(𝑥 | 𝑦) = 𝜆V CGV(𝑥) + (1− 𝜆V) Sc(𝑥 | 𝑦),

8. VSmV𝜆V(𝑥 | 𝑦) = 𝜆V CGV(𝑥) + (1− 𝜆V) ScV(𝑥 | 𝑦).

Кроме перечисленных возможны варианты за счет использования разных наборов весов
для различных слагаемых функционала сглаживания.
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2.4. Гравитационная невязка гладкости: нулевой уровень

Роль окрестности узла 𝑡𝑖 выполняет нечеткая структура 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) , выражающая свойство
близости к 𝑡𝑖 остальных узлов: 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) – степень близости узла 𝑡𝑗 к узлу 𝑡𝑖. Всегда должно
быть:

𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) ∈ [0, 1] , 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑖) = 1,

при этом возможны случаи 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) ̸= 𝛿𝑡𝑗 (𝑡𝑖).
С мерой близости 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) связывается матрица

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) , 𝑎𝑖𝑗 =
𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗)∑︀𝑁

𝑘=0 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑘)
,

𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, 𝑗 = 0, 1 . . . , 𝑁,
∑︀

𝑗 𝑎𝑖𝑗 = 1

Заметим, что матрицу 𝐴 можно представить в форме:

𝐴 = 𝐾𝐴0 ,

где 𝐴0 = (𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗)) , 𝐾 ≡ diag(𝑘𝑖) = diag

(︂
1∑︀𝑁

𝑘=0 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑘)

)︂
.

Дискретное выражение гравитационной непрерывности для ряда 𝑥𝑖 = 𝑥 (𝑡𝑖) в узле 𝑡𝑖𝜖[𝑎, 𝑏]
означает равенство:

𝑥𝑖 =
𝑁∑︁
0

𝑥𝑗𝑎𝑖𝑗 ,

Соответственно, отклонение от равенства есть невязка гравитационной непрерывности в узле
𝑡𝑖𝜖[𝑎, 𝑏] :

CGr0(𝑥)(𝑡𝑖) =

⎛⎝𝑥𝑖 − 𝑁∑︁
𝑗=0

𝑥𝑗𝑎𝑖𝑗

⎞⎠2

Общая невязка гравитационной непрерывности на [𝑎, 𝑏], выражающая отклонение по всем
узлам, получается суммированием с весами:

CGV
0(𝑥)(𝑡𝑖) =

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑣𝑖

⎛⎝𝑥𝑖 − 𝑁∑︁
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗

⎞⎠2

=

= (𝑉 (𝐴− 𝐸)𝑥, (𝐴− 𝐸)𝑥) =

= ((𝐴− 𝐸)*𝑉 (𝐴− 𝐸)𝑥, 𝑥) ≡ (GV 𝑥, 𝑥) ,

где матрица 𝑉 = diag(𝑣𝑖)

В соответствии с вариантами 1)-4) оператор сглаживания с весами имеет вид:

1. Sm𝜆(𝑦) = (1− 𝜆)(𝜆G+(1− 𝜆)𝐸)−1𝑦,

2. VSm𝜆(𝑦) = (1− 𝜆)(𝜆G+(1− 𝜆)𝐸)−1𝑉 𝑦,

3. SmV𝜆(𝑦) = (1− 𝜆)(𝜆GV +(1− 𝜆)𝐸)−1𝑦,

4. VSmV𝜆(𝑦) = (1− 𝜆)(𝜆GV +(1− 𝜆)𝐸)−1𝑉 𝑦
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В случае, когда учет весов происходит через множитель 𝜆, функционал Sm𝜆V(𝑥 | 𝑦) имеет
вид:

Sm𝜆V(𝑥 | 𝑦) = 𝜆V CG(𝑥) + (1− 𝜆V) Sc(𝑥 | 𝑦) =

=
𝑁∑︁
𝑖=0

⎡⎣𝜆𝑖
⎛⎝𝑥𝑖 − 𝑁∑︁

𝑗=0

𝑎𝑖𝑗

⎞⎠2

+ (1− 𝜆𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2

⎤⎦ =

= (Λ (𝐴− 𝐸)𝑥, (𝐴− 𝐸)𝑥) + ((𝐸 − Λ)(𝑥− 𝑦), (𝑥− 𝑦)),

где матрица Λ = diag(𝜆𝑖). Следовательно, в соответствии с вариантами 5)-8) оператор сгла-
живания с весами имеет вид:

5. Sm𝜆V(𝑦) = (𝐸 − Λ)(ΛG+(𝐸 − Λ))−1𝑦,

6. VSm𝜆V(𝑦) = (𝐸 − Λ)(ΛG+(𝐸 − Λ))−1𝑉 𝑦,

7. SmV𝜆V(𝑦) = (𝐸 − Λ)(ΛGV +(𝐸 − Λ))−1𝑦,

8. VSmV𝜆V(𝑦) = (𝐸 − Λ)(ΛGV +(𝐸 − Λ))−1𝑉 𝑦.

3. Свойства гравитационного сглаживания

3.1. Спектральные свойства оператора сглаживания

С учетом выражений для оператора сглаживания, задачи на собственные значения в каж-
дом из случаев 1).-8) приводят к необходимости рассматривать спектральную задачу для
пучка, порожденного оператором гравитационной невязки – таблица 1.

Спектральные свойства оператора сглаживания существенным образом зависят от матриц
G, 𝑉 , Λ, т.е. от свойств нечеткой структуры 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) и весов. Будем говорить, что нечеткая
структура 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) симметрична, если справедливо равенство:

𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) = 𝛿 (𝑖− 𝑗) ,

где функция 𝛿 (𝜉) является четной, неотрицательной, 𝛿 (0) = 1.
Например, в случае равномерной сетки: 𝑡𝑖 = 𝑎 + 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, 𝑡𝑁 = 𝑏 = 𝑎 + 𝑁ℎ,

ℎ = (𝑏− 𝑎)/𝑁 нечеткая структура будет симметричной, если

𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) = 𝑎 (|𝑡𝑖 − 𝑡𝑗 |) = 𝑎 (ℎ(𝑖− 𝑗)) ,

где функция 𝑎 (𝜉) является четной, неотрицательной, 𝑎 (0) = 1.
Примером может служить нечеткая структура вида:

𝛿 (|𝑡𝑖 − 𝑡𝑗 |) ≡ 𝛿 (𝑖− 𝑗) =

{︃ (︁
1− |𝑖−𝑗|

𝑟

)︁𝑝
, |𝑖− 𝑗| < 𝑟 < 𝑁

0, |𝑖− 𝑗| > 𝑟

Таблица 1
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№ Спектральная за-
дача

Спектральная задача для пучка

1 Sm𝜆(𝑦) = 𝜇𝑦 G(𝑦) ≡ (𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸) , 𝑦 = (1−𝜆)(1−𝜇)
𝜆𝜇 𝑦,

таким образом, если 𝜈0, . . . , 𝜈𝑁 – собственные числа оператора
G, то 𝜇(𝜈0), . . . , 𝜇(𝜈𝑁 ) – собственные числа оператора сглажи-

вания, где 𝜇(𝜈) =
(︁
1 + 𝜆

1−𝜆𝜈
)︁−1

2 VSm𝜆(𝑦) = 𝜇𝑦 G(𝑦) ≡ (𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸) , 𝑦 = 1−𝜆
𝜆𝜇 (𝑉 − 𝜇𝐸) 𝑦

3 SmV𝜆(𝑦) = 𝜇𝑦 GV(𝑦) ≡ (𝐴− 𝐸)*𝑉 (𝐴− 𝐸) , 𝑦 = (1−𝜆)(1−𝜇)
𝜆𝜇 𝑦,

таким образом, если 𝜈0, . . . , 𝜈𝑁 – собственные числа оператора
GV, то 𝜇(𝜈0), . . . , 𝜇(𝜈𝑁 ) – собственные числа оператора сгла-

живания, где 𝜇(𝜈) =
(︁
1 + 𝜆

1−𝜆𝜈
)︁−1

4 VSmV𝜆(𝑦) = 𝜇𝑦 GV(𝑦) ≡ (𝐴− 𝐸)*𝑉 (𝐴− 𝐸) , 𝑦 = 1−𝜆
𝜆𝜇 (𝑉 − 𝜇𝐸) 𝑦

5 Sm𝜆V(𝑦) = 𝜇𝑦 G(𝑧) ≡ (𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸) , 𝑧 = 1−𝜇
𝜇

(︀
Λ−1 − 𝐸

)︀
𝑧, 𝑦 = (𝐸 − Λ)𝑧,

таким образом, если 𝜈0, . . . , 𝜈𝑁 – собственные числа задачи
G(𝑧) = 𝜈

(︀
Λ−1 − 𝐸

)︀
𝑧 то 𝜇(𝜈0), . . . , 𝜇(𝜈𝑁 ) – собственные чис-

ла оператора сглаживания, где 𝜇(𝜈) = (1 + 𝜈)−1

6 VSm𝜆V(𝑦) = 𝜇𝑦 G(𝑧) ≡ (𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸) , 𝑧 = Λ−1
(︁

1
𝜇𝑉 − 𝐸

)︁
(𝐸 − Λ)𝑧,

𝑦 = (𝐸 − Λ)𝑧

7 SmV𝜆V(𝑦) = 𝜇𝑦 GV(𝑧) ≡ (𝐴− 𝐸)*𝑉 (𝐴− 𝐸) , 𝑧 = 1−𝜇
𝜇

(︀
Λ−1 − 𝐸

)︀
𝑧,

𝑦 = (𝐸 − Λ)𝑧, таким образом, если 𝜈0, . . . , 𝜈𝑁 – собственные
числа задачи GV(𝑧) = 𝜈

(︀
Λ−1 − 𝐸

)︀
𝑧, то 𝜇(𝜈0), . . . , 𝜇(𝜈𝑁 ) – соб-

ственные числа оператора сглаживания, где 𝜇(𝜈) = (1 + 𝜈)−1

8 VSmV𝜆V(𝑦) = 𝜇𝑦 GV(𝑧) ≡ (𝐴− 𝐸)*𝑉 (𝐴− 𝐸) , 𝑧 = Λ−1
(︁

1
𝜇𝑉 − 𝐸

)︁
(𝐸 − Λ)𝑧,

𝑦 = (𝐸 − Λ)𝑧

Далее рассматриваются свойства оператора гравитационного сглаживания в случае сим-
метричной нечеткой структуры.

Напомним, что матрицу 𝐴 можно представить в форме:

𝐴 = 𝐾𝐴0 ,

где 𝐴0 = (𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗)) , 𝐾 ≡ diag(𝑘𝑖) = diag

(︂
1∑︀𝑁

𝑘=0 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑘)

)︂
.

Лемма 1. Пусть нечеткая структура 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) симметрична, тогда 𝐴0 – симметричная
тёплицева матрица и 𝑘𝑖 = 𝑘𝑁−𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁

Доказательство
В силу симметрии нечеткой структуры получаем:

𝐴0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 𝛿(1) . . . 𝛿(𝑁 − 1) 𝛿(𝑁)
𝛿(1) 1 . . . 𝛿(𝑁 − 2) 𝛿(𝑁 − 1)
. . . . . . . . . . . . . . .
𝛿(𝑖) . . . 1 . . . 𝛿(𝑁 − 𝑖)
. . . . . . . . . . . . . . .
𝛿(𝑁) . . . . . . 𝛿(1) 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
По определению

𝑘𝑖 =
1∑︀𝑁

𝑘=0 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑘)
.
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Рассмотрим сумму

𝑘−1
𝑖 =

𝑁∑︁
𝑘=0

𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑘) = 𝛿(𝑖) + 𝛿(𝑖− 1) + · · ·+ 𝛿(1) + 𝛿(0) + 𝛿(1) + · · ·+ 𝛿(𝑁 − 𝑖).

Очевидно, 𝑘−1
𝑁−𝑖 = 𝛿(𝑁 − 𝑖) + 𝛿(𝑁 − 𝑖− 1) + · · ·+ 𝛿(1) + 𝛿(0) + 𝛿(1) + · · ·+ 𝛿(𝑖). Таким образом,

𝑘𝑖 = 𝑘𝑁−𝑖.
Доказательство завершено

Пусть 𝑥 = (𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1, 𝑥𝑁 ). Введем преобразование 𝑆 - отражение (перестановка)
компонент вектора «относительно центра»:

𝑆𝑥 = 𝑥 = (𝑥𝑁 , 𝑥𝑁−1, . . . , 𝑥1, 𝑥0).

Нетрудно заметить, что

𝑆 =

⎛⎜⎜⎝
0 0
0 0

. . . 0 1

. . . 1 0
0 1
1 0

. . . 0 0

. . . 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑆2 = 𝐸

Лемма 2. Пусть нечеткая структура 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) симметрична, а вектор 𝑥 удовлетворяет
условию симметрии: 𝑆𝑥 = 𝑥 (антисимметрии: 𝑆𝑥 = −𝑥), тогда вектор

𝑦 = (𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸)𝑥

удовлетворяет условию симметрии.

Доказательство
Из леммы 1 и вида матрицы 𝑆 вытекают соотношения 𝑆𝐾𝑆 = 𝐾, 𝑆𝐴0𝑆 = 𝐴0.
Пусть 𝑆𝑥 = 𝑥. Рассмотрим 𝑆𝑦 = 𝑆 (𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸)𝑥 =

𝑆 (𝐾𝐴0 − 𝐸)* (𝐾𝐴0 − 𝐸)𝑥 =

= 𝑆 (𝐾𝐴0 − 𝐸)* (𝐾𝐴0 − 𝐸)𝑆𝑥 = 𝑆 (𝐾𝐴0 − 𝐸)*𝑆𝑆 (𝐾𝐴0 − 𝐸)𝑆𝑥 =

= (𝑆(𝐾𝐴0 − 𝐸)𝑆)*𝑆 (𝐾𝐴0 − 𝐸)𝑆𝑥.

Вычислим: 𝑆 (𝐾𝐴0 − 𝐸)𝑆 = 𝑆𝐾𝑆𝑆𝐴0𝑆 − 𝑆𝐸𝑆 = (𝑆𝐾𝑆)(𝑆𝐴0𝑆) − 𝑆𝑆 = 𝐾𝐴0 − 𝐸. Следова-
тельно, 𝑆𝑦 = 𝑦.

Для случая антисимметричного вектора доказательство аналогичное.
Доказательство завершено

Теорема 1. Пусть нечеткая структура 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) симметрична, а весовые коэффициенты
𝑉 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑣𝑖), Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆𝑖) удовлетворяют условиям 𝑣𝑖 = 𝑣𝑁−𝑖, 𝜆𝑖 = 𝜆𝑁−𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁 .

Тогда, если 𝑥 – собственный вектор, соответствующий собственному числу 𝜇, какой-
либо спектральной задачи 1-8 из таблицы 1, то вектор 𝑥 = 𝑆𝑥 также является собствен-
ным вектором, соответствующим собственному числу 𝜇.

Доказательство
Рассмотрим спектральную задачу для оператора Sm𝜆, остальные рассматриваются аналогич-
но. Если 𝑥 – собственный вектор, то

(𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸)𝑥 =
(1− 𝜆)(1− 𝜇)

𝜆𝜇
𝑥
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Следовательно, в силу соотношения 𝑆2 = 𝐸 имеем:

𝑆 (𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸)𝑆𝑥 =
(1− 𝜆)(1− 𝜇)

𝜆𝜇
𝑥

Далее, как и при доказательстве Леммы 2, обнаруживаем равенство

𝑆 (𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸)𝑆 = (𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸) ,

которое завершает доказательство.
Доказательство завершено

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 1. Если собственное число имеет
нечетную кратность, то среди соответствующих ему собственных векторов существует
симметричный.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, тогда любой собственный вектор 𝑥,
соответствующий собственному числу 𝜇, какой-либо спектральной задачи 1-8 из таблицы
1 представим в виде 𝑥 = 𝑥+ + 𝑥−, где 𝑥+, 𝑥− – ортогональные собственные векторы,
соответствующие собственному числу 𝜇, причем 𝑥+ симметричен, 𝑥− антисимметричен.

Доказательство

Как и в предыдущей теореме, рассмотрим спектральную задачу для оператора 𝑆𝑚𝜆,
остальные рассматриваются аналогично. Если 𝑥 – собственный вектор, то

(𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸)𝑥 =
(1− 𝜆)(1− 𝜇)

𝜆𝜇
𝑥 (1)

Для 𝑥 справедливо представление

𝑥 = 𝑥+ + 𝑥−,

где 𝑥+ = 1
2 (𝑥+ 𝑆𝑥), 𝑥− = 1

2 (𝑥− 𝑆𝑥). Непосредственная проверка показывает, что 𝑆𝑥+ = 𝑥+,
𝑆𝑥− = −𝑥−. А также

(𝑥+, 𝑥−) = (
1

2
(𝑥+ 𝑆𝑥) ,

1

2
(𝑥− 𝑆𝑥)) =

1

4
[(𝑥, 𝑥)− (𝑆𝑥, 𝑆𝑥)] =

1

4
[(𝑥, 𝑥)− (𝑥, 𝑆𝑆𝑥)] = 0.

По теореме 1

(𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸)𝑆𝑥 =
(1− 𝜆)(1− 𝜇)

𝜆𝜇
𝑆𝑥, (2)

следовательно,

(𝐴− 𝐸)* (𝐴− 𝐸) (𝑥+ − 𝑥−) =
(1− 𝜆)(1− 𝜇)

𝜆𝜇
(𝑥+ − 𝑥−)

Далее, складывая и вычитая спектральные равенства (1)-(2) для 𝑥 и 𝑆𝑥, убеждаемся, что
𝑥+, 𝑥− – ортогональные собственные векторы, соответствующие собственному числу 𝜇.
Доказательство завершено
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3.2. Cпектральные свойства оператора сглаживания SmK-2
𝜆 (𝑦)

SmK-2
𝜆 (𝑦) = (1− 𝜆)(𝜆GK-2 +(1− 𝜆)𝐸)−1𝑦

Спектральная задача для оператора сглаживания SmV𝜆(𝑦) существенно упрощается, если
весовые коэффициенты выбраны в виде 𝑉 = 𝐾−2. В этом случае

(𝐴− 𝐸)*𝑉 (𝐴− 𝐸) =
(︀
𝐴0 −𝐾−1

)︀
𝐾

2
𝑉
(︀
𝐴0 −𝐾−1

)︀
=

=
(︀
𝐴0 −𝐾−1

)︀
𝐾

2
𝐾−2

(︀
𝐴0 −𝐾−1

)︀
=
(︀
𝐴0 −𝐾−1

)︀2
Поэтому спектральная задача имеет вид:

GK-2(𝑦) ≡
(︀
𝐴0 −𝐾−1

)︀2
𝑦 =

(1− 𝜆)(1− 𝜇)

𝜆𝜇
𝑦, (3)

таким образом, если 𝜈0, . . . , 𝜈𝑁 – собственные числа оператора GK-2 , то 𝜇(𝜈0), . . . , 𝜇(𝜈𝑁 ) –

собственные числа оператора сглаживания, где 𝜇(𝜈) =
(︁
1 + 𝜆

1−𝜆𝜈
)︁−1

.

При анализе задачи (3) рассмотрим случай локальной нечеткой структуры, которая по-
рождает ленточную матрицу 𝐴0. В этом случае, если (𝐴0)𝑗 обозначает строку матрицы 𝐴0 с
номером 𝑗, то

(𝐴0)𝑗 = ( 𝛿𝑗 . . . 𝛿1 1 𝛿1 . . . 𝛿𝑘−1 0 . . . 0 ),

𝑗 = 0, . . . , 𝑘 − 1;

(𝐴0)𝑗 = ( 0 . . . 0 𝛿𝑘−1 . . . 𝛿1 1 𝛿1 . . . 𝛿𝑘−1 0 . . . 0 ),

𝑗 = 𝑘, . . . , 𝑁 − 𝑘 − 1;

(𝐴0)𝑗 = ( 0 . . . 0 𝛿𝑘−1 . . . 𝛿1 1 𝛿1 . . . 𝛿𝑁−1−𝑗 ),

𝑗 = 𝑁 − 𝑘, . . . , 𝑁 − 𝑘

(𝐴0)𝑗 = ( 𝛿𝑗 . . . 𝛿1 1 𝛿1 . . . 𝛿𝑘−1 0 . . . 0 ), 𝑗 = 0, . . . , 𝑘 − 1;

(𝐴0)𝑗 = ( 0 . . . 0 𝛿𝑘−1 . . . 𝛿1 1 𝛿1 . . . 𝛿𝑘−1 0 . . . 0 ), 𝑗 = 𝑘, . . . , 𝑁 − 𝑘 − 1;

(𝐴0)𝑗 = ( 0 . . . 0 𝛿𝑘−1 . . . 𝛿1 1 𝛿1 . . . 𝛿𝑁−1−𝑗 ), 𝑗 = 𝑁 − 𝑘, . . . , 𝑁 − 𝑘

𝐾−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑚0 0

0
. . .

𝑚𝑘−2

0

𝑚
. . .

𝑚 0

0

𝑚𝑘−2

. . . 0
0 𝑚0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
где

𝑚0 = 1 + 𝛿1 + · · ·+ 𝛿𝑘−1;

𝑚1 = 1 + 2𝛿1 + · · ·+ 𝛿𝑘−1;

. . .
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𝑚𝑘−2 = 1 + 2𝛿1 + . . .+2𝛿𝑘−2+𝛿𝑘−1;

𝑚 = 1 + 2𝛿1 + · · ·+ 𝛿𝑘−1;

Очевидно, спектральная задача (3) сводится к задаче(︀
𝐴0 −𝐾−1

)︀
𝑢 = 𝛾𝑢. (4)

Из вида матрицы 𝐴0 − 𝐾−1 следует, что для 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 − 2𝑘 имеет место разностное
соотношение с постоянными коэффициентами:

𝛿𝑘−1𝑢𝑖 + 𝛿𝑘−2𝑢𝑖+1 + · · ·+ 𝛿1𝑢𝑘+𝑖−2 + (1−𝑚− 𝛾)𝑢𝑖+𝑘−1 + 𝛿1𝑢𝑖+𝑘 + · · ·+ 𝛿𝑘−1𝑢2𝑘+𝑖−1 = 0 (5)

Согласно общей теории [16], полагая 𝑢𝑖 = 𝜔𝑖 , находим характеристический многочлен
𝑝(𝜔, 𝛾) для разностного соотношения (5):

𝑝(𝜔, 𝛾) ≡ 𝛿𝑘−1𝜔
2𝑘−2 + 𝛿𝑘−2𝜔

2𝑘−3 + · · ·+ 𝛿1𝜔
𝑘 + (1−𝑚− 𝛾)𝜔𝑘−1 + 𝛿1𝜔

𝑘−2

+ · · ·+ 𝛿𝑘−2𝜔 + 𝛿𝑘−1

Или в симметричной записи:

𝑝(𝜔, 𝛾) ≡ 𝛿𝑘−1

(︃(︂
1

𝜔

)︂𝑘−1

+ (𝜔)𝑘−1

)︃
+𝛿𝑘−2

(︃(︂
1

𝜔

)︂𝑘−2

+ (𝜔)𝑘−2

)︃
+· · ·+𝛿1

(︂
1

𝜔
+ 𝜔

)︂
+(1−𝑚− 𝛾)

Очевидны следующие утверждения.

Лемма 3. Если 𝜔 (𝛾) – корень многочлена 𝑝(𝜔, 𝛾), то 𝜔 (𝛾) ̸= 0, и (𝜔 (𝛾))−1 – корень
𝑝(𝜔, 𝛾).

Многочлен 𝑝(𝜔, 0) имеет корень 𝜔 = 1 .

Если 𝛾 ̸= 0, то многочлен 𝑝(𝜔, 𝛾) не имеет корня равного 1.

Пусть 𝛾, собственное число задачи (4), фиксировано и 𝜔1 (𝛾) , . . . , 𝜔𝑞(𝛾) (𝛾) – набор всех
корней многочлена 𝑝(𝜔, 𝛾). Обозначим через 𝑠𝛼(𝛾) кратность корня 𝜔𝛼 (𝛾).

Тогда 𝑠1(𝛾) + · · · + 𝑠𝑞(𝛾)(𝛾) = 2𝑘 + 2 . Так как коэффициенты 𝑝(𝜔, 𝛾) вещественные, то
𝑞(𝛾) = 𝑞0(𝛾) + 2𝑞1(𝛾), где 𝑞0(𝛾) – число различных вещественных корней, а 𝑞1(𝛾) – число
различных корней с ненулевой мнимой частью и не являющихся комплексно сопряженными.

Общее решение разностного уравнения (5) можно представить в виде

𝑢𝑗(𝛾) =

𝑞0(𝛾)+𝑞1(𝛾)∑︁
𝛼=1

𝑔𝛼(𝑗, 𝛾),

в котором паре корней 𝜎𝛼(𝛾)± 𝑖𝜏𝛼(𝛾) соответствует слагаемое

𝑔𝛼(𝑗, 𝛾) = [𝑎𝛼(𝑗)cos(𝜏𝛼(𝛾)𝑗) + 𝑏𝛼(𝑗)sin(𝜏𝛼(𝛾)𝑗) ]𝑒𝑥𝑝(𝜎𝛼(𝛾)𝑗),

где 𝑎𝛼(𝑗) , 𝑏𝛼(𝑗) – многочлены степени 𝑠𝛼(𝛾) − 1. (В приведенных формулах считается, что
при 𝜏𝛼(𝛾) = 0 пара корней вырождается в один корень).

Таким образом, общее решение разностного уравнения (5) имеет вид:

𝑢𝑗(𝛾) =

𝑞0(𝛾)+𝑞1(𝛾)∑︁
𝛼=1

exp(𝜎𝛼(𝛾)𝑗)×
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×

⎡⎣⎛⎝𝑠𝛼(𝛾)−1∑︁
𝛽=0

𝑎𝛼𝛽𝑗
𝛽

⎞⎠ cos(𝜏𝛼(𝛾)𝑗)+

⎛⎝𝑠𝛼(𝛾)−1∑︁
𝛽=0

𝑏𝛼𝛽𝑗
𝛽

⎞⎠ sin(𝜏𝛼(𝛾)𝑗)

⎤⎦ (6)

где 𝑎𝛼𝛽 , 𝑏𝛼𝛽 – набор из 2𝑘 + 2 свободных параметров. Следовательно, формула (6) описывает
структуру собственных векторов задачи (4), тем самым и задачи (3).

Для определения значений свободных параметров 𝑎𝛼𝛽 , 𝑏𝛼𝛽 необходимо воспользоваться
соотношениями: первыми и последними 𝑘 − 1 строками спектральной задачи (4).
Первые 𝑘 − 1 строки:

𝑢0 + 𝛿1𝑢1 + · · ·+ 𝛿𝑘−1𝑢𝑘−2 = (𝛾 +𝑚0)𝑢0

𝛿1𝑢0 + 𝑢1 + · · ·+ 𝛿𝑘−1𝑢𝑘−1 = (𝛾 +𝑚1)𝑢1

. . .

𝛿𝑘−2𝑢0 + 𝛿𝑘−3𝑢1 + · · ·+ 𝑢𝑘−2 + 𝛿1𝑢𝑘−1 + · · ·+ 𝛿𝑘−1𝑢2𝑘−2 = (𝛾 +𝑚𝑘−2)𝑢𝑘−2

Или в матричной записи
𝐵1𝑣1 = 0 (7)

где 𝑣1 = (𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢2𝑘−2)

𝐵1(𝛾) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1− 𝛾 −𝑚0 𝛿1 . . . 𝛿𝑘−1 0 · · · 0

𝛿1 1− 𝛾 −𝑚1 · · · 𝛿𝑘−2 𝛿𝑘−1 0 . . . 0

𝛿𝑘−2 · · ·
. . .

𝛿1 1− 𝛾 −𝑚𝑘−2 𝛿1 · · · 𝛿𝑘−1

⎞⎟⎟⎟⎠
Аналогично, для последних 𝑘 − 1 строк получаем соотношение аналогичное (7)

𝐵2(𝛾)𝑣2 = 0, 𝑣2 = (𝑢𝑁−2𝑘+1, . . . , 𝑢𝑁−1) (8)

Подставляя выражения (6) для 𝑢𝑗 в (7-8), получаем выражения для векторов 𝑣1, 𝑣2 через
неопределенные коэффициенты 𝑎𝛼𝛽 , 𝑏𝛼𝛽 :

𝑣𝑖 = 𝐶𝑖1(𝛾)
−→𝑎𝛼𝛽 + 𝐶𝑖2(𝛾)

−→
𝑏𝛼𝛽 , 𝑖 = 1, 2,

где −→𝑎𝛼𝛽,
−→
𝑏𝛼𝛽 – векторы , порожденные наборами коэффициентов 𝑎𝛼𝛽 , 𝑏𝛼𝛽 . Следовательно,{︃

𝐵1(𝛾)(𝐶
1
1(𝛾)

−→𝑎𝛼𝛽 + 𝐶1
2 (𝛾)

−→
𝑏𝛼𝛽) = 0

𝐵2(𝛾)(𝐶
2
1(𝛾)

−→𝑎𝛼𝛽 + 𝐶2
2 (𝛾)

−→
𝑏𝛼𝛽) = 0

Или в матричной записи:(︂
𝐵1(𝛾) 0

0 𝐵2(𝛾)

)︂(︂
𝐶1
1 (𝛾) 𝐶1

2 (𝛾)
𝐶2
1 (𝛾) 𝐶1

2 (𝛾)

)︂(︃ −→𝑎𝛼𝛽−→
𝑏𝛼𝛽

)︃
=

(︂
0
0

)︂
Таким образом, собственные числа 𝛾 должны удовлетворять системе уравнений:

det

(︂(︂
𝐵1(𝛾) 0

0 𝐵2(𝛾)

)︂(︂
𝐶1
1 (𝛾) 𝐶1

2 (𝛾)
𝐶2
1 (𝛾) 𝐶1

2 (𝛾)

)︂)︂
= 0

Изложенным в настоящем пункте способом можно получить аналитические выражения для
собственных векторов и собственных чисел оператора сглаживания 𝑆𝑚𝐾−2

𝜆(𝑦) при 𝑘 = 2.
В этом случае собственные числа имеют вид:

𝜇(𝑙) = (1− 𝜆)

{︃
1− 𝜆+ 4𝜆𝛿21

(︂
1− cos

𝜋𝑙

𝑁 + 1

)︂2
}︃−1

Соответствующие им собственные векторы:

𝑦
(𝑙)
𝑗 = cos

(︂
𝜋𝑙(2𝑗 + 1)

2(𝑁 + 1)

)︂
, 𝑗 = 0, . . . , 𝑁
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4. Заключение

Исследование спектральных свойств и собственных функций оператора гравитационного
сглаживания позволяет оценивать его сглаживающие качества.

Спектральные свойства оператора гравитационного сглаживания существенным образом
зависят от нечеткой структуры 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) . В частности, численные расчеты показывают, что
в случае, когда 𝛿𝑡𝑖 (𝑡𝑗) отлично от нуля в малой окрестности точки 𝑡𝑖, т.е. имеет локаль-
ный характер, система собственных функций оператора сглаживания близка к системе три-
гонометрических функций. В случае нелокальной нечеткой структуры в системе собственных
функций имеются аналоги всплесков (вейвлетов).

Обнаруженные свойства симметрии собственных функций оператора сглаживания есть
следствие равномерности сетки на дискретном отрезке и симметрии используемой нечеткой
структуры. Возможный шаг в исследовании несимметричного случая заключается в анализе
методами теории возмущений [17] свойств собственных функций оператора сглаживания, по-
рожденного симметричной нечеткой структурой, возмущенной несимметричным слагаемым.
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