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Аннотация

В статье получено аналитическое решение задачи дифракции плоской звуковой волны

на двух однородных упругих цилиндрах с радиально-неоднородными покрытиями, находя-

щимися в идеальной жидкости. Волновые поля в содержащей среде и однородных упругих

телах находятся аналитически, а для нахождения полей смещений в неоднородных покры-

тиях построена краевая задача для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

второго порядка.

С помощью непрерывно-неоднородных упругих покрытий можно эффективно изме-

нять характеристики рассеяния тел в определенных направлениях, если подобрать со-

ответствующие законы неоднородности для механических параметров покрытия. Задача

представляет интерес для изучения дифракции звука на решетке цилиндрических тел, а

также служит необходимым элементом решения методом мнимых источников задачи о ди-

фракции звука на одиночном однородном упругом цилиндре с неоднородным покрытием,

находящемся вблизи акустически мягкой или абсолютно жесткой плоской поверхности.
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Abstract

In paper the analytical solution of a problem about diffraction of a plane sound wave on two

uniform elastic cylinders with radially non-uniform coatings is received. Analytic expressions

are obtained which describe the wave fields in the containing medium and the homogeneous

elastic bodies. The boundary-value problem for the system of ordinary differential equations

of the second order is constructed for determination of the displacement fields in non-uniform

coatings.

By means of an continuous-non-uniform elastic coatings it is possible to change effectively

scattering performances of bodies in determinate directions if to pick up corresponding the

inhomogeneity laws for mechanical parametres of a coating. The problem is of interest for

analysis of sound diffraction on a lattice of cylindrical bodies and also serves as a necessary

element of solution by a method of imaginary sources of a problem about sound diffraction

on the single homogeneous elastic cylinder with the non-uniform covering which is close to

acoustically soft or absolutely rigid flat surfaces.
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1. Введение

Создание покрытий, обеспечивающих требуемые звукоотражающие свойства тел, явля-
ется актуальной проблемой. Обычно покрытия применяются для повышения звукопоглоще-
ния и уменьшения отражения звука в определенном направлении. Существуют различные
виды покрытий, наносимых на твердые тела. Изменение звукоотражающих свойств упру-
гих тел можно осуществить с помощью непрерывно-неоднородных покрытий. С помощью
непрерывно-неоднородного упругого покрытия можно эффективно изменять характеристики
рассеяния тел в определенных направлениях, если подобрать соответствующие законы неод-
нородности для механических параметров покрытия. При этом непрерывно-неоднородные по-
крытия можно реализовать с помощью многослойной системы тонких однородных упругих
слоев с различными значениями механических параметров. С математической точки зрения
такое представление эквивалентно аппроксимации непрерывных функций, характеризующих
переменные параметры непрерывно-неоднородного слоя, кусочно-постоянными функциями.

Значительный интерес представляют рассеиватели, имеющие форму кругового цилиндра,
так как многие реальные объекты достаточно хорошо аппроксимируются телами цилиндри-
ческой формы. Задачи дифракции звуковых волн на одиночных упругих цилиндрах, находя-
щихся в безграничной жидкости, рассматривались во многих работах. Дифракция звуковых
волн на однородных изотропных упругих сплошных цилиндрах и цилиндрических оболочках
исследовалась, например, в работах [1-4]. В [1-2] рассматривался случай нормального паде-
ния волны, а в [3-4] — случай наклонного падения. В работах [5, 6] решена задача о рассея-
нии плоских звуковых волн на неоднородном изотропном упругом цилиндре. Исследованию
рассеяния звуковых волн трансверсально-изотропным неоднородным цилиндрическим слоем
посвящена работа [7]. В [8] найдено решение задачи дифракции плоской звуковой волны на
неоднородном анизотропном полом цилиндре в общем случае анизотропии. Решения задач о
рассеянии плоской и цилиндрической звуковых волн неоднородными упругими полыми ци-
линдрами в вязкой жидкости получены в [9, 10]. В работе [11] изучена дифракция плоских
звуковых волн на неоднородном изотропном термоупругом цилиндре, помещенном в невязкую
теплопроводную жидкость. Исследованию дифракции цилиндрических волн на неоднородной
трансверсально-изотропной цилиндрической оболочке произвольной толщины посвящена ра-
бота [12]. В [13] теория резонансного рассеяния использована для анализа рассеяния звука
неоднородной трансверсально-изотропной цилиндрической оболочкой. В [14] определены ли-
нейные законы неоднородности цилиндрического упругого слоя, имеющего наименьшее отра-
жение в заданном направлении при рассеянии звука.

Серия работ посвящена изучению влияния покрытий цилиндрических твердых тел на их
звукоотражающие свойства. В [15] рассмотрены прямая и обратная задачи дифракции плос-
кой звуковой волны на цилиндре с перфорированным покрытием. Выбраны параметры сре-
ды резонаторов перфорированного покрытия, обеспечивающие заданный уровень гашения
поля дифракции на цилиндре. В [16, 17] обсуждается задача о нерассеивающем покрытии
для цилиндра, делающее его акустически прозрачным. Для снижения рассеяния падающей
на цилиндр звуковой волны применено тонкое покрытие с протяженной реакцией. Дифрак-
ции плоской звуковой волны на упругой цилиндрической оболочке с однородным упругим
покрытием исследована в [18]. Выявлены условия, при которых совместный выбор импедан-
сов покрытия и оболочки позволяет минимизировать рассеянное поле. Задачи о рассеянии
плоских и цилиндрических звуковых волн жестким цилиндром с непрерывно-неоднородным
упругим покрытием решены в [19, 20]. Рассеяние наклонно падающей плоской звуковой волны
упругим цилиндром с непрерывно-неоднородным покрытием рассмотрено в [21], а с дискретно-
слоистым покрытием — в [22]. Влияние термоупругости материалов цилиндра и его радиально-
неоднородного покрытия на рассеяние звука изучено в работах [23, 24]. При этом в [23] рас-
смотрены как прямая задача дифракции, так и обратная задача об определении законов неод-
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нородности материала покрытия, обеспечивающих наименьшее звукоотражение в определен-
ном угловом секторе и в заданном диапазоне частот. Моделирование неоднородного покрытия
упругого цилиндра с заданными звукоотражающими свойствами осуществлено в [25]. В [26] по-
лучено приближенное аналитическое решение задачи дифракции плоской звуковой волны на
однородном упругом цилиндре, имеющем цилиндрическую полость и радиально-неоднородное
покрытие. На основе решения прямой задачи рассмотрена обратная задача об определении
законов неоднородности покрытия, обеспечивающих минимальное звукоотражение. В [27] ре-
шена задача дифракции плоской звуковой волны на двух неоднородных упругих цилиндрах
с жесткими включениями.

В настоящей работе рассматривается задача дифракции плоской звуковой волны на двух
однородных упругих цилиндрах с непрерывно-неоднородными упругими покрытиями, нахо-
дящимися в идеальной жидкости.

2. Постановка задачи

Рассмотрим два одинаковых бесконечных однородных изотропных упругих цилиндра ра-
диусом 𝑟0, оси которых параллельны. Материал цилиндров характеризуется плотностью 𝜌0 и
упругими постоянными 𝜆0 и 𝜇0. Цилиндры имеют покрытия в виде неоднородного изотропного
упругого слоя с внешним радиусом 𝑟1. Окружающая цилиндры жидкость является идеальной.
Ее плотность и скорость звука соответственно равны 𝜌1 и 𝑐.

Введем основную (𝑥, 𝑦, 𝑧) и локальные (𝑥+1, 𝑦+1, 𝑧+1), (𝑥−1, 𝑦−1, 𝑧−1) декартовы прямо-
угольные системы координат. Оси локальных координатных систем одинаково ориентированы
с соответствующими осями основной системы координат. При этом центры локальных систем
координат 𝑂+1 и 𝑂−1 находятся на оси 𝑦 и на осях вращения цилиндров 𝑧+1 и 𝑧−1, располо-
женных в верхней и нижней полуплоскостях (относительно оси 𝑥) соответственно (рис. 1).

Свяжем с основной и локальными прямоугольными системами координат цилиндрические
системы координат (𝑟, 𝜙, 𝑧), (𝑟+1, 𝜙+1, 𝑧+1), (𝑟−1, 𝜙−1, 𝑧−1).

В локальных цилиндрических координатах уравнения внешних поверхностей 𝑙 – го цилин-
дра и его покрытия имеют вид 𝑟𝑙 = 𝑟0 и 𝑟𝑙 = 𝑟1 соответственно (𝑙 = ±1).

Полагаем, что модули упругости 𝜆 и 𝜇 материала покрытия 𝑙 – го цилиндра описываются
дифференцируемыми функциями цилиндрической радиальной координаты 𝑟𝑙, а плотность 𝜌
— непрерывной функцией координаты 𝑟𝑙 (𝑙 = ±1): 𝜆 = 𝜆(𝑟𝑙), 𝜇 = 𝜇(𝑟𝑙), 𝜌 = 𝜌(𝑟𝑙).

Пусть из внешнего пространства на цилиндры падает плоская звуковая волна, распростра-
няющаяся в направлении волнового вектора k, который лежит в плоскости 𝑥𝑦 и образует угол
𝜙0 с положительным направлением оси 𝑥.

Потенциал скорости падающей волны в системе координат 𝑥, 𝑦, 𝑧 равен

Ψ0 = 𝐴 exp[𝑖(k · r) − 𝜔𝑡)],

где 𝐴− амплитуда волны; 𝜔− круговая частота; k = {𝑘 cos𝜙0; 𝑘 sin𝜙0; 0}; r = {𝑥, 𝑦, 0}−
радиус-вектор; 𝑘 = 𝜔/𝑐− волновое число жидкости; 𝑡 — время. В дальнейшем временной
множитель 𝑒−𝑖𝜔𝑡 будем опускать.

Падающая плоская волна будет рассеиваться цилиндрами. При этом имеет место много-
кратное переотражение между телами.

Определим акустическое поле, рассеянное цилиндрами.

В рассматриваемой постановке задача является двумерной. Все искомые величины не за-
висят от координаты 𝑧.
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Рис. 1: Геометрия задачи
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3. Аналитическое решение задачи

Распространение малых возмущений в идеальной жидкости в случае установившихся ко-
лебаний описывается уравнением Гельмгольца [28]

∆Ψ(𝑟, 𝜙) + 𝑘2Ψ(𝑟, 𝜙) = 0,

где Ψ — потенциал скорости полного акустического поля.

При этом скорость частиц v и акустическое давление 𝑝 в жидкости определяются по фор-
мулам

v = gradΨ, 𝑝 = 𝑖𝜌1𝜔Ψ.

В силу линейности рассматриваемой задачи потенциал Ψ представим в виде

Ψ = Ψ0 + Ψ𝑠, (1)

где Ψ𝑠 — потенциал скорости волны, рассеянной двумя цилиндрами.

Потенциал скорости рассеянной волны является решением уравнения Гельмгольца и дол-
жен удовлетворять условиям излучения на бесконечности [28].

Учитывая, что

r = r𝑙 + r𝑂𝑙 (𝑙 = ±1),

падающую волну запишем в виде

Ψ0 = 𝐴 exp[𝑖(k · r𝑂𝑙)] exp[𝑖(k · r𝑙)],

где r𝑂𝑙 = {0, 𝑙𝑑} — радиус-вектор, соединяющий точку 𝑂 с точкой 𝑂𝑙 (𝑙 = ±1). При этом
k · r𝑂𝑙 = 𝑘𝑑𝑙 sin𝜙0.

Представим потенциал скорости падающей волны в локальных цилиндрических коорди-
натах в виде разложения [29]

Ψ0(𝑟𝑙, 𝜙𝑙) = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑑𝑙 sin𝜙0

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑖𝑛𝐽𝑛(𝑘𝑟𝑙)𝑒
𝑖𝑛(𝜙𝑙−𝜙0) (𝑙 = ±1), (2)

где 𝐽𝑛(𝑥) — цилиндрическая функция Бесселя порядка 𝑛.

Потенциал Ψ𝑠 будем искать в виде суммы двух слагаемых

Ψ𝑠 =
∑︁
𝑙=±1

Ψ(𝑙)
𝑠 , (3)

каждое из которых представляет собой потенциал скорости волны, рассеянной 𝑙 – ым цилин-
дром.

Функции Ψ
(𝑙)
𝑠 являются решениями уравнений Гельмгольца, которые в локальных цилин-

дрических координатах имеют вид:

𝜕2Ψ
(𝑙)
𝑠

𝜕𝑟2𝑙
+

1

𝑟𝑙

𝜕Ψ
(𝑙)
𝑠

𝜕𝑟𝑙
+

1

𝑟2𝑙

𝜕2Ψ
(𝑙)
𝑠

𝜕𝜙2
𝑙

+ 𝑘2Ψ(𝑙)
𝑠 = 0, 𝑙 = ±1.

С учетом условий излучения на бесконечности функции Ψ
(𝑙)
𝑠 будем искать в виде

Ψ(𝑙)
𝑠 (𝑟𝑙, 𝜙𝑙) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝐴(𝑙)
𝑛 𝐻𝑛(𝑘𝑟𝑙)𝑒

𝑖𝑛(𝜙𝑙−𝜙0), 𝑙 = ±1, (4)
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где 𝐻𝑛(𝑥) — цилиндрическая функция Ганкеля первого рода порядка 𝑛; 𝐴
(𝑙)
𝑛 — коэффициенты,

подлежащие определению из граничных условий.

Рассмотрим теперь уравнения, описывающие распространение малых возмущений в одно-
родных упругих цилиндрах и их неоднородных упругих покрытиях.

Представим вектор смещения u
(𝑙)
0 частиц упругого изотропного однородного 𝑙 – го цилин-

дра в виде

u
(𝑙)
0 = grad𝐿(𝑙) + rotΦ(𝑙), divΦ(𝑙) = 0,

где 𝐿(𝑙) и Φ(𝑙) — скалярный и векторный потенциалы смещения.

Из уравнения Ламе получаем два волновых уравнения [30], которые для установившегося
режима движения переходят в скалярное и векторное уравнения Гельмгольца

∆𝐿(𝑙) + 𝑘2𝑙 𝐿
(𝑙) = 0, ∆Φ(𝑙) + 𝑘2𝜏Φ

(𝑙) = 0,

где 𝑘𝑙 = 𝜔/𝑐𝑙 и 𝑘𝜏 = 𝜔/𝑐𝜏 — волновые числа продольных и поперечных упругих волн;
𝑐𝑙 =

√︀
(𝜆0 + 2𝜇0)/𝜌0 и 𝑐𝜏 =

√︀
𝜇0/𝜌0 — скорости продольных и поперечных волн.

Так как Φ(𝑙) = Φ(𝑙)(𝑟, 𝜙)e𝑧, где e𝑧 — единичный вектор оси 𝑧, то от векторного уравнения
Гельмгольца приходим к одному скалярному уравнению относительно функции Φ(𝑙)(𝑟, 𝜙)

∆Φ(𝑙) + 𝑘2𝜏Φ(𝑙) = 0.

Компоненты вектора смещения u
(𝑙)
0 записываются через функции 𝐿(𝑙) и Φ(𝑙) следующим

образом:

𝑢
(𝑙)
0𝑟 =

𝜕𝐿(𝑙)

𝜕𝑟𝑙
+

1

𝑟𝑙

𝜕Φ(𝑙)

𝜕𝜙𝑙
, 𝑢

(𝑙)
0𝜙 =

1

𝑟𝑙

𝜕𝐿(𝑙)

𝜕𝜙𝑙
− 𝜕Φ(𝑙)

𝜕𝑟𝑙
.

Соотношения между компонентами тензора напряжений 𝜎
(𝑙)
0𝑟𝑟, 𝜎

(𝑙)
0𝑟𝜙 в однородной части 𝑙 –

го цилиндра и компонентами вектора смещения u
(𝑙)
0 имеют вид [32]

𝜎
(𝑙)
0𝑟𝑟 = (𝜆0 + 2𝜇0)

𝜕𝑢
(𝑙)
0𝑟

𝜕𝑟𝑙
+

𝜆0

𝑟𝑙

(︃
𝜕𝑢

(𝑙)
0𝜙

𝜕𝜙𝑙
+ 𝑢

(𝑙)
0𝑟

)︃
, 𝜎

(𝑙)
0𝑟𝜙 = 𝜇0

(︃
1

𝑟𝑙

𝜕𝑢
(𝑙)
0𝑟

𝜕𝜙𝑙
+

𝜕𝑢
(𝑙)
0𝜙

𝜕𝑟𝑙
−

𝑢
(𝑙)
0𝜙

𝑟𝑙

)︃
.

Компоненты тензора напряжений 𝜎
(𝑙)
0𝑟𝑟 и 𝜎

(𝑙)
0𝑟𝜙 выразим через функции 𝐿(𝑙) и Φ(𝑙) с учетом

того, что ∆𝐿(𝑙) = −𝑘2𝑙 𝐿
(𝑙). Получим

𝜎
(𝑙)
0𝑟𝑟 = −𝜆0𝑘

2
𝑙 𝐿

(𝑙) + 2𝜇0

[︃
𝜕2𝐿(𝑙)

𝜕𝑟2𝑙
+

1

𝑟𝑙

𝜕

𝜕𝜙𝑙

(︃
𝜕Φ(𝑙)

𝜕𝑟𝑙
− 1

𝑟𝑙
Φ(𝑙)

)︃]︃
,

𝜎
(𝑙)
0𝑟𝜙 = 𝜇0

(︃
2

𝑟𝑙

𝜕2𝐿(𝑙)

𝜕𝑟𝑙𝜕𝜙𝑙
− 1

𝑟2
𝜕𝐿(𝑙)

𝜕𝜙𝑙
− 𝜕2Φ(𝑙)

𝜕𝑟2
+

1

𝑟2
𝜕2Φ(𝑙)

𝜕𝜙2
𝑙

+
1

𝑟

𝜕Φ(𝑙)

𝜕𝑟𝑙

)︃
.

С учетом условия ограниченности функции 𝐿(𝑙) и Φ(𝑙) будем искать в виде

𝐿(𝑙)(𝑟𝑙, 𝜙) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝐵(𝑙)
𝑛 𝐽𝑛(𝑘𝑙𝑟𝑙)𝑒

𝑖𝑛(𝜙−𝜙0), (5)

Φ(𝑙)(𝑟𝑙, 𝜙) =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐶(𝑙)
𝑛 𝐽𝑛(𝑘𝜏𝑟𝑙)𝑒

𝑖𝑛(𝜙−𝜙0). (6)
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Волновые поля в неоднородных упругих покрытиях цилиндров описываются общими урав-
нениями движения упругой среды [30], которые в локальных цилиндрических координатах
имеют вид

𝜕𝜎
(𝑙)
𝑟𝑟

𝜕𝑟𝑙
+

1

𝑟𝑙

𝜕𝜎
(𝑙)
𝑟𝜙

𝜕𝜙𝑙
+

𝜎
(𝑙)
𝑟𝑟 − 𝜎

(𝑙)
𝜙𝜙

𝑟𝑙
= −𝜔2𝜌𝑢(𝑙)𝑟 ,

𝜕𝜎
(𝑙)
𝑟𝜙

𝜕𝑟𝑙
+

1

𝑟𝑙

𝜕𝜎
(𝑙)
𝜙𝜙

𝜕𝜙𝑙
+

2

𝑟𝑙
𝜎(𝑙)
𝑟𝜙 = −𝜔2𝜌𝑢(𝑙)𝜙 ; 𝑙 = ±1,

(7)

где 𝑢
(𝑙)
𝑟 , 𝑢

(𝑙)
𝜙 и 𝜎

(𝑙)
𝑖𝑗 — компоненты вектора смещения u(𝑙) и тензора напряжений в покрытии 𝑙 –

го цилиндра; 𝜌 = 𝜌(𝑟𝑙).

Используя соотношения, связывающие компоненты тензора напряжений с компонентами
тензора деформаций (обобщенный закон Гука) [31], а также соотношения, связывающие ком-
понентов тензора деформаций с компонентами вектора смещения [31], из уравнений (7) по-
лучаем следующие уравнения движения, записанные через компоненты вектора смещения в
локальных цилиндрических координатах:

(𝜆 + 2𝜇)
𝜕2𝑢

(𝑙)
𝑟

𝜕𝑟2𝑙
+

𝜆 + 𝜇

𝑟𝑙

𝜕2𝑢
(𝑙)
𝜙

𝜕𝑟𝑙𝜕𝜙𝑙
+

𝜇

𝑟2𝑙

𝜕2𝑢
(𝑙)
𝑟

𝜕𝜙2
𝑙

+

(︂
𝜆′ + 2𝜇′ +

𝜆 + 2𝜇

𝑟𝑙

)︂
𝜕𝑢

(𝑙)
𝑟

𝜕𝑟𝑙
+

+
1

𝑟𝑙

(︂
𝜆′ − 𝜆 + 3𝜇

𝑟𝑙

)︂
𝜕𝑢

(𝑙)
𝜙

𝜕𝜙𝑙
+

(︂
𝜆′

𝑟𝑙
− 𝜆 + 2𝜇

𝑟2𝑙
+ 𝜔2𝜌

)︂
𝑢(𝑙)𝑟 = 0, (8)

𝜇
𝜕2𝑢

(𝑙)
𝜙

𝜕𝑟2𝑙
+

𝜆 + 𝜇

𝑟𝑙

𝜕2𝑢
(𝑙)
𝑟

𝜕𝑟𝑙𝜕𝜙𝑙
+

𝜆 + 2𝜇

𝑟2𝑙

𝜕2𝑢
(𝑙)
𝜙

𝜕𝜙2
𝑙

+

(︂
𝜇′ +

𝜇

𝑟𝑙

)︂
𝜕𝑢

(𝑙)
𝜙

𝜕𝑟𝑙
+

+
1

𝑟𝑙

(︂
𝜇′ +

𝜆 + 3𝜇

𝑟𝑙

)︂
𝜕𝑢

(𝑙)
𝑟

𝜕𝜙𝑙
+

(︂
−𝜇′

𝑟𝑙
− 𝜇

𝑟2𝑙
+ 𝜔2𝜌

)︂
𝑢(𝑙)𝜙 = 0; 𝑙 = ±1,

где 𝜆 = 𝜆(𝑟𝑙); 𝜇 = 𝜇(𝑟𝑙); штрих означает дифференцирование по 𝑟𝑙.

Компоненты вектора смещения u(𝑙) в неоднородном упругом покрытии 𝑙 – го цилин-
дра являются периодическими функциями координаты 𝜙𝑙 с периодом 2𝜋. Поэтому функции

𝑢
(𝑙)
𝑟 (𝑟𝑙, 𝜙𝑙) и 𝑢

(𝑙)
𝜙 (𝑟𝑙, 𝜙𝑙) (𝑙 = ±1), удовлетворяющие уравнениям (8), будем искать в виде рядов

Фурье

𝑢
(𝑙)
𝑟 (𝑟𝑙, 𝜙𝑙) =

∞∑︀
𝑛=−∞

𝑈
(𝑙)
1𝑛 (𝑟𝑙)𝑒

𝑖𝑛(𝜙𝑙−𝜙0), 𝑢
(𝑙)
𝜙 (𝑟𝑙, 𝜙𝑙) =

∞∑︀
𝑛=−∞

𝑈
(𝑙)
2𝑛 (𝑟𝑙)𝑒

𝑖𝑛(𝜙𝑙−𝜙0). (9)

Подставляя выражения (9) в уравнения (8), получим следующую систему линейных обык-
новенных дифференциальных уравнений второго порядка относительно неизвестных функций

𝑈
(𝑙)
1𝑛 (𝑟𝑙) и 𝑈

(𝑙)
2𝑛 (𝑟𝑙) для каждого 𝑛:

Ã(𝑙)
𝑛 U(𝑙)′′

𝑛 + B̃(𝑙)
𝑛 U(𝑙)′

𝑛 + C̃(𝑙)
𝑛 U(𝑙)

𝑛 = 0; 𝑙 = ±1, (10)

где U
(𝑙)
𝑛 =

(︁
𝑈

(𝑙)
1𝑛 (𝑟𝑙), 𝑈

(𝑙)
2𝑛 (𝑟𝑙)

)︁𝑇
; Ã

(𝑙)
𝑛 , B̃

(𝑙)
𝑛 , C̃

(𝑙)
𝑛 — матрицы второго порядка.

Ã(𝑙)
𝑛 =

(︂
𝜆 + 2𝜇 0

0 𝜇

)︂
; B̃(𝑙)

𝑛 =

⎛⎜⎝ 𝜆′ + 2𝜇′ +
𝜆 + 2𝜇

𝑟𝑙
𝑖𝑛

𝜆 + 𝜇

𝑟𝑙

𝑖𝑛
𝜆 + 𝜇

𝑟𝑙
𝜇′ +

𝜇

𝑟𝑙

⎞⎟⎠ ;
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C̃(𝑙)
𝑛 =

1

𝑟𝑙

⎛⎜⎜⎝ 𝜆′ − 𝜆 + (2 + 𝑛2)𝜇

𝑟𝑙
+ 𝜔2𝜌𝑟𝑙 𝑖𝑛

(︂
𝜆′ − 𝜆 + 3𝜇

𝑟𝑙

)︂
𝑖𝑛

(︂
𝜇′ +

𝜆 + 3𝜇

𝑟𝑙

)︂
−𝜇′ − 𝑛2𝜆 + (2𝑛2 + 1)𝜇

𝑟𝑙
+ 𝜔2𝜌𝑟𝑙

⎞⎟⎟⎠ .

Искомые функции Ψ
(𝑙)
𝑠 , 𝐿(𝑙), Φ(𝑙), 𝑢

(𝑙)
𝑟 и 𝑢

(𝑙)
𝜙 (𝑙 = ±1) должны удовлетворять граничным

условиям.
Граничные условия на внешней поверхности неоднородного покрытия 𝑙 – го цилиндра

заключаются в равенстве нормальных скоростей частиц упругой неоднородной среды и жид-
кости, равенстве на ней нормального напряжения и акустического давления, отсутствии ка-
сательных напряжений:

при 𝑟𝑙 = 𝑟1 −𝑖𝜔𝑢
(𝑙)
𝑟 = 𝑣𝑟, 𝜎

(𝑙)
𝑟𝑟 = −𝑝, 𝜎

(𝑙)
𝑟𝜙 = 0; 𝑙 = ±1. (11)

На внутренней поверхности покрытия 𝑙 – го цилиндра при переходе через границу раздела
упругих сред должны быть непрерывны составляющие вектора смещения частиц, а также
нормальные и тангенциальные напряжения:

при 𝑟𝑙 = 𝑟0 𝑢
(𝑙)
𝑟 = 𝑢

(𝑙)
0𝑟 , 𝑢

(𝑙)
𝜙 = 𝑢

(𝑙)
0𝜙, 𝜎

(𝑙)
𝑟𝑟 = 𝜎

(𝑙)
0𝑟𝑟, 𝜎

(𝑙)
𝑟𝜙 = 𝜎

(𝑙)
0𝑟𝜙; 𝑙 = ±1. (12)

Соотношения между компонентами тензора напряжений 𝜎
(𝑙)
𝑟𝑟 , 𝜎

(𝑙)
𝑟𝜙 в неоднородном покры-

тии 𝑙 – го цилиндра и компонентами вектора смещения u(𝑙) имеют тот же вид, что и для
однородного упругого материала. Только в этих соотношениях упругие постоянные 𝜆0 и 𝜇0

следует заменить на модули упругости 𝜆(𝑟𝑙) и 𝜇(𝑟𝑙).

Для нахождения коэффициентов 𝐴
(𝑙)
𝑛 , 𝐵

(𝑙)
𝑛 , 𝐶

(𝑙)
𝑛 разложений (4-6) и функций 𝑈

(𝑙)
1𝑛 (𝑟𝑙),

𝑈
(𝑙)
2𝑛 (𝑟𝑙) в разложениях (9) из граничных условий воспользуемся теоремой сложения для вол-

новых цилиндрических функций, которая позволяет волновую функцию 𝐻𝑛(𝑘𝑟𝑙)𝑒
𝑖𝑛𝜙𝑙 , запи-

санную в 𝑙 – ой локальной системе координат (𝑙 = 1 либо 𝑙 = −1), выразить через волновые
функции, но записанные уже в другой, (−𝑙) – ой системе координат.

Теорема сложения имеет вид [29]

𝐻𝑛(𝑘𝑟𝑙)𝑒
𝑖𝑛𝜙𝑙 =

∞∑︁
𝑚=−∞

𝐻𝑛−𝑚(2𝑘𝑑)𝐽𝑚(𝑘𝑟−𝑙)𝑒
𝑖(𝑛−𝑚)𝜙𝑙,−𝑙+𝑖𝑚𝜙−𝑙 , 2𝑑 > 𝑟−𝑙. (13)

Здесь через 𝜙𝑙,−𝑙 обозначена полярная координата начала 𝑂−𝑙 (−𝑙) – ой локальной системы

координат в 𝑙 – ой локальной системе координат с началом в 𝑂𝑙. При этом 𝜙𝑙,−𝑙 =
2 + 𝑙

2
𝜋.

Подставляя соответствующие выражения в первое и второе граничные условия (11), полу-
чаем две бесконечные системы уравнений (при 𝑗 = 1 и 𝑗 = 2) для определения коэффициентов

𝐴
(𝑙)
𝑛

𝐴(𝑙)
𝑛 +

∞∑︁
𝑚=−∞

𝛼
(−𝑙,𝑙)
𝑗𝑛𝑚 𝐴(−𝑙)

𝑚 = 𝐹
(𝑙)
𝑗𝑛 (𝑛 = 0,±1,±2, . . . ; 𝑙 = ±1), (14)

где 𝛼
(−𝑙,𝑙)
1𝑛𝑚 =

𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝐻𝑚−𝑛(2𝑘𝑑)𝑒𝑖(𝑚−𝑛)(𝜙−𝑙,𝑙−𝜙0); 𝐹
(𝑙)
1𝑛 = −𝐴𝑖𝑛

𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝑒𝑖𝑘𝑑𝑙 sin𝜙0 − 𝑖𝜔𝑈
(𝑙)
1𝑛 (𝑟1)

𝑘𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

;

𝛼
(−𝑙,𝑙)
2𝑛𝑚 =

𝐽𝑛(𝑘𝑟1)

𝐻𝑛(𝑘𝑟1)
𝐻𝑚−𝑛(2𝑘𝑑)𝑒𝑖(𝑚−𝑛)(𝜙−𝑙,𝑙−𝜙0); 𝐹

(𝑙)
2𝑛 = −𝐴𝑖𝑛

𝐽𝑛(𝑘𝑟1)

𝐻𝑛(𝑘𝑟1)
𝑒𝑖𝑘𝑑𝑙 sin𝜙0+

+
𝑖

𝜌1𝜔

[︂
(𝜆(𝑟1) + 2𝜇(𝑟1))𝑈

(𝑙)′

1𝑛 (𝑟1) +
1

𝑟1

(︁
𝑈

(𝑙)
1𝑛 (𝑟1) + 𝑖𝑛𝑈

(𝑙)
2𝑛 (𝑟1)

)︁]︂
.

Здесь штрихи означают дифференцирование по аргументу функций.
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Решение бесконечной системы линейных уравнений может быть найдено методом усечения
[30]. При этом приближенные значения неизвестных находятся с заданной точностью путем
сопоставления последовательных решений конечных систем, получаемых из бесконечной си-
стемы ее усечением с различными возрастающими значениями порядка усечения 𝑁 .

Для регуляризации систем (14) сделаем в них замену неизвестных 𝐴
(𝑙)
𝑛 новыми неизвест-

ными 𝑎
(𝑙)
𝑗𝑛 (𝑗 = 1, 2), положив при 𝑗 = 1 и 𝑗 = 2 соответственно [29]

𝐴(𝑙)
𝑛 = 𝐽 ′

𝑛(𝑘𝑟1)𝑎
(𝑙)
1𝑛 𝑙 = ±1 (15)

и

𝐴(𝑙)
𝑛 = 𝐽𝑛(𝑘𝑟1)𝑎

(𝑙)
2𝑛 𝑙 = ±1. (16)

В результате системы 𝑁 – го порядка усечения (при 𝑗 = 1 и 𝑗 = 2) будут иметь вид

𝑎
(𝑙)
𝑗𝑛 +

𝑁∑︁
𝑚=−𝑁

𝛼̂
(−𝑙,𝑙)
𝑗𝑛𝑚 𝑎

(−𝑙)
𝑗𝑚 = 𝑓

(𝑙)
𝑗𝑛 (𝑛 = 0,±1,±2, . . . , 𝑁 ; 𝑙 = ±1), (17)

где 𝛼̂
(−𝑙,𝑙)
1𝑛𝑚 =

𝐽 ′
𝑚(𝑘𝑟1)

𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝛼
(−𝑙,𝑙)
1𝑛𝑚 ; 𝑓

(𝑙)
1𝑛 =

𝐹
(𝑙)
1𝑛

𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

; 𝛼̂
(−𝑙,𝑙)
2𝑛𝑚 =

𝐽𝑚(𝑘𝑟1)

𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
𝛼
(−𝑙,𝑙)
2𝑛𝑚 ; 𝑓

(𝑙)
2𝑛 =

𝐹
(𝑙)
2𝑛

𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
.

Системы (17) является системами (4𝑁 + 2) уравнений с (4𝑁 + 2) неизвестными 𝑎
(+1)
𝑗𝑛 и 𝑎

(−1)
𝑗𝑛 .

Проведем преобразования, позволяющие понизить вдвое порядок систем (17) (при неиз-
менном значении порядка усечения 𝑁) без усложнения вычислений матричных элементов и
правых частей систем.

Учитывая, что 𝜙+1,−1 =
3

2
𝜋; 𝜙−1,+1 =

𝜋

2
, получаем

𝛼̂
(−1,+1)
𝑗𝑛𝑚 = (−1)𝑚−𝑛𝛼̂

(+1,−1)
𝑗𝑛𝑚 = 𝛼𝑗𝑛𝑚 (𝑗 = 1, 2).

Тогда система (17) принимает вид

𝑎
(+1)
𝑗𝑛 +

𝑁∑︀
𝑚=−𝑁

𝛼𝑗𝑛𝑚𝑎
(−1)
𝑗𝑚 = 𝑓

(+1)
𝑗𝑛 ,

𝑎
(−1)
𝑗𝑛 +

𝑁∑︀
𝑚=−𝑁

(−1)𝑚−𝑛𝛼𝑗𝑛𝑚𝑎
(+1)
𝑗𝑚 = 𝑓

(−1)
𝑗𝑛 .

Умножим второе уравнение системы на (−1)𝑛, и осуществим почленное сложение и вычи-
тание уравнений полученной системы. В результате приходим к двум независимым системам
линейных уравнений порядка (2𝑁 + 1)

𝑁∑︀
𝑚=−𝑁

[𝛿𝑛𝑚 + (−1)𝑚𝛼𝑗𝑛𝑚]𝑥𝑗𝑚 = 𝑋𝑗𝑛,

𝑁∑︀
𝑚=−𝑁

[(𝛿𝑛𝑚 − (−1)𝑚𝛼𝑗𝑛𝑚]𝑦𝑗𝑚 = 𝑌𝑗𝑛

(18)

(𝑛 = 0,±1,±2, . . . ,±𝑁 ; 𝑗 = 1, 2)

с неизвестными 𝑥𝑗𝑛 = 𝑎
(+1)
𝑗𝑛 + (−1)𝑛𝑎

(−1)
𝑗𝑛 , 𝑦𝑗𝑛 = 𝑎

(+1)
𝑗𝑛 − (−1)𝑛𝑎

(−1)
𝑗𝑛

и правыми частями 𝑋𝑗𝑛 = 𝑓
(+1)
𝑗𝑛 + (−1)𝑛𝑓

(−1)
𝑗𝑛 , 𝑌𝑗𝑛 = 𝑓

(+1)
𝑗𝑛 − (−1)𝑛𝑓

(−1)
𝑗𝑛 ,

где 𝛿𝑛𝑚 — символ Кронекера.
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Тогда
𝑎
(+1)
𝑗𝑛 = (𝑥𝑗𝑛 + 𝑦𝑗𝑛)/2, 𝑎

(−1)
𝑗𝑛 = (−1)𝑛(𝑥𝑗𝑛 − 𝑦𝑗𝑛)/2 (𝑗 = 1, 2). (19)

В матричном виде системы (18) запишутся следующим образом:

Q𝑗𝑥x𝑗 = E𝑗 + g𝑗U
(+1)
1 + +s𝑗U

(+1)
2 + t𝑗U

(+1)′

1 + g𝑗U
(−1)
1 + s𝑗U

(−1)
2 + t𝑗U

(−1)′

1 ,

Q𝑗𝑦y𝑗 = E𝑗 + g𝑗U
(+1)
1 + s𝑗U

(+1)
2 + t𝑗U

(+1)′

1 − g𝑗U
(−1)
1 − s𝑗U

(−1)
2 − t𝑗U

(−1)′

1 ,
(20)

где Q𝑗𝑥 = (𝛿𝑛𝑚 + (−1)𝑚𝛼𝑗𝑛𝑚)(2𝑁+1)×(2𝑁+1) ; Q𝑗𝑦 = (𝛿𝑛𝑚 − (−1)𝑚𝛼𝑗𝑛𝑚)(2𝑁+1)×(2𝑁+1) ;

x𝑗 = (𝑥−𝑗𝑁 , 𝑥𝑗(−𝑁+1), . . . , 𝑥𝑗0, 𝑥𝑗1, . . . , 𝑥𝑗𝑁 )𝑇 ; y𝑗 = (𝑦−𝑗𝑁 , 𝑦𝑗(−𝑁+1), . . . , 𝑦𝑗0, 𝑦𝑗1, . . . , 𝑦𝑗𝑁 )𝑇 ;

E𝑗 =
(︀
𝐸−𝑗𝑁 , 𝐸𝑗(−𝑁+1), . . . , 𝐸𝑗0, . . . , 𝐸𝑗𝑁

)︀𝑇
; E𝑗 =

(︀
𝐸−𝑗𝑁 , 𝐸𝑗(−𝑁+1), . . . , 𝐸𝑗0, . . . , 𝐸𝑗𝑁

)︀𝑇
;

g𝑗U
(+1)
1 =

(︁
𝑔−𝑗𝑁𝑈

(+1)
1,−𝑁 (𝑟1), . . . , 𝑔𝑗0𝑈

(+1)
10 (𝑟1), . . . , 𝑔𝑗𝑁𝑈

(+1)
1𝑁 (𝑟1)

)︁𝑇
;

s𝑗U
(+1)
2 =

(︁
𝑠−𝑗𝑁𝑈

(+1)
2,−𝑁 (𝑟1), . . . , 𝑠𝑗0𝑈

(+1)
20 (𝑟1), . . . , 𝑠𝑗𝑁𝑈

(+1)
2𝑁 (𝑟1)

)︁𝑇
;

t𝑗U
(+1)′

1 =
(︁
𝑡−𝑗𝑁𝑈

(+1)′

1,−𝑁 (𝑟1), . . . , 𝑡𝑗0𝑈
(+1)
20 (𝑟1), . . . , 𝑡𝑗𝑁𝑈

(+1)′

1𝑁 (𝑟1)
)︁𝑇

;

g𝑗U
(+1)
1 =

(︁
𝑔−𝑗𝑁𝑈

(+1)
1,−𝑁 (𝑟1), . . . , 𝑔𝑗0𝑈

(+1)
10 (𝑟1), . . . , 𝑔𝑗𝑁𝑈

(+1)
1𝑁 (𝑟1)

)︁𝑇
;

s𝑗U
(+1)
2 =

(︁
𝑠−𝑗𝑁𝑈

(+1)
2,−𝑁 (𝑟1), . . . , 𝑠𝑗0𝑈

(+1)
20 (𝑟1), . . . , 𝑠𝑗𝑁𝑈

(+1)
2𝑁 (𝑟1)

)︁𝑇
;

t𝑗U
(+1)′

1 =
(︁
𝑡−𝑗𝑁𝑈

(+1)′

1,−𝑁 (𝑟1), . . . , 𝑡𝑗0𝑈
(+1)
20 (𝑟1), . . . , 𝑡𝑗𝑁𝑈

(+1)′

1𝑁 (𝑟1)
)︁𝑇

;

𝐸𝑗𝑛 = 𝑒
(+1)
𝑗𝑛 + (−1)𝑛𝑒

(−1)
𝑗𝑛 ; 𝐸𝑗𝑛 = 𝑒

(+1)
𝑗𝑛 − (−1)𝑛𝑒

(−1)
𝑗𝑛 ;

𝑒
(𝑙)
1𝑛 = −𝐴

𝑖𝑛

𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝑒𝑖𝑘𝑑𝑙 sin𝜙0 ; 𝑒
(𝑙)
2𝑛 = −𝐴

𝑖𝑛

𝐻𝑛(𝑘𝑟1)
𝑒𝑖𝑘𝑑𝑙 sin𝜙0 (𝑙 = ±1);

𝑔𝑗𝑛 = (−1)𝑛𝑔𝑗𝑛; 𝑠𝑗𝑛 = (−1)𝑛𝑠𝑗𝑛; 𝑡𝑗𝑛 = (−1)𝑛𝑡𝑗𝑛 (𝑗 = 1, 2);

𝑔1𝑛 = − 𝑖𝜔

𝑘𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑟1)𝐽 ′

𝑛(𝑘𝑟1)
; 𝑔2𝑛 =

𝑖

𝜌1𝜔𝑟1𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
; 𝑠1𝑛 = 0; 𝑠2𝑛 = − 𝑛

𝜌1𝜔𝑟1𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
;

𝑡1𝑛 = 0; 𝑡2𝑛 =
𝑖[𝜆(𝑟1) + 2𝜇(𝑟1)]

𝜌1𝜔𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
(𝑛 = 0,±1, . . . ,±𝑁).

Методом обратной матрицы найдем решения систем (20)

x𝑗 = (Q𝑗𝑥)−1
[︁
E𝑗 + g𝑗U

(+1)
1 + s𝑗U

(+1)
2 + t𝑗U

(+1)′

1 + g𝑗U
(−1)
1 + s𝑗U

(−1)
2 + t𝑗U

(−1)′

1

)︁
,

y𝑗 = [Q𝑗𝑦)−1
[︁
E𝑗 + g𝑗U

(+1)
1 + s𝑗U

(+1)
2 + t𝑗U

(+1)′

1 − g𝑗U
(−1)
1 − s𝑗U

(−1)
2 − t𝑗U

(−1)′

1

)︁
.

Запишем в в координатной форме последние два выражения, обозначая через 𝑞𝑥𝑗𝑛𝑚 и 𝑞𝑦𝑗𝑛𝑚
элементы обратных матриц (𝑄𝑗𝑥)−1 и (𝑄𝑗𝑦)−1 соответственно.

На основании формул (15), (16) и (19) находим выражения для коэффициентов 𝐴
(𝑙)
𝑛 .

При 𝑗 = 1 получаем

𝐴(𝑙)
𝑛 =

𝑙𝑛

2
𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝑁∑︁
𝑚=−𝑁

[︁
(𝑞𝑥1𝑛𝑚𝐸1𝑚 + 𝑙𝑞𝑦1𝑛𝑚𝐸1𝑚) + (𝑞𝑥1𝑛𝑚 + 𝑙𝑞𝑦1𝑛𝑚)𝑔1𝑚𝑈

(+1)
1𝑚 (𝑟1)+
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+(𝑞𝑥1𝑛𝑚 − 𝑙𝑞𝑦1𝑛𝑚)𝑔1𝑚𝑈
(−1)
1𝑚 (𝑟1)

]︁
(𝑙 = ±1). (21)

При 𝑗 = 2 будем иметь

𝐴(𝑙)
𝑛 =

𝑙𝑛

2
𝐽𝑛(𝑘𝑟1)

𝑁∑︁
𝑚=−𝑁

{︀
(𝑞𝑥2𝑛𝑚𝐸2𝑚 + 𝑙𝑞𝑦2𝑛𝑚𝐸2𝑚)+

+(𝑞𝑥2𝑛𝑚 + 𝑙𝑞𝑦2𝑛𝑚)
[︁
𝑔2𝑚𝑈

(+1)
1𝑚 (𝑟1) + 𝑠2𝑚𝑈

(+1)
2𝑚 (𝑟1) + 𝑡2𝑚𝑈

(+1)′

1𝑚 (𝑟1)
]︁

+

+(𝑞𝑥2𝑛𝑚 − 𝑙𝑞𝑦2𝑛𝑚)
[︁
𝑔2𝑚𝑈

(−1)
1𝑚 (𝑟1) + 𝑠2𝑚𝑈

(−1)
2𝑚 (𝑟1) + 𝑡2𝑚𝑈

(−1)′

1𝑚 (𝑟1)
]︁}︁

(𝑙 = ±1). (22)

Приравнивая правые части уравнений (21) и (22), получаем краевое условие для нахож-
дения частного решения системы (10)

𝑁∑︁
𝑚=−𝑁

{︂[︂
𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
(𝑞𝑥1𝑛𝑚𝐸1𝑚 + 𝑙𝑞𝑦1𝑛𝑚𝐸1𝑚) − (𝑞𝑥2𝑛𝑚𝐸2𝑚 + 𝑙𝑞𝑦2𝑛𝑚𝐸2𝑚)

]︂
+

+

[︂
𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
(𝑞𝑥1𝑛𝑚 + 𝑙𝑞𝑦1𝑛𝑚)𝑔1𝑚 − (𝑞𝑥2𝑛𝑚 + 𝑙𝑞𝑦2𝑛𝑚)𝑔2𝑚

]︂
𝑈

(+1)
1𝑚 +

+

[︂
𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
(𝑞𝑥1𝑛𝑚 − 𝑙𝑞𝑦1𝑛𝑚)𝑔1𝑚 − (𝑞𝑥2𝑛𝑚 − 𝑙𝑞𝑦2𝑛𝑚)𝑔2𝑚

]︂
𝑈

(−1)
1𝑚 +

+

[︂
𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
(𝑞𝑥1𝑛𝑚 + 𝑙𝑞𝑦1𝑛𝑚)𝑠1𝑚 − (𝑞𝑥2𝑛𝑚 + 𝑙𝑞𝑦2𝑛𝑚)𝑠2𝑚

]︂
𝑈

(+1)
2𝑚 +

+

[︂
𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
(𝑞𝑥1𝑛𝑚 − 𝑙𝑞𝑦1𝑛𝑚)𝑠1𝑚 − (𝑞𝑥2𝑛𝑚 − 𝑙𝑞𝑦2𝑛𝑚)𝑠2𝑚

]︂
𝑈

(−1)
2𝑚 +

+

[︂
𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
(𝑞𝑥1𝑛𝑚 + 𝑙𝑞𝑦1𝑛𝑚)𝑡1𝑚 − (𝑞𝑥2𝑛𝑚 + 𝑙𝑞𝑦2𝑛𝑚)𝑡2𝑚

]︂
𝑈

(+1)′

1𝑚 +

+

[︂
𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟1)

𝐽𝑛(𝑘𝑟1)
(𝑞𝑥1𝑛𝑚 − 𝑙𝑞𝑦1𝑛𝑚)𝑡1𝑚 − (𝑞𝑥2𝑛𝑚 − 𝑙𝑞𝑦2𝑛𝑚)𝑡2𝑚

]︂
𝑈

(−1)′

1𝑚

}︂
𝑟𝑙=𝑟1

= 0 (𝑙 = ±1). (23)

Из первых двух граничных условий (12) находим выражения для коэффициентов 𝐵
(𝑙)
𝑛 и

𝐶
(𝑙)
𝑛

𝐵(𝑙)
𝑛 = 𝛾1𝑛𝑈

(𝑙)
1𝑛 (𝑟0) + 𝛾2𝑛𝑈

(𝑙)
2𝑛 (𝑟0), 𝐶(𝑙)

𝑛 = 𝛾3𝑛𝑈
(𝑙)
1𝑛 (𝑟0) + 𝛾4𝑛𝑈

(𝑙)
2𝑛 (𝑟0) (𝑙 = ±1), (24)

где 𝛾1𝑛 = 𝑘𝜏𝑟0𝐽
′
𝑛(𝑘𝜏𝑟0)/∆𝑛; 𝛾2𝑛 = 𝑖𝑛𝐽𝑛(𝑘𝜏𝑟0)/∆𝑛; 𝛾3𝑛 = 𝑖𝑛𝐽𝑛(𝑘𝑙𝑟0)/∆𝑛;

𝛾4𝑛 = −𝑘𝑙𝑟0𝐽
′
𝑛(𝑘𝑙𝑟0)/∆𝑛; ∆𝑛 = [𝑘𝑙𝑟0𝐽

′
𝑛(𝑘𝑙𝑟0)𝑘𝜏𝑟0𝐽

′
𝑛(𝑘𝜏𝑟0) − 𝑛2𝐽𝑛(𝑘𝑙𝑟0)𝐽𝑛(𝑘𝜏𝑟0)]/𝑟0.

Заметим, что неизвестные коэффициенты 𝐴
(𝑙)
𝑛 , 𝐵

(𝑙)
𝑛 и 𝐶

(𝑙)
𝑛 разложений (4-6) можно найти

лишь после определения полей смещений в неоднородных покрытиях.
Из третьего граничного условия (11) и двух последних граничных условий (12) с учетом

выражений (24) получаем еще три краевых условия для нахождения частного решения систе-
мы (10) [︁

𝑟𝑙𝑈
(𝑙)′

2𝑛 (𝑟𝑙) + 𝑖𝑛𝑈
(𝑙)
1𝑛 (𝑟𝑙) − 𝑈

(𝑙)
2𝑛 (𝑟𝑙)

]︁
𝑟𝑙=𝑟1

= 0 (𝑙 = ±1), (25){︀
[𝜆(𝑟𝑙) + 2𝜇(𝑟𝑙)]𝑈

′
1𝑛(𝑟𝑙) + [𝛾1𝑛𝑑1𝑛 + 𝛾3𝑛𝑑2𝑛 + 𝜆(𝑟𝑙)/𝑟𝑙]𝑈1𝑛(𝑟𝑙)+

+[𝛾2𝑛𝑑1𝑛 + 𝛾4𝑛𝑑2𝑛 + 𝑖𝑛𝜆(𝑟𝑙)/𝑟𝑙]𝑈2𝑛(𝑟𝑙)}𝑟𝑙=𝑟0
= 0, (26){︀

𝜇(𝑟𝑙)/𝜇0𝑈
′
2𝑛(𝑟𝑙) + [𝛾1𝑛𝑑3𝑛 + 𝛾3𝑛𝑑4𝑛 + 𝑖𝑛𝜇(𝑟𝑙)/(𝜇0𝑟𝑙)]𝑈1𝑛(𝑟𝑙)+
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+[𝛾2𝑛𝑑3𝑛 + 𝛾4𝑛𝑑4𝑛 − 𝜇(𝑟𝑙)/(𝜇0𝑟𝑙)]𝑈2𝑛(𝑟𝑙)}𝑟𝑙=𝑟0
= 0, (27)

где 𝑑1𝑛 = 𝑘2𝑙 [𝜆0𝐽𝑛(𝑘𝑙𝑟0) − 2𝜇0𝐽
′′
𝑛(𝑘𝑙𝑟0)]; 𝑑2𝑛 = 2𝜇0𝑖𝑛[𝐽𝑛(𝑘𝜏𝑟0) − 𝑘𝜏𝑟0𝐽

′
𝑛(𝑘𝜏𝑟0)]/𝑟

2
0;

𝑑3𝑛 = 𝑖𝑛[𝐽𝑛(𝑘𝑙𝑟0) − 2𝑘𝑙𝑟0𝐽
′
𝑛(𝑘𝑙𝑟0)]/𝑟

2
0; 𝑑4𝑛 = [𝑘2𝜏𝑟

2
0𝐽

′′
𝑛(𝑘𝜏𝑟0) − 𝑘𝜏𝑟0𝐽

′
𝑛(𝑘𝜏𝑟0) + 𝑛2𝐽𝑛(𝑘𝜏𝑟0)]/𝑟

2
0.

Таким образом, для нахождения искомых функций 𝑈
(𝑙)
1𝑛 (𝑟𝑙) и 𝑈

(𝑙)
2𝑛 (𝑟𝑙) (𝑙 = ±1) при

𝑛 = 0,±1,±2, . . . ,±𝑁 необходимо найти решение системы обыкновенных дифференциальных
уравнений (10), удовлетворяющих краевым условиям (23), (25) – (27).

Построенная краевая задача решается каким-либо численным или аналитическим ме-

тодом. Затем по формуле (21) вычисляются коэффициенты 𝐴
(𝑙)
𝑛 (𝑛 = 0,±1,±2, . . . ,±𝑁 ;

𝑙 = ±1). В результате на основании (3) и (4) получаем аналитическое описание акустического
поля, рассеянного цилиндрами

Ψ𝑠 =
∑︁
𝑙=±1

𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

𝐴(𝑙)
𝑛 𝐻𝑛(𝑘𝑟𝑙)𝑒

𝑖𝑛(𝜙𝑙−𝜙0).

4. Заключение

Задача дифракции плоской звуковой волны на двух однородных упругих цилиндрах с
непрерывно-неоднородными упругими покрытиями, находящимися в идеальной жидкости,
представляет интерес не только для изучения дифракции звука на решетке цилиндров, но
также служит необходимым элементом решения методом мнимых источников задачи о ди-
фракции звука на одиночном однородном упругом цилиндре с неоднородным покрытием, на-
ходящимся вблизи идеальной плоской поверхности (акустически мягкой или абсолютно жест-
кой).
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