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Аннотация

Работа посвящена изучению тригонометрических сумм алгебраических сеток с весами,
которые играют центральную роль в модификации метода К. К. Фролова, предложенной
Н. М. Добровольским в 1984 году. Тригонометрическую сумму алгебраической сетки с
весами для вектора �⃗� = 0⃗, естественно, назвать взвешенным числом точек алгебраической
сетки.

Во введении данной работы предложено обоснование актуальности темы исследования,
даются необходимые определения и факты из современной теории метода К. К. Фроло-
ва, доказывается важная теорема о разложении тригонометрической суммы алгебраиче-
ской сетки с весами в ряд по точкам алгебраической сетки. В разделе «Вспомогательные
леммы» приводятся без доказательства необходимые факты из теории весовых функций
специального вида, которые играют принципиальную роль в модификации Н. М. Добро-
вольского метода К. К. Фролова.

Используя теорему о разложении тригонометрической суммы алгебраической сетки с
весами в ряд по точкам алгебраической сетки и лемму о значении тригонометрического
интеграла от весовой функции, в работе выводится асимптотическая формула для взве-
шенного числа точек алгебраической сетки со специальной весовой функцией порядка 2,
которая утверждает, что такое число стремится к единице.

Аналогично, показано, что при росте детерминанта алгебраической решётки для лю-
бого вектора �⃗� ̸= 0⃗, тригонометрическая сумма алгебраических сеток с весами, заданной
специальной весовой функцией, стремится к 0.

Для простоты изложения в основном тексте статьи рассматривается только случай
простейшей весовой функции порядка 2.

В заключении сформулированы без доказательства аналогичные утверждения о значе-
ниях тригонометрических сумм алгебраических сеток со специальными весовыми функ-
циями порядка 𝑟 + 1 для произвольного натурального 𝑟.

А именно, утверждается, что для взвешенного числа точек алгебраической сетки со
специальной весовой функцией порядка 𝑟 справедливо стремление к 1 с остаточным чле-
ном порядка 𝑠 − 1 логарифма детерминанта алгебраической решётки, делённого на 𝑟 + 1
степень детерминанта алгебраической решётки. Аналогичное утверждение справедливо о
стремлении к нулю тригонометрической суммы алгебраической сетки с весами, заданной
специальной весовой функцией порядка 𝑟 + 1.

Ключевые слова: алгебраические решётки, алгебраические сетки, тригонометрические
суммы алгебраических сеток с весами, весовые функции.
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Abstract

The paper is devoted to the study of trigonometric sums of algebraic grids with weights,
which play a Central role in the modification of K. K. Frolov’s method proposed by
N. M. Dobrovolsky in 1984. The trigonometric sum of the algebraic grid with weights for the
vector �⃗� = 0⃗ is naturally called the weighted number of points of the algebraic grid.

In the introduction of this paper, the justification of the relevance of the research topic
is proposed, the necessary definitions and facts from the modern theory of K. K. Frolov’s
method are given, an important theorem on the decomposition of the trigonometric sum of an
algebraic grid with weights in a row by points of an algebraic grid is proved. In the section
"Auxiliary lemmas"the necessary facts from the theory of weight functions of a special kind
which play a principal role in modification of H. M. Dobrovolsky are given without proof.
method K. K. Frolov.

Using a theorem on the decomposition of the trigonometric sum of an algebraic grid with
weights in a row by points of an algebraic grid and a Lemma on the value of a trigonometric
integral of the weight function, we derive an asymptotic formula for the weighted number of
points of an algebraic grid with a special weight function of order 2, which States that such a
number tends to unity.

Similarly, it is shown that when the determinant of an algebraic lattice grows for any vector
�⃗� ̸= 0⃗, the trigonometric sum of algebraic grids with weights given by the special weight
function tends to 0.

For simplicity, only the case of the simplest weight function of order 2 is considered in the
main text of the article.

In conclusion, we formulate without proof similar statements about the values of
trigonometric sums of algebraic grids with special weight functions of the order 𝑟 + 1 for any
natural 𝑅.

Namely, it is argued that for the weighted number of points of algebraic nets with a special
weight function 𝑟 is true desire-to-1 with the residual member of the order 𝑠−1 of the logarithm
of the determinant is an algebraic lattice, divided by 𝑟 + 1 the degree of the determinant is an
algebraic lattice. A similar statement is true about the tendency to zero the trigonometric sum
of an algebraic grid with weights given by a special weight function of the order 𝑟 + 1.

Keywords: algebraic lattices, algebraic net, trigonometric sums of algebraic net with weights,
weight functions.
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1. Введение

1.1. Актуальность и цель работы

В работе [9] следующим образом сформулирована Проблема значений тригонометри-
ческих сумм сеток:

"Нормированные тригонометрические суммы параллелепипедальных сеток имеют два
значения: 0 и 1. Для нормированных тригонометрических сумм двумерных сеток Смоляка
таких значений три: 0, 1 и −1. Для неравномерных сеток имеется или хорошая равномерная

оценка 𝑂

(︂
1√
𝑁

)︂
, или они равны 1.

Очень важно получить оценки нормированных тригонометрических сумм для ал-
гебраических сеток.

Если эти суммы имеют спектр значений не сосредоточенный около точек 0 и 1, то
алгебраические сетки нельзя хорошо приблизить параллелепипедальными сетками, а алгеб-
раические решётки нельзя хорошо приблизить целочисленными решётками."

Актуальность темы состоит в том, что взвешенное число точек алгебраической сетки явля-
ется значением соответствующей тригонометрической суммы алгебраической сетки с весами
при �⃗� = 0⃗, и, следовательно, значение этой суммы должно стремиться к 1 при росте количе-
ства точек алгебраической сетки.

Цель работы — получить асимптотическую формулу для взвешенного числа точек алгеб-
раической сетки со специальной весовой функцией порядка 2.

1.2. Алгебраические сетки

В 1976 году вышла работа [28] К. К. Фролова, в которой впервые появились алгебраические
сетки. Наиболее полно в авторском изложении метод Фролова представлен в его кандидатской
диссертации [29]. Позднее в работах [11] — [16] Н. М. Добровольский предложил модифика-
цию метода Фролова с использованием специальных весовых функций. Современное, полное
изложение метода Фролова и его модификации по Н. М. Добровольскому дается в работах [4]
— [7], [26].

Будем использовать следующие обозначения и определения из работ [21] и [26]. Рассмат-
риваются:

единичные 𝑠−мерные кубы

𝐺𝑠 = {�⃗� | 0 6 𝑥𝜈 6 1, 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠},
𝐺𝑠 = {�⃗� | 0 6 𝑥𝜈 < 1, 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠};

непрерывные периодические функции с периодом равным единице по каждой из переменных
𝑥𝜈 (𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠), принадлежащие классу 𝐸𝛼

𝑠 (𝐶), который состоит из периодических функций

𝑓(�⃗�) =
∞∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞
𝐶(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�),

для которых

|𝐶(�⃗�)| 6 𝐶

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
, (𝛼 > 1)

и 𝑚 = max(1, |𝑚|) для любого вещественного 𝑚.
Для произвольного вектора �⃗� его дробной частью называется вектор {�⃗�}=({𝑥1}, . . . , {𝑥𝑠}).

Отсюда следует, что всегда {�⃗�} ∈ 𝐺𝑠. Целой частью вектора называется вектор [�⃗�] = �⃗�− {�⃗�}.
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Через 𝑝(�⃗�) =
[︀
�⃗�+

(︀
1
2 , . . . ,

1
2

)︀]︀
обозначим ближайший целый вектор в смысле нормы ‖�⃗�‖1 =

= max(|𝑥1|, . . . , |𝑥𝑠|). Для нормы вектора отклонения от ближайшего целого 𝛿(�⃗�), заданного
равенством

𝛿(�⃗�) = 𝑝(�⃗�)− �⃗� =

(︂
1

2
, . . . ,

1

2

)︂
−
{︂
�⃗�+

(︂
1

2
, . . . ,

1

2

)︂}︂
,

справедливо неравенство ‖𝛿(�⃗�)‖1 6 1
2 .

Далее везде под произвольной решеткой Λ ⊂ R𝑠 мы будем понимать только полные решет-
ки, то есть

Λ = {𝑚1�⃗�1 + . . .+𝑚𝑠�⃗�𝑠 = �⃗� ·𝐴 |�⃗� = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ Z𝑠},

где �⃗�1 = (𝜆1 1, . . . , 𝜆1 𝑠),. . . ,�⃗�𝑠 = (𝜆𝑠 1, . . . , 𝜆𝑠 𝑠) — система линейно-независимых векторов в R𝑠,
а матрица решётки 𝐴 задана соотношениями

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝜆1 1 . . . 𝜆1 𝑠
...

. . .
...

𝜆𝑠 1 . . . 𝜆𝑠 𝑠

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ �⃗�1
...
�⃗�𝑠

⎞⎟⎠ .

Взаимная решетка Λ* = {�⃗� | ∀�⃗� ∈ Λ (�⃗�, �⃗�) ∈ Z}. Непосредственно из определения следует

равенство (𝑞Λ)* =
1

𝑞
Λ*.

Определение 1. Для произвольной решетки Λ обобщенной параллелепипедальной се-
ткой 𝑀(Λ) называется множество 𝑀(Λ) = Λ* ∩𝐺𝑠.

Сетка 𝑀1(Λ) = Λ* ∩ [−1; 1)𝑠.
Обобщенной параллелепипедальной сеткой II рода 𝑀 ′(Λ) называется множество

𝑀 ′(Λ) = {�⃗� | �⃗� = {�⃗�}, �⃗� ∈𝑀1(Λ)}.

Определение 2. Весовой функцией порядка 𝑟 с константой 𝐵 называется гладкая функ-
ция 𝜌(�⃗�), удовлетворяющая условиям

0∑︁
𝜀1,...,𝜀𝑠=−1

𝜌(�⃗�+ (𝜀1, . . . , 𝜀𝑠)) = 1 при �⃗� ∈ 𝐺𝑠, (1)

𝜌(�⃗�) = 0 при �⃗� /∈ (−1; 1)𝑠, (2)⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗�

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐵(𝜎1 . . . 𝜎𝑠)

−𝑟 для любого �⃗� ∈ R𝑠. (3)

Если выполнены условия (1) и (2), то говорим просто о весовой функции 𝜌(�⃗�).

Определение 3. Квадратурной формулой с обобщенной параллелепипедальной сеткой
II типа и весовой функцией 𝜌(�⃗�) называется формула вида

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝑓(�⃗�)𝑑�⃗� = (detΛ)−1
∑︁

�⃗�∈𝑀 ′(Λ)

𝜌�⃗�𝑓(�⃗�)−𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ],

где 𝜌�⃗� =
∑︁

�⃗�∈𝑀1(Λ),{�⃗�}=�⃗�

𝜌(�⃗�), 𝑁 ′(Λ) = |𝑀 ′(Λ)|,

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ] — погрешность квадратурной формулы.
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Для погрешности квадратурной формулы с обобщенной параллелепипедальной сеткой II
рода на классе 𝐸𝛼

𝑠 справедлива оценка (см. [13], [21])

𝑅𝑁 ′(Λ)[𝐸
𝛼
𝑠 (𝐶)] = sup

𝑓∈𝐸𝛼
𝑠 (𝐶)

|𝑅𝑁 ′(Λ)[𝑓 ]| 6 𝐶𝐵 · 𝑐1(𝛼)𝑠𝜁𝐻(Λ|𝛼),

где 𝑐1(𝛼) = 2𝛼+1

(︂
3 +

2

𝛼− 1

)︂
, 𝜁𝐻(Λ|𝛼) =

∑︁′

�⃗�∈Λ
(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)

−𝛼.

Отметим важное обстоятельство — квадратурные формулы с обобщенной параллелепипе-
дальной сеткой II типа и весовой функцией 𝜌(�⃗�), вообще говоря, задают насыщаемый алгоритм
численного интегрирования, если весовая функция конечного порядка и решетка не является
целочисленной.

Этот алгоритм будет ненасыщаемый для целочисленных решеток, то есть для параллеле-
пипедальных сеток, или для весовых функций бесконечного порядка. Определение ненасыща-
емых алгоритмов дано в монографиях [1], [22].

Вопросы построения численных алгоритмов с правилом остановки рассмотрены в работах
[8], [10], [25] — [24], [30].

Параллелепипедальные сетки и метод оптимальных коэффициентов изучаются в работах
[17] — [21], [2], [3], [9] и других.

Пусть �⃗� = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) — целочисленный вектор такой, что многочлен

𝑃�⃗�(𝑥) =
𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝑎𝜈𝑥
𝜈 + 𝑥𝑠 (4)

неприводим над полем рациональных чисел Q и все корни Θ𝜈 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) многочлена (4)
действительные.

Обозначим через 𝑇 (⃗𝑎) матрицу степеней алгебраически сопряженных целых алгебраиче-
ских чисел Θ1,. . . ,Θ𝑠 — корней многочлена 𝑃�⃗�(𝑥):

𝑇 (⃗𝑎) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 . . . 1
Θ1 . . . Θ𝑠
...

...
...

Θ𝑠−1
1 . . . Θ𝑠−1

𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ , (5)

а через Θ⃗ = (Θ1, . . . ,Θ𝑠)— вектор полного набора алгебраически сопряженных чисел — корней
многочлена 𝑃�⃗�(𝑥).

Напомним, что

𝜆1(⃗𝑎) = ‖𝑇 (⃗𝑎)‖1 = max
06𝑘6𝑠−1

(︁
|Θ1|𝑘 + . . .+ |Θ𝑠|𝑘

)︁
,

𝜆2(⃗𝑎) = ‖𝑇 (⃗𝑎)‖2 = max
𝜈=1,...,𝑠

(1 + |Θ𝜈 |+ . . .+ |Θ𝑠−1
𝜈 |) = ‖𝑇⊤(⃗𝑎)‖1,

где 𝑇⊤ — транспонированная матрица к матрице 𝑇 .
Тогда параллелепипед

Π𝑠(𝑇1) =

{︂
�⃗�

⃒⃒⃒⃒
|𝑡𝜈1𝑥1 + . . .+ 𝑡𝜈𝑠𝑥𝑠| 6

1

2
(𝜈 = 1, . . . , 𝑠)

}︂
=

=

{︂
�⃗�

⃒⃒⃒⃒
‖�⃗� · 𝑇⊤

1 ‖1 6
1

2

}︂
,
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задаваемый матрицей

𝑇1 = (𝑡𝜈𝜇)16𝜈,𝜇6𝑠 = 𝑇1(⃗𝑎) =
1

2‖𝑇 (⃗𝑎)‖1
· 𝑇 (⃗𝑎), (6)

содержит 𝑠−мерный куб

𝐾𝑠 = {�⃗� | |𝑥𝜈 | 6 1, 𝜈 = 1, . . . , 𝑠} = {�⃗� | ‖�⃗�‖1 6 1},

где ‖�⃗�‖1 = max
𝜈=1,...,𝑠

|𝑥𝜈 |, поскольку ‖𝑇 (⃗𝑎) · �⃗�‖1 6 ‖𝑇 (⃗𝑎)‖1 · ‖�⃗�‖1, то есть

max
|𝑥𝜈 |61
𝜈=1,...,𝑠

⃒⃒⃒
Θ𝑘

1𝑥1 + . . .+Θ𝑘
𝑠𝑥𝑠

⃒⃒⃒
6 |Θ1|𝑘 + . . .+ |Θ𝑠|𝑘, (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑠− 1).

Для любого 𝑡 > 0 решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) называется алгебраической. Она имеет вид

Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))=

{︃
𝑥=

(︃
𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
1 𝑚𝜈 , . . . , 𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
𝑠 𝑚𝜈

)︃
= 𝑡 · �⃗� · 𝑇 (⃗𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒ �⃗� ∈ Z𝑠

}︃
.

Таким образом, алгебраическая решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) имеет базис �⃗�𝜈 = 𝑡 · (Θ𝜈−1
1 , . . . ,Θ𝜈−1

𝑠 )
(𝜈 = 1, . . . , 𝑠).

Так как координаты любой ненулевой точки �⃗� ∈ Λ(𝑇 (⃗𝑎)) — алгебраически сопряженные
целые алгебраические числа, то произведение 𝑥1 . . . 𝑥𝑠 — ненулевое целое рациональное число.

Кроме этого, если 𝑇 — произвольная невырожденная матрица и 𝑇 * = (𝑇−1)⊤, то решётки
Λ(𝑇 ) и Λ(𝑇 *) — взаимные решётки: Λ*(𝑇 ) = Λ(𝑇 *).

Для алгебраических решёток и сама решётка, и её взаимная решётка не имеют ненулевых
точек с нулевым произведением координат. Для обоснования этого достаточно показать, что
координаты любой ненулевой точки взаимной решётки для алгебраической решётки образуют
полный набор алгебраически сопряженных чисел из одного и того же алгебраического чисто
вещественного поля степени 𝑠 над полем рациональных чисел Q.

Обозначим через F(𝜈)
�⃗� = Q(Θ𝜈) — алгебраическое расширение степени 𝑠 поля рациональных

чисел Q (𝜈 = 1, . . . , 𝑠). Так как все корни неприводимого многочлена 𝑃�⃗�(𝑥) — действитель-
ные числа, то мы имеем набор из 𝑠 изоморфных чисто вещественных алгебраических полей
степени 𝑠. Из предыдушего следует, что каждая строка матрицы 𝑇 (⃗𝑎) состоит из полного на-
бора алгебраически сопряженных чисел, а все элементы 𝜈-ого столбца матрицы принадлежат
одному и тому же алгебраическому полю F(𝜈)

�⃗� (𝜈 = 1, . . . , 𝑠). Так как точки решётки Λ(𝑇 (⃗𝑎))
— целочисленные линейные комбинации строк матрицы 𝑇 (⃗𝑎), то координаты каждой точки
�⃗� ∈ Λ(𝑇 (⃗𝑎)) — полный набор алгебраически сопряженных чисел, а 𝜈-ая координата для любой

точки этой решётки принадлежат одному и тому же алгебраическому полю F(𝜈)
�⃗� (𝜈 = 1, . . . , 𝑠).

Покажем, что этим свойством обладает и взаимная решётка.
Как обычно,2 𝜎𝑗(Θ⃗) = (−1)𝑗𝑎𝑠−𝑗 — элементарные симметрические многочлены степени 𝑗

от корней многочлена 𝑃�⃗�(𝑥) (0 6 𝑗 6 𝑠).

Лемма 1. Пусть 𝑆𝑗(Θ⃗) =
𝑠∑︀

𝜈=1
Θ𝑗

𝜈 , 𝑗 > 0 и симметрическая матрица 𝑄(⃗𝑎) задана равен-

ством

𝑄(⃗𝑎) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑆0(Θ⃗) . . . 𝑆𝑠−1(Θ⃗)

𝑆1(Θ⃗) . . . 𝑆𝑠(Θ⃗)
...

...
...

𝑆𝑠−1(Θ⃗) . . . 𝑆2𝑠−2(Θ⃗)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

тогда 𝑄(⃗𝑎) — невырожденная симметрическая рациональная матрица и справедливо равен-
ство 𝑄(⃗𝑎) = 𝑇 (⃗𝑎) · 𝑇 (⃗𝑎)⊤.

2здесь пользуемся естественным соглашение, что 𝑎𝑠 = 1.
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Доказательство. См. [26]. 2

Обозначим через 𝑈𝜈 𝑗(Θ⃗) элементы матрицы 𝑄(⃗𝑎)−1. Ясно, что из симметричности функ-
ций 𝑆𝑗(Θ⃗) вытекает симметричность функций 𝑈𝜈 𝑗(Θ⃗).

Лемма 2. Справедливо равенство

𝑇 *(⃗𝑎) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈1 𝑘(Θ⃗)Θ𝑘−1
1 . . .

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈1 𝑘(Θ⃗)Θ𝑘−1
𝑠

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈2 𝑘(Θ⃗)Θ𝑘−1
1 . . .

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈2 𝑘(Θ⃗)Θ𝑘−1
𝑠 )

...
...

...
𝑠∑︀

𝑘=1

𝑈𝑠 𝑘(Θ⃗)Θ𝑘−1
1 . . .

𝑠∑︀
𝑘=1

𝑈𝑠 𝑘(Θ⃗)Θ𝑘−1
𝑠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 3. Произвольная точка �⃗� решетки Λ(𝑇 *(⃗𝑎)) имеет вид:

�⃗� =

(︃
𝑠∑︁

𝑘=1

(︃
𝑠∑︁

𝜈=1

𝑈𝜈 𝑘(Θ⃗)𝑚𝜈

)︃
Θ𝑘−1

1 , . . . ,
𝑠∑︁

𝑘=1

(︃
𝑠∑︁

𝜈=1

𝑈𝜈 𝑘(Θ⃗)𝑚𝜈

)︃
Θ𝑘−1

𝑠

)︃
,

где 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 — произвольные целые числа.

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 4. Пусть 𝑡(Θ⃗) — наименьший общий знаменатель для рациональных чисел
𝑆0(Θ⃗),. . . ,𝑆𝑠−1(Θ⃗), точка �⃗� решётки Λ(𝑇 *(⃗𝑎)) будет целочисленной тогда, и только тогда,
когда �⃗� имеет вид: �⃗� = 𝑡(Θ⃗) · (𝑚, . . . ,𝑚) и 𝑚 — целое число.

Других точек �⃗� решётки Λ(𝑇 *(⃗𝑎)), у которых хотя бы одна координата рациональная,
не существует.

Доказательство. См. [26]. 2

1.3. Тригонометрические суммы сетки с весами

Совокупность 𝑀 ⊂ 𝐺𝑠 точек 𝑀𝑘 = (𝜉1(𝑘), . . . , 𝜉𝑠(𝑘)) (𝑘 = 1 . . . 𝑁) называется сеткой
𝑀 из 𝑁 узлов, а сами точки — узлами квадратурной формулы. Величины 𝜌𝑘 = 𝜌(𝑀𝑘) назы-
ваются весами квадратурной формулы. В этой работе будем везде предполагать, что все веса
вещественнозначные и являются значениями специальной весовой функции.

Для произвольных целых 𝑚1,. . .,𝑚𝑠 суммы 𝑆𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠), определённые равенством

𝑆𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘𝑒
2𝜋𝑖[𝑚1𝜉1(𝑘)+...+𝑚𝑠𝜉𝑠(𝑘)], (7)

называются тригонометрическими суммами сетки с весами.
Будем также рассматривать нормированные тригонометрические суммы сетки с веса-

ми

𝑆*
𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠) =

1

𝑁
𝑆𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠).

Положим 𝜌(𝑀) =
𝑁∑︀
𝑗=1

|𝜌𝑗 |, тогда для всех нормированных тригонометрических сумм сетки

с весами справедлива тривиальная оценка

|𝑆*
𝑀,𝜌(�⃗�)| 6 1

𝑁
𝜌(𝑀). (8)
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Если все веса равны 1, то будем говорить просто тригонометрическая сумма сетки и писать
𝑆𝑀 (�⃗�) и нормированная тригонометрическая сумма сетки 𝑆*

𝑀 (�⃗�).

Пусть 𝑞 — натуральное число больше 1 и 𝑞1 =
[︁
𝑞−1
2

]︁
, 𝑞2 =

[︀ 𝑞
2

]︀
, тогда множество

{−𝑞1, . . . , 𝑞2} является полной системой вычетов по модулю 𝑞.
Пусть матрица 𝑇 = 𝑇 (⃗𝑎) и 𝑡 > 0. Рассмотрим алгебраическую сетку 𝑀(𝑡) = 𝑀 ′(𝑡 · Λ(𝑇 ))

из 𝑁 ′(𝑡 · Λ(𝑇 )) узлов �⃗�𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝑁 ′(𝑡 · Λ(𝑇 )) ) с весами

𝜌𝑘 = 𝜌�⃗�𝑘
= (det(𝑡 · Λ(𝑇 )))−1

∑︁
{�⃗�}=�⃗�𝑘, �⃗�∈𝑀1(𝑡·Λ(𝑇 ))

𝜌(�⃗�)

и её тригонометрическую сумму с весами

𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�) = (det(𝑡 · Λ(𝑇 )))−1
∑︁

�⃗�∈𝑀(𝑡)

⎛⎝ ∑︁
{�⃗�}=�⃗�, �⃗�∈𝑀1(𝑡·Λ(𝑇 ))

𝜌(�⃗�)

⎞⎠ 𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�).

Теорема 1. Для алгебраической решётки Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) и произвольной весовой функции
𝜌(�⃗�) справедливо равенство3

𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�) = 𝛿(�⃗�) +
∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�−�⃗�)𝑑�⃗�, (9)

где

𝛿(�⃗�) =

{︂
1, при �⃗� = 0⃗;

0, при �⃗� ̸= 0⃗, �⃗� ∈ Z𝑠.

Доказательство. Рассмотрим для решётки Λ = Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) квадратурную формулу

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗� = (detΛ)−1
∑︁

�⃗�∈𝑀 ′(Λ)

𝜌�⃗�𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)−

−𝑅𝑁 ′(Λ)

[︁
𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)

]︁
. (10)

Для интеграла в левой части равенства по свойствам весовой функции и периодичности
экспоненты имеем:

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗� =

0∑︁
𝜀1,...,𝜀𝑠=−1

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

𝜌(�⃗� + (𝜀1, . . . , 𝜀𝑠))𝑒
2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗� =

=

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

⎛⎝ 0∑︁
𝜀1,...,𝜀𝑠=−1

𝜌(�⃗� + (𝜀1, . . . , 𝜀𝑠))

⎞⎠ 𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗� =

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗� = 𝛿(�⃗�). (11)

Сумма в правой части равенства (10) есть в точности тригонометрическая сумма сетки с
весами 𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�), которую можно записать следующим образом

𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�) = (det(𝑡 · Λ(𝑇 )))−1
∑︁

�⃗�∈𝑀(𝑡)

⎛⎝ ∑︁
{�⃗�}=�⃗�, �⃗�∈𝑀1(𝑡·Λ(𝑇 ))

𝜌(�⃗�)

⎞⎠ 𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�) =

= (det(𝑡 · Λ(𝑇 )))−1
∑︁

�⃗�*∈𝐾𝑠
⋂︀
(𝑡·Λ(𝑇 ))*

𝜌(�⃗�*)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�*). (12)

3Здесь и далее символ
∑︀′ означает, что из области суммирования исключена нулевая точка.
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Пусть �⃗�𝜈 = (𝜆𝜈 1, . . . , 𝜆𝜈 𝑠) (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) — базис решетки Λ и �⃗�*𝜈 = (𝜆*𝜈 1, . . . , 𝜆
*
𝜈 𝑠)

(𝜈 = 1, . . . , 𝑠) — взаимный базис взаимной решетки Λ*.
Пусть 𝑞 натуральное число такое, что

max
𝜈=1, ...,𝑠

⎛⎝ 𝑠∑︁
𝜇=1

|𝜆𝜈 𝜇|

⎞⎠ ≤ 𝑞. (13)

Через 𝐾𝑠(𝑞) обозначим 𝑠-мерный куб 𝐾𝑠(𝑞) = [−𝑞, 𝑞]𝑠, а через Π𝑠(Λ, 𝑞) — 𝑠-мерный парал-
лелепипед

Π𝑠(Λ, 𝑞) =

⎧⎨⎩�⃗�
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−𝑞 6 𝑠∑︁

𝜇=1

𝜆𝜈 𝜇𝑥𝜇 6 𝑞 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠)

⎫⎬⎭ .

Из определения 𝐾𝑠(𝑞) и Π𝑠(Λ, 𝑞) следует, что 𝑠-мерный куб 𝐾𝑠 ⊂ Π𝑠(Λ, 𝑞) и при линейном
преобразовании

(𝑦1, . . . , 𝑦𝑠) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ·

⎛⎜⎝ 𝜆1 1 . . . 𝜆𝑠 1
...

. . .
...

𝜆1 𝑠 . . . 𝜆𝑠 𝑠

⎞⎟⎠ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ·𝐴,

𝑦𝜈 =

𝑠∑︁
𝜇=1

𝜆𝜈 𝜇𝑥𝜇 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠)

𝑠-мерный параллелепипед Π𝑠(Λ, 𝑞) переходит в 𝐾𝑠(𝑞).
Действительно, пусть �⃗� ∈ 𝐾𝑠, тогда⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 𝑠∑︁
𝜇=1

𝜆𝜈 𝜇𝑥𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝑠∑︁

𝜇=1

|𝜆𝜈 𝜇| 6 𝑞

и следовательно, �⃗� ∈ Π𝑠(Λ, �⃗�).
Рассмотрим функцию 𝑔(�⃗�) на 𝑠-мерном кубе 𝐾𝑠(𝑞), определенную равенством

𝑔(�⃗� ) = 𝜌(�⃗� *)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�
*,�⃗�),

где векторы �⃗� = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) и �⃗� * = (𝑥*1, . . . , 𝑥
*
𝑠) связаны соотношением

(𝑥*1, . . . , 𝑥
*
𝑠) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ·

⎛⎜⎝ 𝜆*1 1 . . . 𝜆*𝑠 1
...

. . .
...

𝜆*1 𝑠 . . . 𝜆*𝑠 𝑠

⎞⎟⎠ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ·𝐴−1,

𝑥*𝜈 =

𝑠∑︁
𝜇=1

𝑥𝜇𝜆
*
𝜈𝜇 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠),

то есть �⃗�* = 𝑥1�⃗�
*
1 + . . . + 𝑥𝑠�⃗�

*
𝑠.

Так как вне 𝑠-мерного куба 𝐾𝑠 функция 𝜌(�⃗�) обращается в нуль, то∑︁
�⃗�*∈𝐾𝑠

⋂︀
(𝑡·Λ(𝑇 ))*

𝜌(�⃗�*)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�*) =
∑︁

�⃗� *∈Λ* ⋂︀
Π𝑠(Λ,𝑞)

𝜌(�⃗� *)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�
*, �⃗�) =

=
∑︁

�⃗� *∈Λ*

𝜌(�⃗� *)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�
*, �⃗�) =

𝑞−1∑︁
𝑥1,...,𝑥𝑠=−𝑞

𝜌(�⃗� ·𝐴−1)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�·𝐴
−1, �⃗�) =

𝑞−1∑︁
𝑥1,...,𝑥𝑠=−𝑞

𝑔(�⃗�).
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Гладкая функция 𝑔(�⃗�) обращается в нуль на границе куба 𝐾𝑠(𝑞), поэтому ее можно раз-
ложить в абсолютно сходящийся кратный ряд Фурье на кубе 𝐾𝑠(𝑞):

𝑔(�⃗�) =
+∞∑︁

�⃗�=−∞
𝑐(�⃗�)𝑒

2𝜋𝑖
(�⃗�,�⃗�)
2𝑞 ,

где

𝑐(�⃗�) = (2𝑞)−𝑠

∫︁ ∫︁
𝐾𝑠(𝑞)

𝑔(�⃗�)𝑒
−2𝜋𝑖

(�⃗�, �⃗� )
2𝑞 𝑑�⃗�. (14)

Так как
𝑞−1∑︁
𝑘=−𝑞

𝑒
2𝜋𝑖𝑛𝑘

2𝑞 = 2𝑞𝛿2𝑞(𝑛),

где символ Коробова 𝛿𝑎(𝑏) задается равенством

𝛿𝑎(𝑏) =

{︂
1 при 𝑏 ≡ 0 (mod 𝑎),
0 при 𝑏 ̸≡ 0 (mod 𝑎),

то

det(𝑡 · Λ(𝑇 )) · 𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�) =

𝑞−1∑︁
𝑥1,...,𝑥𝑠=−𝑞

𝑔(�⃗�) =

𝑞−1∑︁
𝑥1,...,𝑥𝑠=−𝑞

+∞∑︁
�⃗�=−∞

𝑐(�⃗�)𝑒
2𝜋𝑖

(�⃗�,�⃗�)
2𝑞 =

=

+∞∑︁
�⃗�=−∞

𝑐(�⃗�)(2𝑞)𝑠𝛿2𝑞(𝑛1) . . . 𝛿2𝑞(𝑛𝑠) = (2𝑞)𝑠
+∞∑︁

�⃗�=−∞
𝑐(2𝑞�⃗�).

Из выражения (14) для коэффициентов Фурье находим

𝑐(2𝑞�⃗�) = (2𝑞)−𝑠

∫︁ ∫︁
𝐾𝑠(𝑞)

𝜌(�⃗� ·𝐴−1)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�·𝐴
−1, �⃗�)𝑒−2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗� =

= (2𝑞)−𝑠

∫︁ ∫︁
𝐾𝑠(𝑞)

𝜌(�⃗� ·𝐴−1)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�·𝐴
−1, �⃗�)𝑒−2𝜋𝑖(𝑛1�⃗�1+...+𝑛𝑠�⃗�𝑠,𝑥1�⃗�*

1+...+𝑥𝑠�⃗�*
𝑠)𝑑�⃗� =

= (2𝑞)−𝑠 detΛ

∫︁ ∫︁
Π𝑠(Λ,𝑞)

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�, �⃗�)𝑒−2𝜋𝑖(𝑛1�⃗�1+...+𝑛𝑠�⃗�𝑠,�⃗�)𝑑�⃗� =

= (2𝑞)−𝑠 detΛ

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�, �⃗�)𝑒−2𝜋𝑖(𝑛1�⃗�1+...+𝑛𝑠�⃗�𝑠,�⃗�)𝑑�⃗�.

Отсюда и из равенства (11) следует, что

𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�) = 𝛿(�⃗�) +
∑︁′

�⃗�∈Λ

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�, �⃗�−�⃗�)𝑑�⃗�

и теорема полностью доказана.
2
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2. Вспомогательные леммы

Как обычно, через 𝜁(𝛼) =
∞∑︀

𝑚=1
𝑚−𝛼 обозначается дзета-функция Римана при 𝛼 > 1, для

которой выполнены неравенства

1

𝛼− 1
=

∞∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥𝛼
< 𝜁(𝛼) < 1 +

∞∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥𝛼
= 1 +

1

𝛼− 1
.

Приведем необходимые леммы из работы [26].

Лемма 5. Для любого действительного 𝜎 выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

(1− |𝑥|)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 (𝜎)−2, (15)

где 𝜎 = max(1, |𝜎|).

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 6. Пусть функция 𝜌𝑟(𝑥) определена равенствами

𝜌𝑟(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, при |𝑥| > 1,

1− (2𝑟 − 1)𝐶𝑟−1
2𝑟−2

𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑟−1

(−1)𝜈

𝑟 + 𝜈
𝑥𝑟+𝜈 , при 0 6 𝑥 < 1,

1− (−1)𝑟(2𝑟 − 1)𝐶𝑟−1
2𝑟−2

𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑟−1

1

𝑟 + 𝜈
𝑥𝑟+𝜈 , при − 1 < 𝑥 < 0

. (16)

Тогда для любого действительного числа 𝜎 и интеграла

𝐼𝑟(𝜎) =

1∫︁
−1

𝜌𝑟(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

выполняется оценка

|𝐼𝑟(𝜎)| 6
𝐵(𝑟)

𝜎𝑟+1 (17)

и функция 𝜌𝑟(𝑥) — весовая функция порядка 𝑟 + 1 с константой 𝐵(𝑟), где

𝐵(𝑟) =
(2𝑟 − 1)𝐶𝑟−1

2𝑟−2

𝜋(2𝜋)𝑟
sup
|𝜎|>1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒(︀𝑃𝑟−1(1)𝑒

2𝜋𝑖𝜎 − 𝑃𝑟−1(0)
)︀
−

1∫︁
0

𝑃𝑟−1,𝑟(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

и при 0 6 𝜈 6 𝑟 − 1 имеем:(︀
((1− 𝑥)𝑥)𝑟−1

)︀(𝜈)
= ((1− 𝑥)𝑥)𝑟−1−𝜈𝑃𝜈(𝑥),

где

𝑃0(𝑥) = 1,

𝑃𝜈+1(𝑥) = 𝜈(1− 2𝑥)𝑃𝜈(𝑥) + 𝑥(1− 𝑥)𝑃 ′
𝜈(𝑥) (𝜈 = 0, . . . , 𝑟 − 2),

𝑃𝑟−1(𝑥) =

𝑟−1∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝐶𝜈
𝑟−1

𝑟−2∏︁
𝑘=0

(𝑟 − 1 + 𝜈 − 𝑘)𝑥𝜈 ,
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и при 𝑟 6 𝜈 6 2𝑟 − 2 имеем:(︀
((1− 𝑥)𝑥)𝑟−1

)︀(𝜈)
= 𝑃𝑟−1,𝜈(𝑥), 𝑃𝑟−1,𝑟(𝑥) = 𝑃 ′

𝑟−1(𝑥),

𝑃𝑟−1,𝜈(𝑥)=

𝑟−1∑︁
𝜇=𝜈+1−𝑟

(−1)𝜇𝐶𝜇
𝑟−1

𝜈−1∏︁
𝑘=0

(𝑟 − 1 + 𝜇− 𝑘)𝑥𝑟−1+𝜇−𝜈 =

= 𝑃 ′
𝑟−1,𝜈−1(𝑥) = 𝑃

(𝜈−𝑟+1)
𝑟−1 (𝑥),

𝑃𝑟−1,2𝑟−2(𝑥) = (−1)𝑟−1(2𝑟 − 2)!.

Доказательство. См. [26]. 2

Заметим, что лемма 5 является уточнением леммы 6, так как 𝜌1(𝑥) = 1−|𝑥| при −1 6 𝑥 6 1.
Из доказанной леммы следует, что функция 𝜌𝑟(�⃗�), заданная равенством

𝜌𝑟(�⃗�) =

𝑠∏︁
𝑗=1

𝜌𝑟(𝑥𝑗), (18)

является весовой функцией порядка 𝑟 + 1.

Лемма 7. Для любого действительного 𝜎 и 𝛾 > 1 для величины 𝜓𝛾,𝑟(𝜎), заданной равен-
ством

𝜓𝛾,𝑟(𝜎) =

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑚−𝛾(𝑚+ 𝜎)−𝑟,

выполняется неравенство

𝜓𝛾,𝑟(𝜎) 6

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2 (1 + 𝜁(𝛾)) + (1 + 2𝜁(𝛾)) 2𝛾

(𝜎)𝛾
при 1 < 𝛾 6 𝑟,

2 (1 + 𝜁(𝑟)) + (1 + 2𝜁(𝑟)) 2𝑟

(𝜎)𝑟
при 𝛾 > 𝑟.

(19)

Доказательство. См. [26]. 2

Лемма 8. Для любого абсолютно сходящегося ряда
∞∑︀

𝜈=−∞
|𝑢𝜈 | при 𝛼 > 1 справедливо

неравенство

∞∑︁
𝜈=−∞

|𝑢𝜈 |𝛼 6

(︃ ∞∑︁
𝜈=−∞

|𝑢𝜈 |

)︃𝛼

. (20)

Доказательство. См. [26]. 2

3. Ряд Фурье для специальной весовой функции порядка 2

Согласно теореме 1 (см. стр. 207) для вычисления величины 𝑆𝑀(𝑡),𝜌(⃗0) со специальной
весовой функцией 𝜌𝑟(�⃗�) порядка 𝑟 + 1 > 2 достаточно вычислить

𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟 (⃗0) = 1 +
∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌𝑟(�⃗�)𝑒
−2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗�, (21)



212 Е. М. Рарова

где

𝜌𝑟(�⃗�) = 𝜌𝑟(𝑥1) · . . . · 𝜌𝑟(𝑥𝑠),

𝜌𝑟(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, при |𝑥| > 1,

1− (2𝑟 − 1)𝐶𝑟−1
2𝑟−2

𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑟−1

(−1)𝜈

𝑟 + 𝜈
𝑥𝑟+𝜈 , при 0 6 𝑥 < 1,

1− (−1)𝑟(2𝑟 − 1)𝐶𝑟−1
2𝑟−2

𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑟−1

1

𝑟 + 𝜈
𝑥𝑟+𝜈 , при − 1 < 𝑥 < 0.

Кроме того из доказательства теоремы 1 вытекает, что важную роль в рассматриваемых
вопросах играет кратный ряд Фурье для функции

𝑔𝑟(�⃗� ) =

{︂
𝜌𝑟(�⃗�

*)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�
*,�⃗�), при �⃗� ∈ 𝐾𝑠(𝑞),

𝑔𝑟(�⃗� ), при �⃗� = �⃗� + 𝑞�⃗�, �⃗� ∈ 𝐾𝑠(𝑞), �⃗� ∈ Z𝑠,

который имеет вид

𝑔𝑟(�⃗�) =
+∞∑︁

�⃗�=−∞
𝑐𝑟(�⃗�)𝑒

2𝜋𝑖
(�⃗�,�⃗�)
2𝑞 ,

где

𝑐𝑟(�⃗�) = (2𝑞)−𝑠

∫︁ ∫︁
𝐾𝑠(𝑞)

𝑔𝑟(�⃗�)𝑒
−2𝜋𝑖

(�⃗�, �⃗� )
2𝑞 𝑑�⃗�. (22)

Начиная с этого места для упрощения исследования будем рассматривать только весовую
функцию 𝜌1(𝑦) = 1− |𝑦| при |𝑦| 6 1.

Лемма 9. Для интеграла

𝐼1(𝑥) =

1∫︁
−1

𝜌1(𝑦)𝑒
−2𝜋𝑖𝑦𝑥𝑑𝑦

справедливы равенства:

𝐼1(𝑥) =

{︂
1, при 𝑥 = 0,
sin2 𝜋𝑥
𝜋2𝑥2 , при 𝑥 ̸= 0.

(23)

Доказательство. Действительно, при 𝑥 = 0 по свойствам весовой функции имеем:

𝐼1(0) =

1∫︁
−1

𝜌1(𝑦)𝑑𝑦 =

1∫︁
0

(𝜌1(𝑦) + 𝜌1(𝑦 − 1)) 𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑦 = 1.
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Пусть 𝑥 ̸= 0, тогда для интеграла 𝐼1(𝑥) справедливы преобразования

𝐼1(𝑥) =

1∫︁
0

𝜌1(𝑦)𝑒
−2𝜋𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦 +

1∫︁
0

𝜌1(𝑦 − 1)𝑒−2𝜋𝑖𝑥(𝑦−1)𝑑𝑦 =

=

1∫︁
0

(1− 𝑦)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦 +

1∫︁
0

𝑦𝑒−2𝜋𝑖𝑥(𝑦−1)𝑑𝑦 =

=

1∫︁
0

𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦 +
(︀
𝑒2𝜋𝑖𝑥 − 1

)︀ 1∫︁
0

𝑦𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦 =

=
𝑒−2𝜋𝑖𝑥 − 1

−2𝜋𝑖𝑥
+
(︀
𝑒2𝜋𝑖𝑥 − 1

)︀⎛⎝ 𝑦𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝑦

−2𝜋𝑖𝑥

⃒⃒⃒⃒1
0

−
1∫︁

0

𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝑦

−2𝜋𝑖𝑥
𝑑𝑦

⎞⎠ =

=
𝑒−2𝜋𝑖𝑥 − 1

−2𝜋𝑖𝑥
+

1− 𝑒−2𝜋𝑖𝑥

−2𝜋𝑖𝑥
+
(︀
1− 𝑒2𝜋𝑖𝑥

)︀ 𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝑦

(−2𝜋𝑖𝑥)2

⃒⃒⃒⃒1
0

=

=

(︀
1− 𝑒2𝜋𝑖𝑥

)︀
(1− 𝑒−2𝜋𝑖𝑥)

4𝜋2𝑥2
=

1− cos 2𝜋𝑥

2𝜋2𝑥2
=

sin2 𝜋𝑥

𝜋2𝑥2

и лемма полностью доказана. 2

Замечание 1. Так как

lim
𝑥→0

sin2 𝜋𝑥

𝜋2𝑥2
= 1,

то можно писать 𝐼1(𝑥) =
sin2 𝜋𝑥
𝜋2𝑥2 для любого 𝑥.

4. Тригонометрическая сумма алгебраической сетки со специаль-
ной весовой функцией порядка 2

Так как 𝐼1(𝑥) — чётная функция, то лемму 5 можно существенно уточнить:

1∫︁
−1

(1− |𝑥|)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥 =
sin2 𝜋𝜎

𝜋2𝜎2
.

Отсюда и из теоремы 1 следует, что справедливо равенство

𝑆𝑀(𝑡),𝜌1(�⃗�) = 𝛿(�⃗�) +
∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

𝑠∏︁
𝜈=1

sin2 𝜋(𝑚𝜈 − 𝑥𝜈)

𝜋2(𝑚𝜈 − 𝑥𝜈)2
. (24)

При �⃗� = 0⃗ мы получаем

𝑆𝑀(𝑡),𝜌1 (⃗0) = 1 +
∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

𝑠∏︁
𝜈=1

sin2 𝜋𝑥𝜈
𝜋2𝑥2𝜈

. (25)

Теорема 2. При 𝑡→ ∞ справедлива асимптотическая формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌1 (⃗0) = 1 +𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))2

)︂
. (26)
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Доказательство. Действительно, согласно лемме 5 имеем:⃒⃒⃒
𝑆𝑀(𝑡),𝜌1 (⃗0)− 1

⃒⃒⃒
6

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1

(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)2
= 𝜁(Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))|2).

Согласно известной асимптотической формуле для гиперболической дзета-функции алгеб-
раической решётки (см. [27]) имеем:

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) = 𝐶(Λ, 𝛼)
ln𝑠−1(detΛ(𝑡))

(detΛ(𝑡))𝛼
+𝑂

(︂
ln𝑠−2(detΛ(𝑡))

(detΛ(𝑡))𝛼

)︂
, (27)

где

𝐶(Λ, 𝛼) =
2(detΛ)𝛼

𝑅(𝑠− 1)!

∑︁
(𝜔)

|𝑁(𝜔)|−𝛼, 𝑅 − регулятор поля.

Отсюда при 𝛼 = 2 следует утверждение теоремы. 2
Доказанную теорему можно перенести на случай тригонометрической суммы алгебраиче-

ских сеток с весами для произвольного вектора �⃗�.

Теорема 3. При 𝑡→ ∞ для произвольного вектора �⃗� ̸= 0⃗ справедлива асимптотическая
формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌1(�⃗�) = 𝑂

(︂
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)

2 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))2

)︂
. (28)

Доказательство. Действительно, согласно теореме 1 и лемме 5 имеем:⃒⃒
𝑆𝑀(𝑡),𝜌1(�⃗�)

⃒⃒
6

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1

(𝑚1 − 𝑥1 . . .𝑚𝑠 − 𝑥𝑠)2
.

Воспользуемся неравенством
1

𝑚− 𝑥
6

2𝑚

𝑥
,

которое доказывается непосредственно, получим⃒⃒
𝑆𝑀(𝑡),𝜌1(�⃗�)

⃒⃒
6

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

4𝑠(𝑚1 . . .𝑚𝑠)
2

(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)2
= 4𝑠(𝑚1 . . .𝑚𝑠)

2𝜁(Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))|2).

Повторяя рассуждения из доказательства предыдущей теоремы, получим доказываемое
утверждение. 2

5. Заключение

Из теоремы 1, используя лемму 6 вместо леммы 5, можно доказать следующие теоремы:

Теорема 4. При 𝑡→ ∞ справедлива асимптотическая формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟 (⃗0) = 1 +𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂
. (29)

Теорема 5. При 𝑡→ ∞ для произвольного вектора �⃗� ̸= 0⃗ справедлива асимптотическая
формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟(�⃗�) = 𝑂

(︂
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)

𝑟+1 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂
. (30)

В заключение выражаю благодарность научному руководителю профессору Н. М. Добро-
вольскому за постановку задачи, постоянное внимание и полезные обсуждения.
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