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Аннотация

Совокупность линейных алгебр, в которых выполняется фиксированный набор тож-
деств, следуя А.И. Мальцеву, называется многообразием. Используя язык теории ал-
гебр Ли будем говорить, что алгебра метабелева, если она удовлетворяет тождеству
(𝑥𝑦)(𝑧𝑡) ≡ 0. Многообразие называется шпехтовым, если оно само и любое его подмно-
гообразие обладает конечным базисом тождеств. Рост многообразия определяется ростом
последовательности размерностей полилинейных частей относительно свободной алгебры
многообразия. Эту последовательность традиционно называют последовательностью ко-
размерностей, имея в виду полилинейные пространства идеала тождеств многообразия.
В данной статье приведены результаты связанные с проблемой дробного полиномиально-
го роста. Дается обзор новых примеров таких многообразий, а также приводятся новые
примеры многообразий, которые не удовлетворяют свойству шпехтовости, то есть которые
обладают бесконечно базируемыми подмногообразиями.
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Abstract

According to A.I. Maltsev, a set of linear algebras in which a fixed set of identities is called a
variety. Using the language of the theory of Lie algebras, we say that the algebra is metabelian
if it satisfies the identity (𝑥𝑦)(𝑧𝑡) ≡ 0. A variety is called Specht if it is such a variety and any
of its subvariety has a finite basis of identities. Codimension growth is determined by sequence
of dimensions multilinear parts of a relatively free algebra of a variety. This sequence is called a
sequence codimensions, referring to the multilinear spaces of the ideal identities of the variety.
This article presents the results related to the problem of fractional polynomial growth. The
review gives new examples of such varieties, and also give a new example of a variety with an
infinite basis of identities.
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1. Введение

На протяжении всей работы характеристика основного поля 𝐹 предполагается равной ну-
лю. Мы рассматриваем линейные алгебры, то есть векторные пространства над полем 𝐹 , на
которых задана бинарная билинейная операция, и их тождества. Все неопределяемые понятия
можно найти в книге А. Джамбруно и М.В. Зайцева [1].

Пусть 𝐹{𝑋} – свободная неассоциативная алгебра со счетным множеством свободных об-
разующих 𝑋 над полем 𝐹. Для линейной алгебры 𝐴 обозначим 𝐼𝑑(𝐴) идеал тождеств алгебры
𝐴. Так как при нулевой характеристики основного поля любое тождество эквивалентно систе-
ме полилинейных тождеств, то при изучении идеала 𝐼𝑑(𝐴) существенную роль играет теория
представлений симметрических групп.

Зафиксируем натуральное число 𝑛 > 1. Пусть 𝑃𝑛 пространство полилинейных элементов
свободной алгебры 𝐹{𝑋} от первых 𝑛 свободных образующих 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Так как характе-
ристика поля 𝐹 равна нулю, то последовательность пространств 𝑃𝑛 ∩ 𝐼𝑑(𝐴), 𝑛 = 1, 2, . . . ,
содержит всю информацию об идеале тождеств 𝐼𝑑(𝐴). Симметрическая группа 𝑆𝑛 действует
на 𝑃𝑛 перестановкой образующих: если 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑃𝑛,

𝜎𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝜎(1), . . . , 𝑥𝜎(𝑛)).

Пространство 𝑃𝑛 ∩ 𝐼𝑑(𝐴) является инвариантным относительно этого действия и мы можем
изучать строение 𝑃𝑛(𝐴) = 𝑃𝑛/(𝑃𝑛 ∩ 𝐼𝑑(𝐴)) как модуля группы 𝑆𝑛. Характер этого модуля
обозначим 𝜒𝑛(𝐴) и назовем 𝑛-ым кохарактером алгебры 𝐴. В силу полной приводимости

𝜒𝑛(𝐴) =
∑︁
𝜆⊢𝑛

𝑚𝜆𝜒𝜆,

где 𝜒𝜆 – неприводимый характер симметрической группы соответствующий разбиению 𝜆 числа
𝑛, а 𝑚𝜆 > 0 – соответствующая кратность. Степень 𝑛-ого кохарактера 𝜒𝑛(𝐴) совпадает с
размерностью пространства полилинейных элементов 𝑐𝑛(𝐴) = dim𝑃𝑛(𝐴) и называется 𝑛-ой
коразмерностью алгебры 𝐴. Таким образом, 𝑐𝑛(𝐴) =

∑︀
𝜆⊢𝑛𝑚𝜆𝑑𝜆, где 𝑑𝜆 = deg𝜒𝜆 – степень

неприводимого характера 𝜒𝜆.
В работе [2] А.И. Мальцев назвал совокупность линейных алгебр, в которых выполняется

фиксированный набор тождеств, многообразием. На "языке" многообразий, если V = 𝑣𝑎𝑟(𝐴)
многообразие, порожденное алгеброй 𝐴, то мы пишем 𝐼𝑑(V) = 𝐼𝑑(𝐴) и 𝑐𝑛(V) = 𝑐𝑛(𝐴). Рост
многообразия V определяется ростом последовательности коразмерностей алгебры 𝐴.

В этой статье мы рассматриваем многообразия полиномиального роста, то есть много-
образия V, для которых существует такие константы 𝛼, 𝑡 > 0, что для всех 𝑛 выполняется
неравенство 𝑐𝑛(𝒱) 6 𝛼𝑛𝑡. В случае ассоциативных, лиевых или йордановых алгебр, как до-
казано В. Дренски [3], последовательность коразмерностей асимптотически ведет себя как
многочлен. Более точно, он доказал, что для таких многообразий V существует натуральное
𝑘 и число 𝐶, что выполняется равенство

𝑐𝑛(𝒱) = 𝐶𝑛𝑘 +O(𝑛𝑘−1),

где O(𝑛𝑘−1) есть многочлен степени 6 𝑘 − 1.

В случае отсутствия тождества ассоциативности, исследование линейных алгебр является
сложным в силу необходимости при вычислениях следить за расстановками скобок. Задача
становится несколько проще, если мы имеем дело с метабелевыми алгебрами. Мы будем так
называть алгебры, в которых выполняется тождество (𝑥𝑦)(𝑧𝑡) ≡ 0. Ситуация упрощается еще
больше, если при этом дополнительно выполняется тождество коммутативности или анти-
коммутативности. Тогда, все мономы равны левонормированным мономам, то есть мономам,
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в которых умножение происходит слева направо. Договоримся опускать скобки в случае их
левонормированной расстановки, то есть 𝑥𝑦𝑧 = (𝑥𝑦)𝑧.

Простейшей ситуацией, в которой только левонормированные мономы могут быть отличны
от нуля, является так называемое многообразие 2N левой нильпотентности ступени два. Это
многообразие определяется тождеством 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0. Рассмотрим обобщение этого тождества,
которое также позволяет все переписывать с левонормированными расстановками скобок, а
именно

𝑥(𝑦𝑧) ≡ 𝛼(𝑥𝑦)𝑧, (1)

в котором 𝛼 – некоторое число. Если 𝛼 = 0, то мы получаем многообразие 2N. Выписанное
тождество, вероятно, впервые было проанализировано в статье [4] (см. Замечание 1). Там
изложен следующий результат.

Пусть V многообразие, задаваемое тождеством (1), в котором 𝛼 ∈ R. Тогда выполняется
одно из следующих трех условий:

1. многообразие V нильпотентно ступени три, то есть любое произведение четырех элемен-
тов равно нулю;

2. V – многообразие всех ассоциативных алгебр;

3. V = 2N.

В силу простоты приведем доказательство этого факта. Если 𝛼 = 1, то мы получим много-
образие ассоциативных алгебр, а если 𝛼 = 0, то мы получим многообразие 2N. Предположим,
что 𝛼 ̸= 0, 1. Используя тождество 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 𝛼(𝑥𝑦)𝑧, мы получаем

(𝑥𝑦)(𝑧𝑡) ≡ 𝛼((𝑥𝑦)𝑧)𝑡 ≡ (𝑥(𝑦𝑧))𝑡 ≡ 1

𝛼
𝑥((𝑦𝑧)𝑡) ≡ 1

𝛼2
𝑥(𝑦(𝑧𝑡)) ≡ 1

𝛼
(𝑥𝑦)(𝑧𝑡).

Следовательно, (𝑥𝑦)(𝑧𝑡) ≡ 0. Более того

((𝑥𝑦)𝑧)𝑡 ≡ 1

𝛼
(𝑥𝑦)(𝑧𝑡) ≡ 0,

𝑡((𝑥𝑦)𝑧) ≡ 1

𝛼
𝑡(𝑥(𝑦𝑧)) ≡ (𝑡𝑥)(𝑦𝑧) ≡ 0,

Отсюда получаем еще два тождества

(𝑧(𝑥𝑦))𝑡 ≡ 𝛼((𝑧𝑥)𝑦)𝑡 ≡ 0, 𝑡(𝑧(𝑥𝑦)) ≡ 𝛼𝑡((𝑧𝑥)𝑦) ≡ 0.

Таким образом, мы получаем, что в многообразии V любое произведение четырех и бо-
лее элементов равно нулю, то есть многообразие состоит из нильпотентных алгебр. Еще раз
отметим, что для всех 𝑛 > 4 выполняются равенства 𝑐𝑛(V) = 0.

Одной из мотиваций популяризации многообразия 2N является тот факт, что в этом классе
алгебр построено множество примеров с экзотическим поведением числовых характеристик.

Например, известно, что в ассоциативном случае или в случае алгебр Ли не существует
многообразий промежуточного роста между полиномиальным и экспоненциальным. В то же
время в статье [5] построена серия подмногообразий многообразия 2N промежуточного роста.
Более точно, для любого действительного числа 𝛽, 0 < 𝛽 < 1, построено такое многообразие
V𝛽 ⊆ 2N, что выполняется условие

lim
𝑛→∞

log𝑛 log𝑛 𝑐𝑛(V𝛽) = 𝛽,

то есть последовательность 𝑐𝑛(V𝛽) растет как 𝑛𝑛
𝛽
, 𝑛 = 1, 2, . . . .
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Что касается поведения экспоненты многообразия, то известно, что в ассоциативном случае
экспонента всегда существует и является целым числом. Дробная экспонента возможна уже
для случая многообразий алгебр Ли. В случае алгебр Ли первый пример дробной экспоненты
равной примерно 3.6 был построен в работе [6] и позже даже дискретная серия многообразий
алгебр Ли, экспоненты которых являются дробными числами, большими трех, но меньшими
четырех, с предельной точкой равной 4 (см. [7], [8]). Многообразие, порожденное алгеброй
Ли векторных полей на плоскости имеет еще большую дробную экспоненту (см. [9]). Однако,
во всех примерах дробная экспонента многообразия алгебр Ли всегда больше трех. В случае
алгебр Ли доказано также, что экспонента не может быть между 1 и 2. Интересная и, веро-
ятно, сложная гипотеза, которая остается недоказанной, что в случае алгебр Ли экспонента
не может быть также между 2 и 3.

В статье [10] для любого действительного числа 𝛼 > 1 построена такая алгебра 𝐴𝛼 ∈ 2N,
что exp(𝐴𝛼) = 𝛼. А в статье [11] для любого действительного числа 𝛼 > 1 построена алгебра
𝐴𝛼 ∈ 2N экспоненциального роста коразмерностей, у которой нижняя PI экспонента равна 1,
а верхняя равна 𝛼. То есть построена континуальная серия многообразий экспоненциального
роста, для которых верхняя и нижняя экспоненты различны, а следовательно, сама экспонента
не существует.

Вернемся к вопросу возможности дробного полиномиального роста. Первый пример мно-
гообразия с дробным полиномиальным ростом был построен в статье [12]. В ней построена
алгебра 𝐴 ∈ 2N, для которой выполнено условие 𝑐𝑛(𝐴) ≃ 𝑛3,5. Кроме того анонсировано
существование в случае нулевой характеристики основного поля для любого вещественного
3 < 𝛼 < 4 линейной алгебры 𝐴𝛼 ∈ 2N, что при достаточно больших 𝑛 выполняется условие

𝐶1𝑛
𝛼 < 𝑐𝑛(𝐴𝛼) < 𝐶2𝑛

𝛼,

где 𝐶1, 𝐶2 – некоторые положительные константы.
На основе континуального семейства многообразий с дробным полиномиальным ростом

в статье [14] построено не шпехтово коммутативное метабелево многообразия, коразмерность
которого ограничена 𝑛6. В этом разделе по аналогии мы построим антикоммутативный аналог.

Пусть 𝑤 = 𝑤1𝑤2 · · ·𝑤𝑚 – слово в алфавите {0, 1}. Обозначим через 𝐴(𝑤) алгебру над полем
𝐹 с базисом {𝑎, 𝑏, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑚+1} и таблицей умножения, заданной формулами

𝑧𝑖𝑎 = −𝑎𝑧𝑖 = (1− 𝑤𝑖)𝑧𝑖+1,

𝑧𝑖𝑏 = −𝑏𝑧𝑖 = 𝑤𝑖𝑧𝑖+1,

для 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, а все остальные произведения равны нулю.
Зафиксируем произвольное действительное число 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, и для каждого 𝑚 > 1

определим 𝑎𝑚 = [𝑚𝛼], где [𝑥] обозначает целую часть числа 𝑥. Заметим, что 𝑎𝑚 ̸= 𝑚, а также
𝑎𝑚 < 𝑚 для всех 𝑚 > 2.

Для заданных целых чисел 𝑚 > 2 и 1 6 𝑠 6 𝑎𝑚, обозначим

𝑤(𝑚, 𝑠) = 𝑤1 · · ·𝑤𝑚,

слово в алфавите {0, 1} такое, что 𝑤𝑠 = 𝑤𝑚 = 1 и 𝑤𝑖 = 0 для всех остальных 𝑖. Тогда

𝐴(𝛼,𝑚) = 𝐴(𝑤(𝑚, 1))⊕𝐴(𝑤(𝑚, 2))⊕ · · · ⊕𝐴(𝑤(𝑚, 𝑎𝑚)).

Основные свойства алгебры 𝐴(𝛼,𝑚) приведены ниже.
Лемма 1. Для любого целого числа 𝑚 алгебра 𝐴(𝛼,𝑚) является антикоммутативной ме-

табелевой и нильпотентной ступени 𝑚.
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Доказательство. Мы должны показать, что имеют место следующие тождества:

𝑥1𝑥2 ≡ 𝑥2𝑥1, (𝑥1𝑥2)(𝑥3𝑥4) ≡ 0, 𝑥1𝑥2 · · ·𝑥𝑚+1 ≡ 0.

В последнем тождестве мы требуем, чтобы скобки были поставлены всеми возможными спо-
собами, то есть любое произведение 𝑚 + 1 элемента было равно нулю независимо от рас-
положения скобок. Для этого достаточно проверить их на конкретном слагаемом, скажем,
𝐴(𝑤(𝑚, 𝑖)).

Так как 𝑤(𝑚, 𝑖) = 𝑤1𝑤2 · · ·𝑤𝑚 = 00 · · · 01
𝑖
00 · · · 001

𝑚
, то единственными ненулевыми произ-

ведениями среди элементов базиса 𝐴(𝑤(𝑚, 𝑖)) являются

𝑧1𝑎 = −𝑎𝑧1 = 𝑧2, 𝑧2𝑎 = −𝑎𝑧2 = 𝑧3, . . . , 𝑧𝑖𝑏 = −𝑏𝑧𝑖 = 𝑧𝑖+1, 𝑧𝑖+1𝑎 = −𝑎𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑖+2,

. . . , 𝑧𝑚−1𝑎 = −𝑎𝑧𝑚−1 = 𝑧𝑚, 𝑧𝑚𝑏 = −𝑏𝑧𝑚 = 𝑧𝑚+1,

и это говорит о том, что выполняются тождества 𝑥1𝑥2 ≡ 𝑥2𝑥1 и (𝑥1𝑥2)(𝑥3𝑥4) ≡ 0. В частности,
мы можем рассматривать только левонормированные мономы. Отсюда следует, что

𝑧1 𝑎𝑎 · · · 𝑎⏟  ⏞  
𝑖−1

𝑏 𝑎𝑎 · · · 𝑎⏟  ⏞  
𝑚−𝑖−1

𝑏

является единственным самым длинным ненулевым мономом. Следовательно, произведение
любых 𝑚+ 1 элементов равно нулю. Доказательство леммы завершено.

В частности, из леммы 1 следует, что любой элемент из 𝐹{𝑋}/𝐼𝑑(𝐴(𝛼,𝑚)), относительно
свободной алгебры многообразия, порожденного 𝐴(𝛼,𝑚), записывается как линейная комби-
нация левонормированных мономов.

Нашим главным объектом исследования в этом разделе будет рост коразмерностей алгебры

𝐴𝛼 =
⨁︁
𝑚>1

𝐴(𝛼,𝑚).

Ясно, что 𝐴𝛼 удовлетворяет тождествам

𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥1 ≡ 0 (𝑥1𝑥2)(𝑥3𝑥4) ≡ 0.

Асимптотическое поведение коразмерностей 𝐴𝛼 описано в следующей теореме, которая
полностью совпадает с теоремой из статьи [14](см. с. 426).

Теорема 1. Пусть 𝛼 – действительное число, 0 < 𝛼 < 1. Тогда для 𝑎𝑛 = [𝑛𝛼] > 5 кораз-
мерности 𝐴𝛼 удовлетворяют следующим неравенствам

(𝑎𝑛 − 4)
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 5)

6
6 𝑐𝑛(𝐴𝛼) 6 𝑛

3𝑎𝑛 + 𝑛2(2𝑛+ 3𝑎𝑛) + 𝑛2.

В частности, lim𝑛→∞(log𝑛 𝑐𝑛(𝐴𝛼)) = 3 + 𝛼.
Доказательство этой теоремы может быть дословно изложено как доказательство анало-

гичной теоремы в коммутативном случае из статьи [14] (см. [14], леммы 2-6 и их доказательства
на с. 426-433, а также доказательство теоремы на с. 434).

2. Пример нешпехтового антикоммутативного метабелева много-
образия

Данный раздел написан также с использованием статьи [14], в которой речь идет о комму-
тативном случае. Некоторые фрагменты являются просто дословным переводом. Напомним,
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что многообразие V является шпехтовым, если каждое подмногообразие, включая V, имеет
конечно порожденный Т-идеал тождеств.

Рассмотрим алгебру
𝐴 =

⋃︁
0<𝛼<1

𝐴𝛼,

где 𝐴𝛼 являются алгебрами, построенными в предыдущем разделе, и пусть V = 𝑣𝑎𝑟(𝐴) –
многообразие, порожденное 𝐴. Пусть

𝜒𝑛(V) = 𝜒𝑛(𝐴) =
∑︁
𝜆⊢𝑛

𝑚𝜆(𝒱)𝜒𝜆 (2)

𝑛-й кохарактер V. Обратим внимание, что 𝑚𝜆(V) = 0, как только разбиение 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, . . . )
удовлетворяет хотя бы одному из следующих условий: 𝜆4 ̸= 0, 𝜆3 > 1 или 𝜆2 + 𝜆3 > 3.
На самом деле это свойство выполняется для всех алгебр 𝐴𝛼, 0 < 𝛼 < 1. Это гово-
рит о том, что кратности в (2) могут быть отличными от нуля только для разбиений
(𝑛), (𝑛− 1, 1), (𝑛− 2, 2), (𝑛− 2, 1, 1), (𝑛− 3, 3), (𝑛− 3, 2, 1).

Так как мы можем рассматривать только левонормированные полиномы, то кратности
𝑚𝜆(𝐴) ограничены размерностями соответсвующих неприводимых представлений 𝑑𝜆, получа-
ем, что

𝑐𝑛(𝒱) 6 𝑑2(𝑛) + 𝑑2(𝑛−1,1) + 𝑑2(𝑛−2,2) + 𝑑2(𝑛−2,1,1) + 𝑑2(𝑛−3,3) + 𝑑2(𝑛−3,2,1) 6 𝑛
6,

и V – многообразие полиномиального роста не выше 𝑛6.
Теперь мы готовы доказать следующий результат.
Теорема 2. Многообразие V является антикоммутативным метабелевым не шпехтовым

многообразием полиномиального роста.

Доказательство. Предположим сначала, что 𝐹 = Q – поле рациональных чисел. ЕслиV
является многообразиемШпехта, то есть T-идеал тождеств каждого подмногообразие конечно
порожден, то из этого следует, что V имеет только счетное множество подмногообразий. Но
для каждого 0 < 𝛼 < 1, многообразия var(𝐴𝛼), содержится в V. Следовательно, V содержит
несчетное семейство подмногообразий и, следовательно, V не является шпехтовым.

В частности, существует бесконечная последовательность полилинейных многочленов с
рациональными коэффициентами 𝑓1, 𝑓2, . . . таких, что

𝑓𝑁+1 ̸∈ ⟨𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ⟩Q𝑇

для любых 𝑁 > 1, где ⟨𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ⟩Q𝑇 – Т-идеал в Q(𝑋,V) ∼= Q{𝑋}/𝐼𝑑(V) порожденных
𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 .

Пусть теперь 𝐹 – произвольное поле нулевой характеристики. Рассмотрим полиномы
𝑓1, 𝑓2, . . . как 𝐹 -полиномы, и пусть 𝑓𝑁+1 является следствие 𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 в 𝐹 (𝑋,V),, то есть

𝑓𝑁+1 ∈ ⟨𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ⟩𝐹𝑇 .

Получаем
𝑓𝑁+1 = 𝛽1ℎ1 + · · ·+ 𝛽𝑡ℎ𝑡 (3)

где ℎ1, . . . , ℎ𝑡 – многочлены типа
𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖)𝑞𝑖,

𝛽1, . . . , 𝛽𝑡 ∈ 𝐹 и 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 являются одночленами на 𝑋 с коэффициентом 1.
Зафиксируем базис 𝐵 поля 𝐹 над полем Q, содержащий 1, и рассмотрим разложение

𝛽𝑗 = 𝜇𝑗0 + 𝜇𝑗1𝑏1 + · · ·+ 𝜇𝑗𝑘𝑗𝑏𝑘𝑗 , (4)
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для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑡, где 𝜇𝑗0, 𝜇
𝑗
1, . . . , 𝜇

𝑗
𝑘𝑗

∈ Q и 1 ̸= 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘𝑗 ∈ 𝐵. Теперь мы подставляем выра-
жение (4) в (3). Учитывая, что 𝑓𝑁+1 является многочленом с рациональным коэффициентами
получаем, что

𝑓𝑁+1 = 𝜇10ℎ1 + · · ·+ 𝜇𝑡0ℎ𝑡.

Отсюда следует, что 𝑓𝑁+1 ∈ ⟨𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ⟩Q𝑇 , противоречие. Следовательно, ⟨𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ⟩𝐹𝑇 – бес-
конечно порожденный T-идеал 𝐹 (𝑋,V) и V – не шпехтовое многообразие 𝐹 -алгебр. Доказа-
тельство завершено.

3. Не шпехтово метабелево многообразие роста близкого к квад-
ратичному

Пусть 𝐴 линейная алгебра с одним порождающим элементом 𝑎 и следующими определя-
ющими соотношениями: каждое слово содержащее более одного подслова равного 𝑎2 должно
быть равно 0. Пример этой алгебры приведен в работе [15], в ней же доказано, что разложение
соответствующего кохарактера имеет вид

𝜒𝑛(𝐴) = 𝑚(𝑛)𝜒(𝑛) +𝑚(𝑛−1,1)𝜒(𝑛−1,1),

причем 𝑚(𝑛) = 2𝑛−2. Отметим, что последняя формула для кратности обосновывается раз-
личными скобочными структурами на слове степени 𝑛. Пусть 𝐿𝑎 и 𝑅𝑎 – линейные операторы
на алгебре 𝐴 левого и правого умножения на элемент 𝑎 соответственно. Договоримся резуль-
тат применения оператора записывать таким образом: 𝑥𝐿𝑎 = 𝑎𝑥, 𝑥𝑅𝑎 = 𝑥𝑎. Если 𝑤(𝐿𝑎, 𝑅𝑎)
некоторое слово длины 𝑛−2 в алфавите {𝐿𝑎, 𝑅𝑎}, то 𝑎2𝑤(𝐿𝑎, 𝑅𝑎) равен результату подстанов-
ки в вектор старшего веса неприводимого модуля симметрической группы, соответствующего
разбиению (𝑛) ⊢ 𝑛. Так как существует 2𝑛−2 различных линейно независимых таких слов, то
мы получаем 2𝑛−2 линейно независимых векторов старших весов.

Нам потребуется дополнительная информация о свойствах многообразия, порожденного
алгеброй 𝐴.

Предложение 1. Пусть 𝑇 некоторая расстановка скобок, при которой пространство
𝑃 𝑇
𝑛 (𝐴) ̸= 0, тогда 𝜒𝑛(𝐴)

𝑇 = 𝜒(𝑛) + 2𝜒(𝑛−1,1).
Доказательство см. [16].
Ниже изложен материал, существенно использующий статью [13]. Зафиксируем действи-

тельное число 𝛼, 0 < 𝛼 < 1. Обозначим через 𝐵 = 𝐵𝛼 алгебру, которая является фактор-
алгеброй алгебры 𝐴 и порождается единственным элементом 𝑏, а также удовлетворяет сле-
дующим определяющим соотношениям. Во-первых, каждое слово, содержащее более одного
подслова равного 𝑏2, равно 0. Во-вторых, также равны нулю все слова вида 𝑏2𝑤(𝐿𝑏, 𝑅𝑏), в
которых степень монома 𝑤(𝐿𝑏, 𝑅𝑏) по переменной 𝐿𝑏 больше или равна трем. А, в-третьих,
равны нулю также слова, имеющие вид 𝑏2𝑤(𝐿𝑏, 𝑅𝑏), в которых степень 𝑤(𝐿𝑏, 𝑅𝑏) по 𝐿𝑏 равна
двум, то есть слова вида

(𝑏((𝑏(𝑏2𝑏𝑏 . . . 𝑏⏟  ⏞  
𝑝

)) 𝑏𝑏 . . . 𝑏⏟  ⏞  
𝑞

)) 𝑏𝑏 . . . 𝑏⏟  ⏞  
𝑟

, 𝑝 = 0, 1, . . . , 𝑞 = 0, 1, . . . , 𝑟 = 0, 1, . . . ,

в которых 𝑝 < 𝑞𝛼.
Выпишем ненулевые линейно независимые элементы (слова) алгебры 𝐵 :

𝑏 ; 𝑏2𝑏𝑏 . . . 𝑏⏟  ⏞  
𝑝

, 𝑝 = 0, 1, . . . ; (𝑏(𝑏2𝑏𝑏 . . . 𝑏⏟  ⏞  
𝑝

)) 𝑏𝑏 . . . 𝑏⏟  ⏞  
𝑞

, 𝑝 = 0, 1, . . . , 𝑞 = 0, 1, . . . ,

(𝑏((𝑏(𝑏2𝑏𝑏 . . . 𝑏⏟  ⏞  
𝑝

)) 𝑏𝑏 . . . 𝑏⏟  ⏞  
𝑞

)) 𝑏𝑏 . . . 𝑏⏟  ⏞  
𝑟

, 𝑝 = 0, 1, . . . , 𝑞 = 0, 1, . . . , 𝑟 = 0, 1, . . . ,
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в которых 𝑝 < 𝑞𝛼. При степени равной 𝑛 > 2 соответствующие выписанным элементам рас-
становки скобок обозначим 𝑇𝑝, 𝑝 = 𝑛 − 2; 𝑇𝑝,𝑞, 𝑝 > 0, 𝑞 > 0, 𝑝 + 𝑞 = 𝑛 − 3; 𝑇𝑝,𝑞,𝑟, 𝑝 > 0, 𝑞 > 0,
𝑟 > 0, 𝑝+ 𝑞 + 𝑟 = 𝑛− 4, 𝑝 < 𝑞𝛼, а их количество обозначим 𝑡𝑛.

Теорема 3. Пусть V𝛼 – многообразие линейных алгебр, порожденное алгеброй 𝐵𝛼. Тогда
при 𝑛 > 1 для многообразия V𝛼 выполняется условие

𝑛2𝑛𝛼

3 · 3𝛼
6 𝑐𝑛(V𝛼) < 2𝑛2(1 + 𝑛𝛼).

При доказательстве используется предложение 1 и несложные оценки для числа различных
скобочных расположений 𝑡𝑛.

Заметим, что по определению при 𝛼 < 𝛽 выполняется строгое включение V𝛼 ⊂ V𝛽. По-
этому V𝛽 для любого 0 < 𝛽 < 1 содержит континуум различных подмногообразий V𝛼, для
которых 0 < 𝛼 6 𝛽. Таким образом, рассуждения предыдущего раздела, проведенные в тео-
реме 2, показывают, что многообразие V𝛽 не является шпехтовым, но является метабелевым
и имеет полиномиальный рост типа 𝑛2+𝛽. Так как число 𝛽 может быть выбрано сколь угодно
малым, то рост будет близок к квадратичному.

В заключение отметим, что В.Дренски в статье [17], вероятно впервые, построил не шпех-
тово многообразие квадратичного роста.
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