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Аннотация

В работе дан обзор методов расчета, основных параметров процессов пластического
деформирования дилатирующих материалов, типичными представителями которых яв-
ляются порошковые металлические системы различных химических составов. В их ос-
нову положены математические модели, использующие не только качественное объясне-
ние, но и количественное описание эффекта дилатансии. Приведена полная система ос-
новных уравнений теории пластичности жесткопластических изотропных дилатирующих

1Работа выполнена по федеральной целевой программе «Исследование и разработки по приоритетным на-
правлениям развития научно-технологического комплекса России на 2014-2020 годы» (уникальный идентифи-
катор проекта RFMEF 157717X0271).
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сред. Рассмотрен пример расчета установившегося пластического течения в условиях осе-
симметричной деформации. Показано, что для осесимметричной деформации уравнения
относительно проекций вектора скорости на характеристические направления, аналогич-
ны уравнениям для плоской деформации. Установлено, что используемые в настоящее
время условия текучести с различной степенью точности описывают виды дилатансии
(разрыхление и уплотнение). Поэтому, для более точного решение некоторых задач необ-
ходимо уточнение математических моделей условия текучести. Для некоторых процессов,
пластического формоизменения при решении системы уравнений дилатирующих сред це-
лесообразно условия текучести представлять в виде отдельных областей: гиперболичной,
параболичной и эллиптичной.

Ключевые слова: дилатирующая среда, осесимметричная деформация, полная систе-
ма уравнений, условие текучести, характеристики кривой условия текучести, порошковая
металлическая система.

Библиография: 28 названий.

Для цитирования:

Э. С. Макаров , А. Е. Гвоздев, Г. М. Журавлев, А. Г. Колмаков,
А. Н. Сергеев, С. В. Сапожников, А. Д. Бреки, Д. В. Малий, Н. Н. Добровольский. Анализ
уравнений теории пластичности порошковых металлических систем // Чебышевский сборник.
2018. Т. 19, вып. 1, С. 152–166.



154 Э. С. Макаров, А. Е. Гвоздев, Г. М. Журавлев . . .

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 19. No. 1

UDC 539.52:669.11.018 DOI 10.22405/2226-8383-2018-19-1-152-166

Analysis of plasticity theory equations of powder metal systems

Makarov Eduard Sergeevich — professor, doctor of technical sciences, Tula State University.
Gvozdev Alexander Evgenievich— chief researcher of the department of technology and service,
professor, doctor of technical sciences, Tula State L. N. Tolstoy Pedagogical University.
e-mail: gwozdew.alexandr2013@yandex.ru

Zhuravlev Gennady Modestovich — professor, doctor of technical sciences, Tula State
University.
e-mail: technology@tsput.ru

Sapozhnikov Sergey Vladimirovich — Chief specialist, LLC «Tulachermet-Steel».
e-mail: sapozhnikov_sv@tula-steel.ru

Sergeev Alexander Nikolaevich — head of the department of technology and service, senior
researcher of the department of technology and service, professor, doctor of technical sciences, Tula
L.N. Tolstoy State Pedagogical University.
e-mail: technology@tsput.ru

Kolmakov Aleksey Georgievich — corresponding member of RAS, professor, doctor of technical
sciences, deputy director, Institute of Metallurgy and Materials Science A.A. Baikova of the Russian
Academy of Sciences.
e-mail: kolmalov@imet.ac.ru

Breki Alexander Jalulievich — candidate of technical sciences, assistant professor, deputy head
of the department, State Petersburg Polytechnic University of Peter the Great.
e-mail: albreki@yandex.ru

Maliy Dmitriy Vladimirovich — assistant of the department of technology and service, Tula
State L.N. Tolstoy Pedagogical University.
e-mail: MaliyDmitriy@yandex.ru

Dobrovolsky Nikolai Nikolaevich — candidate of physical and mathematical sciences, assistant
of the department of applied mathematics and computer science, Tula State University.
e-mail: nikolai.dobrovolsky@gmail.com

Abstract

The paper provides the review of calculation method and basic parameters of moulding
processes in dilatant materials which are typical representatives of powder metal systems of
different chemical compositions. They are based on mathematical models that use not only
qualitative explanation, but also quantitative description of the dilatancy effect. The work shows
the complete system of basic plasticity theory equations of the rigid-plastic isotropic dilatant
media. It considers an example of the steady-state plastic flow calculation under conditions of
axisymmetric deformation. It is shown that for axisymmetric deformation the equations relative
to velocity vector projection on the characteristic directions are similar to the equations for
planar deformation. It is established that the current yield conditions with varying degrees of
accuracy describe the types of dilatancy (loosening and compaction). Therefore, for a more
precise solution of some problems, it is necessary to refine the mathematical models of the
yield condition. For some processes of plastic shaping when solving the system of equations of
dilatant media, it is expedient to represent the flow conditions in the form of separate regions:
hyperbolic, parabolic and elliptic.
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1. Введение

Современные возрастающие требования к качеству изделий требуют более полного под-
хода к анализу и проектированию процессов производства. Одной из основных тенденций
современного машиностроения является повышение эффективности существующих и разра-
ботка новых технологических процессов, обеспечивающих повышение качества выпускаемых
изделий при снижении себестоимости и трудоемкости их производства, экономии материаль-
ных и энергетических ресурсов. В связи с этим в различных отраслях промышленности в
настоящее время возникает необходимость учета необратимого изменения объема материала
при расчетах многих технологических процессов, например, формования порошковых мате-
риалов, обработки давлением и резанием пористых заготовок, уплотнения грунтов, закрытой
прокладке трубопроводов способом прокола.

2. Подход к расчету основных параметров пластического дефор-
мирования дилатирующих материалов

В результате экспериментальных и теоретических исследований, выполненных в нашей
стране и за рубежом, разработаны некоторые методы расчета основных параметров процес-
сов пластического деформирования дилатирующих материалов. В основу, которых положены
математические модели, использующие не только для качественного объяснения, но и коли-
чественного учета и описания эффекта дилатансии. Установлено, что наиболее плодотворным
является использование континуальных моделей пластической дилатансии, в том числе и сто-
хастических. Первый шаг на этом пути сделали в 1952 г. Д. Друккер и В. Прагер [1], которые
подошли к этому с позиции теории пластического потенциала на основе линейного условия
текучести.

𝛼𝐽1 +
√︁
𝐽 ′
2 = ϒ (1)

где 𝐽1 - сумма главный напряжений, 𝐽 ′
2 - второй инвариант девиатора напряжений, 𝛼 и ϒ-

положительные константы, получили для скорости объемной пластической деформации 𝜀 вы-
ражение

𝜀 = 3𝛼𝜆 (2)

причем из определяющих соотношений, ассоциированных с условием (1), следует, что ко-
эффициент пропорциональности 𝜆 между компонентой 𝜀𝑖𝑗 тензора скоростей деформаций и
частной производной пластического потенциала 𝑓 по соответствующей компоненте тензора
напряжений 𝜎𝑖𝑗равен интенсивности скоростей деформаций сдвига 𝐻.

Величина

Λ = 𝜀/𝐻, (3)

определяемая отношением скорости объемной деформации к интенсивности скоростей де-
формаций сдвига, называется скоростью дилатансии [2].

В терминах среднего напряжения 𝜎 и интенсивности касательных напряжений 𝑇 , связан-
ных с инвариантами 𝐽1 и 𝐽 ′

2 соотношениями

𝐽1 = 3𝜎, 𝐽 ′
2 = 𝑇 2, (4)

условие Друккера – Прагера переписывается в виде
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3𝛼𝜎 + 𝑇 = ϒ. (5)

Полагая

𝑓 = 3𝛼𝜎 + 𝑇 −ϒ (6)

согласно концепции пластического потенциала получаем

𝜀 = 𝜆
𝜕𝑓

𝜕𝜎
= 3𝛼𝜆, 𝐻 = 𝜆

𝜕𝑓

𝜕𝑇
= 𝜆, (7)

откуда находим

Λ = 3𝛼 > 0, (8)

т.е. дилатирующая среда, поведение которой подчиняется условию текучести Друккера –
Прагера и ассоциированному закону течения, в процессе деформирования - разрыхляется.

Кроме того, во многих случаях дилатирующие материалы подвергаются преимущественно-
му уплотнению. Таковы, например, процессы прокатки, экструзии и прессования порошковых
и пористых металлов [3-9].

Поэтому в связи с необходимостью учета уплотнения материала гипотеза о связно-сыпучей
среде, соответствующей идеальной пластичности, встретила ряд возражений, опиравшихся на
экспериментальные результаты.

Необходимые обобщения условия (1), обеспечивавшие в той или иной степени согласование
теории дилатансии с экспериментами, выполнили в 1957г. Д. Друккер, Р. Гибсон и Д. Хенкель,
в 1959г. – Э. Дженике и Р. Шилд, в 1969г. – Н. Су, Дж. Вейдлер и П. Пэсли, в 1970г. – Ф.
Димаджио и И. Сандлер, - полученные ими результаты сводились в основном к построению
замкнутых поверхностей текучести в пространстве напряжений.

Наибольшее распространение в расчетах технологических процессов порошковой метал-
лургии получили квадратичное условие текучести Р. Грина и его различные модификации,
охватываемые выражением

𝐴𝐽 ′
2 +𝐵𝐽2

1 = 𝐷ϒ2
0, (9)

где 𝐴,𝐵,𝐷 - функции относительной плотности 𝑅 (отношения плотностей пористого и ком-
пактного металлов) или, что то же, пористости Π = 1−𝑅, ϒ0 - предел текучести компактного
металла.

В условии текучести Грина

𝐴 = 3, 𝐵 =
1

4

[︃
3(1−Π1/3)

(3− 2Π1/4) lnΠ

]︃2
, 𝐷 =

[︃
3(1−Π1/3)

3− 2Π1/4

]︃2
.

В рамках закона пластического течения, ассоциированного с условием текучести (9), для
скорости дилатансии находим

Λ = 9𝐵𝜎/(𝐴𝑇 ), (10)

откуда следует, что знаки скорости дилатансии и среднего напряжения совпадают и что
Λ = 0 при 𝜎 = 0.

Достоинством всех условий является то, что, во-первых, при Π = 0 (𝑅 = 1) они обра-
щаются в классическое условие пластичности Мизеса, во-вторых, учитывают упрочнение и
разупрочнение дилатирующего материала и, в-третьих, предусматривают изменение знака
дилатансии с изменением знака нормального октаэдрического напряжения. Недостаток этих



158 Э. С. Макаров, А. Е. Гвоздев, Г. М. Журавлев . . .

условий заключается в том, что они предсказывают одинаковую сопротивляемость материала
растяжению и сжатию, а также нулевую скорость дилатансии в отсутствие гидростатическо-
го давления. Последние замечания снимаются, если ввести еще одну материальную функцию
𝑐 > 0 и записать условие текучести в виде

𝐽 ′
2 +𝐵(𝐽1 + 3𝑐)2 = 𝐷ϒ2

0. (11)

При этом прочностные характеристики при сжатии будут выше, чем при растяжении, а
скорость дилатансии составит

Λ = 9𝐵(𝜎 + 𝑐)/(𝐴𝑇 ) (12)

и будет положительной при 𝜎 = 0, т.е. в отсутствие гидростатического давления дилати-
рующий материал разрыхляется.

Геометрическая интерпретация условий текучести даны на рис. 1 и рис. 2.

Рис. 1: Условие текучести Друккера-Прагера.

Однако дальнейшее развитие техники выдвигает все более сложные задачи, эффективное
решение которых связано с уточнением математических моделей изучаемых процессов, когда
при решении системы уравнений дилатирующих сред условия текучести представляется в
виде отдельных участков условия текучести.

Рис. 2: Условие текучести Грина.
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3. Полная система уравнений

Дилатирующая среда считается жесткопластической изотропной [10]. Массовыми силами
пренебрегаем. Полная система уравнений теории течения такой среды содержит уравнения
равновесия и неразрывности, условие пластичности, соотношения ассоциированного закона
течения

𝜎𝑖𝑗,𝑗 = 0,
.
𝜌+ 𝜌𝑖,𝑖 = 0𝑓 = 0, 𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑗,𝑖 = 2𝜆𝜎𝑖𝑗 , (13)

где 𝜈𝑖– скорость течения, и дополняется краевыми условиями.
Рассмотрим установившиеся течения на примере осесимметричной деформации.

4. Осесимметричная деформация

Пусть в меридиональной плоскости течения, совпадающей с плоскостью 𝑧, 𝑟, 𝑝 и 𝜏 – соот-
ветственно полусумма и полуразность главных напряжений, 𝜓- угол между осью 𝑟 и первым
главным направлением [11-13].

Тогда

𝜎𝑟 = 𝑝+ 𝜏 cos 2𝜓, 𝜎𝑧 = 𝑝− 𝜏 cos 2𝜓, 𝜏𝑟𝑧 = 𝜏 sin 2𝜓 (14)

где 𝜏 является функцией 𝑝, 𝜎, 𝜌:

𝜏 =
√︀
𝑘2(𝜎, 𝜌)− 3(𝜌− 𝜎)2 (15)

Система уравнений осесимметричной деформации имеет вид

𝑝,𝑟 + (𝜏𝑝𝑝,𝑟 + 𝜏𝜎𝜎,𝑟 + 𝜏𝑝𝑝,𝑟) cos 2𝜓 − 2𝜏 sin 2𝜓𝜓,𝑟+
+(𝜏𝑝𝑝,𝑧 + 𝜏𝜎𝜎,𝑧 + 𝜏𝑝𝑝,𝑧) sin 2𝜓+
+2𝜏 cos 2𝜓𝜓,𝑧 +

1
𝑟 [3(𝑝− 𝜎) + 𝜏 cos 2𝜓] = 0

(16)

(𝜏𝑝𝑝,𝑟 + 𝜏𝜎𝜎,𝑟 + 𝜏𝑝𝑝,𝑟) sin 2𝜓 − 2𝜏𝑠 cos 2𝜓𝜓,𝑟 + 𝑝,𝑧−
−(𝜏𝑝𝑝,𝑧 + 𝜏𝜎𝜎,𝑧 + 𝜏𝑝𝑝,𝑧) cos 2𝜓+
+2𝜏 sin 2𝜓𝜓,𝑧 +

𝜏
𝑟 sin 2𝜓 = 0

(17)

𝑢𝑝,𝑟 + 𝑤𝑝,𝑧 + 𝑝(𝑢,𝑟 + 𝑤,𝑧 +
𝑢

𝑟
) = 0 (18)

2𝜏 sin 2𝜓𝑢,𝑟 −
(︂
𝜏 cos 2𝜓 + 𝑝− 𝜎 − 2

3
𝑘,𝑘

)︂
(𝑢,𝑧 + 𝑤,𝑟) = 0 (19)

(︂
𝜏 cos 2𝜓 − 𝑝+ 𝜎 +

2

3
𝑘,𝑘

)︂
(𝑢,𝑧 + 𝑤,𝑟) + 2𝜏 sin 2𝜓𝑤,𝑧 = 0, (20)

(︂
𝑝− 𝜎 − 1

3
𝑘,𝑘

)︂
(𝑢,𝑧 + 𝑤,𝑟)−

𝜏

𝑟
𝑢 sin 2𝜓 = 0. (21)

Характеристические многообразия этой системы находим по общему правилу [14] из усло-
вия

𝐷𝑒𝑡𝜔𝑖𝑗 = 0, (22)

где 𝜔 = 𝜔(𝑟, 𝑧) – уравнение поверхности слабого разрыва, а элементы детерминанта шестого
порядка даются выражениями:
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𝜔11 = 0, 𝜔12 = 0, 𝜔13 = 𝑢𝜔𝑟 + 𝑤𝜔𝑧

𝜔14 = 0, 𝜔15 = 𝜌𝜔𝑟, 𝜔16 = 𝜌𝜔,𝑧

𝜔21 = (1 + 𝜏𝜌 cos 2𝜓)𝜔𝑟 + 𝜏𝜌 sin 2𝜓𝜔𝑧

𝜔22 = 𝜏𝜎 cos 2𝜓𝜔𝑟 + 𝜏𝜎 sin 2𝜓𝜔𝑧

𝜔23 = 𝜏𝜌 cos 2𝜓𝜔𝑟 + 𝜏𝜌 sin 2𝜓𝜔𝑧

𝜔24 = −2𝜏 sin 2𝜓𝜔𝑟 + 2𝜏 cos 2𝜓𝜔𝑧

𝜔25 = 0, 𝜔26 = 0
𝜔31 = 𝜏𝜌 sin 2𝜓𝜔𝑟 + (1− 𝜏𝜌 cos 2𝜓)𝜔𝑧

𝜔32 = 𝜏𝜎 sin 2𝜓𝜔𝑟 − 𝜏𝜎 cos 2𝜓𝜔𝑧,
𝜔33 = 𝜏𝜌 sin 2𝜓𝜔𝑟 − 𝜏𝜌 cos 2𝜓𝜔𝑧,
𝜔34 = 𝜏𝜌 cos 2𝜓𝜔𝑟 + 2𝜏 sin 2𝜓𝜔𝑧,
𝜔35 = 0, 𝜔36 = 0;
𝜔41 = 0, 𝜔42 = 0, 𝜔43 = 0, 𝜔44 = 0,
𝜔45 = 2𝜏 sin 2𝜓𝜔𝑟 −

(︀
𝜏 cos 2𝜓 + 𝑝− 𝜎 − 2

3𝑘
,𝑘
)︀
𝜔𝑧,

𝜔46 = −
(︀
𝜏 cos 2𝜓 + 𝑝− 𝜎 − 2

3𝑘
,𝑘
)︀
𝜔𝑟

𝜔51 = 0, 𝜔52 = 0, 𝜔53 = 0, 𝜔54 = 0,
𝜔55 =

(︀
𝜏 cos 2𝜓 − 𝑝+ 𝜎 + 2

3𝑘
,𝑘
)︀
𝜔𝑧,

𝜔56 =
(︀
𝜏 cos 2𝜓 − 𝑝+ 𝜎 + 2

3𝑘
,𝑘
)︀
𝜔𝑟 + 2𝜏 sin 2𝜓𝜔𝑧;

𝜔61 = 0, 𝜔62 = 0, 𝜔63 = 0, 𝜔64 = 0,
𝜔65 =

(︀
𝑝− 𝜎 − 1

3𝑘
,𝑘
)︀
𝜔𝑧,

𝜔66 =
(︀
𝑝− 𝜎 − 1

3𝑘
,𝑘
)︀
𝜔𝑟,

Внося значения элементов детерминанта в условие (22) и преобразуя последнее с помо-
щью теоремы Лапласа, в конечном итоге придем к выводу, что характеристиками системы
уравнений осесимметричной деформации являются линии тока

𝑑𝑧

𝑑𝑟
=
𝑤

𝑢
(23)

и две пары семейств кривых

𝑑𝑧

𝑑𝑟
=

sin 2𝜓 ±
√︁

1− 𝜏2𝑝

cos 2𝜓 + 𝜏𝑝
(24)

𝑑𝑧

𝑑𝑟
=

sin 2𝜓 ±
√︁

1−
(︀
𝜏𝑝 +

2
3𝜏𝜎
)︀2

cos 2𝜓 + 𝜏𝑝
(25)

Характеристики (24) и (25) действительны при |𝑘,| 6
√
3/2 и |𝑘,| >

√
3, т.е. случай эллип-

тичности изображается на кривой 𝑇 = 𝑘(𝜎, 𝜌) (рис. 3) внутренними точками дуг MP и NQ.
Точки M, N, P, Q изображают случаи параболичности. Внутренние точки дуг PQ, MR, NS, а
также точки R и S представляют область гиперболичности.

Кривые различных семейств пар (24) и (25) пересекаются под углами

𝜒1 = arccos 𝜏𝜌,𝜒2 = arccos

(︂
𝜏𝜌 +

2

3
𝜏𝜎

)︂
(26)

которые делятся пополам первым главным направлением.
Вдали от оси симметрии деформация приближается к плоской, поэтому

𝑝→ 𝜎 − 1

3
𝑘,𝑘, 𝜒2 → 𝜒1
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Рис. 3: Области гиперболичности, параболичности и эллиптичности полной системы уравне-
ний для случая осесимметричной деформации

Пусть характеристические линии 𝜁, 𝜂, 𝜇, 𝜈 составляют с осью r соответственно углы
𝛼1 = 𝜓− 1

2𝜒1, 𝛽1 = 𝜓+ 1
2𝜒1, 𝛼2 = 𝜓− 1

2𝜒2, 𝛽1 = 𝜓+ 1
2𝜒2. Тогда уравнения (16)-(17) и (19)-(20),

отнесенные к сеткам характеристик (24) и (25), примут вид

cos𝜒1𝑝, 𝜁 + 𝑝,𝜂 + 𝜏𝜎𝜎,𝜁 + 𝜏𝜌𝜌,𝜁 + 2𝜏𝑐𝑡𝑔𝜒1𝜓,𝜁+
+2𝜏 cos 𝑒𝑐𝜒1𝜓,𝜂 +

1
𝑟 [3(𝑝− 𝜎) cos𝛽1 + 𝜏 cos𝛼1] = 0,

(27)

𝑝,𝜁 + cos𝜒1𝑝,𝜂 + 𝜏𝜎𝜎,𝜂 + 𝜏𝜌𝜌,𝜂 − 2𝜏 cos 𝑒𝑐𝜒1𝜓,𝜁+
+2𝜏𝑐𝑡𝑔𝜒1𝜓,𝜂 +

1
𝑟 [3(𝑝− 𝜎) cos𝛼1 + 𝜏 cos𝛽1] = 0

(28)

𝑢,𝜇 cos𝛼2 − 𝑢,𝑣 cos𝛽2 + 𝑤,𝜇 sin𝛼2 − 𝑤,𝑣 sin𝛽2 = 0 (29)

𝑢,𝜇 cos(𝑘 − 𝛽2)−𝑢,𝑣 cos(𝑘 + 𝛼2) + 𝑤,𝜇 sin(𝑘 − 𝛽2)−
−𝑤,𝑣 sin(𝑘 − 𝛽2) = 0

(30)

где

𝑘 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(sin 2𝜓 sec𝜒2).

Формы записи соотношений (29) - (30) показывают, что для осесимметричной деформа-
ции уравнения относительно проекций вектора скорости на характеристические направления,
аналогичны уравнениям для плоской деформации (15).

5. Заключение

Проведенные исследования основных уравнений теории пластичности дилатирующих сред
свидетельствуют о том, что используемые условия текучести Д. Друккера и В. Прагера, Р.
Грина с различной степенью точности описывают виды дилатансии (разрыхление и уплотне-
ние). Приведенные исследования целым рядом авторов, показали, что необходимо построение
замкнутых поверхностей текучести в пространстве напряжений. Для определения независи-
мых параметров поверхности текучести можно использовать результаты экспериментов по
одноосному растяжению, одноосному сжатию и чистому сдвигу образцов. Однако, для эффек-
тивного решение некоторых задач, необходимо дальнейшее уточнение математических моде-
лей условий текучести. В этом случае при решении системы уравнений дилатирующих сред
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условия текучести целесообразно представляется в виде отдельных областей: гиперболичной,
параболичной и эллиптичной.

Результаты исследования могут быть использованы при создании малопереходных и ре-
сурсосберегающих процессов обработки конструкционных материалов в различных условиях
и состояниях с использованием новых конструкционных смазок и покрытий [16-26] и в раз-
личных важнейших технологических приложениях [27-28].
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