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Аннотация

Для косинус-преобразования Фурье на полупрямой Б. Логаном в 1983 году были по-

ставлены и решены две экстремальные задачи. В первой задаче необходимо было найти

минимальную окрестность нуля, вне которой нетривиальная интегрируемая четная целая

функция экспоненциального типа не выше 𝜏 , имеющая неотрицательное преобразование

Фурье, неположительна. Во второй задаче необходимо было найти минимальную окрест-

ность нуля, вне которой нетривиальная интегрируемая четная целая функция экспонен-

циального типа не выше 𝜏 , имеющая неотрицательное преобразование Фурье и нулевое

среднее значение, неотрицательна. Наибольшее развитие получила первая задача Логана,

потому что она оказалась связанной с задачей об оптимальном аргументе в модуле непре-

рывности в точном неравенстве Джексона в пространстве 𝐿2 между величиной наилучше-

го приближения целыми функциями экспоненциального типа и модулем непрерывности.

Она была решена для преобразования Фурье на евклидовом пространстве и его обобще-

ния преобразования Данкля, для преобразования Фурье по собственным функциям задачи

Штурма–Лиувилля на полупрямой и преобразования Фурье на гиперболоиде.

Вторая задача Логана была решена только для преобразования Фурье на евклидовом

пространстве. В настоящей работе она решается для преобразования Фурье по собствен-

ным функциям задачи Штурма–Лиувилля на полупрямой, в частности, для преобразо-

ваний Ганкеля и Якоби. В качестве следствий этих результатов с помощью усреднения

функций по евклидовой сфере получено решение второй задачи Логана для преобразова-

ния Данкля и преобразования Фурье на гиперболоиде. Общие оценки получены с помощью

квадратурной формулы Гаусса по нулям собственных функций задачи Штурма–Лиувилля

на полупрямой, недавно доказанной авторами работы. Во всех случаях построены экстре-

мальные функции. Доказана их единственность.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 16-01-00308.



58 Д. В. Горбачев, В. И. Иванов, Е. П. Офицеров, О. И. Смирнов

Ключевые слова: Задача Штурма–Лиувилля на полупрямой, преобразование Фурье на

полупрямой, преобразование Данкля, преобразование Фурье на гиперболоиде, экстремаль-

ные задачи Логана, квадратурная формула Гаусса.

Библиография: 36 названий.

Для цитирования:

Д. В. Горбачев, В. И. Иванов, Е. П. Офицеров, О. И. Смирнов. Вторая экстремальная задача
Логана для преобразования Фурье по собственным функциям оператора Штурма–Лиувилля
// Чебышевcкий сборник. 2018. Т. 19, вып. 1, С. 57–78.



Вторая экстремальная задача Логана. . . 59

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 19. No. 1

UDC 517.5 DOI 10.22405/2226-8383-2018-19-1-57-78

The second Logan extremal problem

for the fourier transform

over the eigenfunctions
of the Sturm–Liouville operator

Gorbachev Dmitry Viktorovich — Professor of the department of applied mathematics and
computer science, Doctor of physical and mathematical sciences, Tula State University.
e-mail: dvgmail@mail.ru

Ivanov Valerii Ivanovich — Head of the department of applied mathematics and computer
science, doctor of physical and mathematical sciences, Tula State University.
e-mail: ivaleryi@mail.ru

Ofitserov Evgenii Petrovich — graduate student of the department of applied mathematics and
computer science, Tula State University/
e-mail: eofitserov@gmail.com

Smirnov Oleg Igorevich — Assistant professor of the department of applied mathematics and
computer science, candidate of physical and mathematical sciences, Tula State University.
e-mail: so.2@mail.ru

Abstract

For the cosine Fourier transform on the half-line two extremal problems were posed and

solved by B. Logan in 1983. In the first problem it was necessary to find a minimal neighborhood

of zero outside of which a nontrivial integrable even entire function of exponential type at most 𝜏 ,
having a nonnegative Fourier transform, is nonpositive. In the second problem it was necessary

to find a minimal neighborhood of zero outside of which a nontrivial integrable even entire

function of exponential type at most 𝜏 , having a nonnegative Fourier transform and a zero mean

value, is nonnegative. The first Logan problem got the greatest development, because it turned

out to be connected with the problem of the optimal argument in the modulus of continuity in

the sharp Jackson inequality in the space 𝐿2 between the value of the best approximation of

function by entire functions of exponential type and its modulus of continuity. It was solved for

the Fourier transform on Euclidean space and for the Dunkl transform as its generalization, for

the Fourier transform over eigenfunctions of the Sturm-Liouville problem on the half-line, and

the Fourier transform on the hyperboloid.

The second Logan problem was solved only for the Fourier transform on Euclidean space.

In the present paper, it is solved for the Fourier transform over eigenfunctions of the Sturm-

Liouville problem on the half-line, in particular, for the Hankel and Jacobi transforms. As a

consequence of these results, using the averaging method of functions over the Euclidean sphere,

we obtain a solution of the second Logan problem for the Dunkl transform and the Fourier

transform on the hyperboloid. General estimates are obtained using the Gauss quadrature

formula over the zeros of the eigenfunctions of the Sturm-Liouville problem on the half-line,

which was recently proved by the authors of the paper. In all cases, extremal functions are

constructed. Their uniqueness is proved.

Keywords: The Sturm-Liouville problem on semidirect, Fourier transform on semidirect,

Dunkl transformation, Fourier transform on a hyperboloid, extremal Logan’s problems,

Gaussian quadrature formula.
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1. Введение

Работа посвящена решению второй экстремальной задачи Логана для преобразования Фу-
рье по собственным функциям задачи (оператора) Штурма–Лиувилля на полупрямой.

В 1983 году Б. Логаном [1, 2] были поставлены и решены две экстремальные задачи для
косинус-преобразования Фурье на полупрямой. Сформулируем их для преобразования Фу-
рье в евклидовом пространстве R𝑑. В первой задаче Логана необходимо вычислить радиус
наименьшего шара с центром в нуле, вне которого нетривиальная интегрируемая положи-
тельно определенная целая функция экспоненциального сферического типа неположительна.
Во второй задаче Логана необходимо вычислить радиус наименьшего шара с центром в ну-
ле, вне которого нетривиальная интегрируемая положительно определенная целая функция
экспоненциального сферического типа с нулевым средним значением неотрицательна. Поло-
жительная определенность интегрируемой целой функции экспоненциального сферического
типа эквивалентна неотрицательности ее преобразования Фурье.

Наибольшую известность и развитие получила первая задача Логана. В многомерном слу-
чае общая оценка снизу была получена Д.В. Горбачевым [3]. Экстремальная функция в одно-
мерном случае ранее была построена Н.И. Черных [4], а в многомерном случае — В.А.Юдиным
[5]. Используя конструкцию экстремальной функции В.А. Юдина, Е.Е. Бердышева [6] решила
задачу Логана, когда шар заменяется на куб. Для преобразования Фурье–Данкля в простран-
стве R𝑑 с весом Данкля она решена в [7], а для преобразования Фурье на гиперболоиде — в
[8, 9].

Экстремальные функции в первой задаче Логана на евклидовом пространстве и гипербо-
лоиде являются сферическими функциями одной переменной и с помощью усреднения допу-
стимых функций по евклидовой сфере задача Логана сводится к первой задаче Логана для
преобразования Ганкеля и Якоби на полупрямой R+ = [0,∞) (см. [3, 8, 9]). Общие оценки
в задаче Логана получаются с помощью квадратурных формул Гаусса для целых функций
экспоненциального типа по нулям функций Бесселя и Якоби. Экстремальные функции выпи-
сываются с помощью анализа условий равенства в неравенствах, получаемых при применении
квадратурных формул. Квадратурная формула Гаусса по нулям функции Бесселя была дока-
зана в [10, 11]. Мы доказали квадратурную формулу Гаусса по нулям функции Якоби [12].

Многие хорошо известные преобразования на полупрямой определяются ядрами, являю-
щимися собственными функциями оператора (задачи) Штурма–Лиувилля:

𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑤(𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝜆(𝑡)

)︁
+
(︀
𝜆2 + 𝜆20

)︀
𝑤(𝑡)𝑢𝜆(𝑡) = 0,

𝑢𝜆(0) = 1,
𝜕𝑢𝜆
𝜕𝑡

(0) = 0, 𝜆, 𝜆0 ∈ R+, 𝑡 ∈ R+.

(1)

Для преобразования Ганкеля,

𝑤(𝑡) = 𝑡2𝛼+1, 𝛼 > −1/2, 𝜆0 = 0,

а для преобразования Якоби

𝑤(𝑡) = (sh 𝑡)2𝛼+1(ch 𝑡)2𝛽+1, 𝛼 > 𝛽 > −1/2, 𝛼 > −1/2, 𝜆0 = 𝛼+ 𝛽 + 1.

В [12] квадратурная формула Гаусса доказана для целых функций экспоненциального типа
по нулям собственных функций задачи Штурма–Лиувилля, что позволило решить первую за-
дачу Логана для преобразования Фурье по собственным функциям задачиШтурма–Лиувилля
[13].

Е.Е. Бердышева [6] доказала, что первая задача Логана эквивалентна задаче об опти-
мальном аргументе в модуле непрерывности в точном неравенстве Джексона в пространстве
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𝐿2(R𝑑) между величиной наилучшего приближения целыми функциями экспоненциального
типа и модулем непрерывности.

Доказательство неравенств Джексона в пространствах 𝐿2 с точной константой и оптималь-
ным аргументом в модуле непрерывности является важным направлением исследований по
экстремальным задачам теории приближений. Первые результаты в этом направлении были
получены Н.И. Черных [4, 14] для одномерного тора T.

Точная константа в неравенстве Джексона в 𝐿2, зависящая от приближающего подпро-
странства и модуля непрерывности, имеет глобальный минимум. Если фиксировать прибли-
жающее подпространство, то минимальное значение аргумента в модуле непрерывности, при
котором константа Джексона становится наименьшей, называется оптимальным аргументом.

В многомерном случае оптимальный аргумент зависит как от геометрии спектра 𝑉 при-
ближающих целых функций, так и геометрии окрестности нуля 𝑈 ⊂ R𝑑 в определении модуля
непрерывности. Д.В. Горбачев [3] нашел оптимальный аргумент, когда оба тела являются ев-
клидовыми шарами. Е.Е. Бердышева [6] нашла оптимальный аргумент в неравенстве Джек-
сона в 𝐿2(R𝑑), когда тело 𝑉 есть 𝑙𝑑𝑝-шар, 1 6 𝑝 6 2, а 𝑈 — куб. А.В. Иванов и В.И. Иванов [15]
перенесли ее результаты на случай параллелепипеда, который оказался сложнее и потребовал
развития конструкции В.А. Юдина экстремальной функции в задаче Логана. Для прибли-
жений частичными интегралами преобразования Фурье по собственным функциям задачи
Штурма–Лиувилля оптимальные аргументы в неравенствах Джексона вычислены в работах
[16, 17, 18, 19]. Для доказательства точных неравенств Джексона со старшим модулем непре-
рывности понадобилось обобщение задачи Логана (см. [20, 21, 22]).

Вторая задача Логана менее исследована. Она решена только для преобразования Фурье
в R𝑑. Общая оценка снизу получена Д.В. Горбачевым [23]. Экстремальная функция построена
В.А. Юдиным [24].

В настоящей работе мы решаем вторую экстремальную задачу Логана для преобразования
Фурье по собственным функциям задачи Штурма–Лиувилля на полупрямой, а также для
преобразования Фурье–Данкля в пространстве R𝑑 с весом Данкля и преобразования Фурье
на гиперболоиде.

2. Задача Штурма–Лиувилля на полупрямой

Необходимые факты об общей задаче Штурма–Лиувилля на полупрямой можно найти в
[12, 13, 18, 19, 23, 25, 26]. Для удобства читателя напомним их.

Пусть 𝑤(𝑡) — непрерывная весовая функция на полупрямой R+, которая положительна и
непрерывно дифференцируема при 𝑡 > 0, параметр 𝜆0 > 0.

Предположим, что задача (1) при 𝜆 > 0 имеет решение 𝜙(𝑡, 𝜆), которое будем называть
собственной функцией задачи Штурма–Лиувилля. Также в дальнейшем будем предполагать,
что для задачи Штурма–Лиувилля выполнены следующие свойства.

1. Собственная функция 𝜙(𝑡, 𝜆) — действительная функция, четная аналитическая в
окрестности R по 𝑡 и четная целая функция экспоненциального типа |𝑡| при 𝑡 ̸= 0 по 𝜆,

𝜙(0, 𝜆) = 1, |𝜙(𝑡, 𝜆)| 6 1, 𝜆, 𝑡 ∈ R.

2. Для 𝑡 > 0, 𝜆 ∈ C

𝜙(𝑡, 𝜆) = 𝜙0(𝑡)
∞∏︁
𝑘=1

(︁
1 − 𝜆2

𝜆2𝑘(𝑡)

)︁
, (2)

где 𝜙0(𝑡) = 𝜙(𝑡, 0) > 0, 0 < 𝜆1(𝑡) < . . . < 𝜆𝑘(𝑡) < . . . — положительные нули 𝜙(𝑡, 𝜆) по 𝜆.
Нули 𝜆𝑘(𝑡) непрерывны и монотонно убывают при 𝑡 > 0. При этом 𝜆𝑘(𝑡) = 𝑡−1

𝑘 (𝑡), где 𝑡𝑘(𝜆) —



Вторая экстремальная задача Логана. . . 63

положительные нули функции 𝜙(𝑡, 𝜆) по 𝑡 > 0. Нули 𝑡𝑘(𝜆) также непрерывны и монотонно
убывают при 𝜆 > 0.

3. Спектральная мера 𝜎(𝜆) задачи (1) непрерывно дифференцируема на R+, 𝜎(0) = 0 и

𝜎′(𝜆) = 𝑠(𝜆) ≍ 𝜆2𝛼+1, 𝜆→ +∞, 𝛼 > −1/2.

Пусть 𝑑𝜇(𝑡) = 𝑤(𝑡) 𝑑𝑡, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜇) — пространство комплексных измеримых по
Лебегу функций 𝑓(𝑡) на R+ с нормой

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇 =
(︁∫︁

R+

|𝑓(𝑡)|𝑝 𝑑𝜇(𝑡)
)︁1/𝑝

<∞,

𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜎) — пространство комплексных измеримых по Лебегу функций 𝑔(𝜆) на R+ с нормой

‖𝑔‖𝑝,𝑑𝜎 =
(︁∫︁

R+

|𝑔(𝜆)|𝑝 𝑑𝜎(𝜆)
)︁1/𝑝

<∞,

𝐶𝑏(R+) — пространство непрерывных ограниченных функций, 𝐿∞(R+) — пространство изме-
римых существенно ограниченных функций. Нормы в 𝐶𝑏(R+) и 𝐿∞(R+) обозначаем ‖ · ‖∞.

Прямое и обратное преобразования Фурье определяются равенствами

ℱ𝑓(𝜆) =

∫︁
R+

𝑓(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜇(𝑡), ℱ−1𝑔(𝑡) =

∫︁
R+

𝑔(𝜆)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜎(𝜆).

Для преобразований Фурье справедлива 𝐿2-теория, то есть они осуществляют метрический
изоморфизм между пространствами 𝐿2(R+, 𝑑𝜇) и 𝐿2(R+, 𝑑𝜎). Равенства Планшереля имеют
вид

‖ℱ𝑓‖2,𝑑𝜎 = ‖𝑓‖2,𝑑𝜇, ‖ℱ−1𝑔‖2,𝑑𝜇 = ‖𝑔‖2,𝑑𝜎.

Если 𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇), то ℱ𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R+) и применяя неравенство |𝜙(𝑡, 𝜆)| 6 1, получим

‖ℱ𝑓‖∞ 6 ‖𝑓‖1,𝑑𝜇. (3)

Пусть для 𝑝 > 1, 𝑝′ = 𝑝
𝑝−1 — показатель Гельдера. Интерполируя неравенство (3) и равенство

Планшереля, получим неравенство Хаусдорфа–Юнга

‖ℱ𝑓‖𝑝′,𝑑𝜎 6 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇, 1 6 𝑝 6 2.

Аналогично, если 𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎), то ℱ−1𝑔 ∈ 𝐶𝑏(R+) и

‖ℱ−1𝑔‖𝑝′ 6 ‖𝑔‖𝑝,𝑑𝜎, 1 6 𝑝 6 2.

Теорема 1 [13]. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇)∩𝐶𝑏(R+), ℱ𝑓 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎), то ℱ𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R+) и для

всех 𝜆, 𝑡 ∈ R+ справедливы поточечные равенства

ℱ𝑓(𝜆) =

∫︁
R+

𝑓(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜇(𝑡), 𝑓(𝑡) =

∫︁
R+

ℱ𝑓(𝜆)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜎(𝜆).

Аналогично, если 𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎) ∩ 𝐶𝑏(R+), ℱ−1𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇), то ℱ−1𝑔 ∈ 𝐶𝑏(R+) и для всех

𝑡, 𝜆 ∈ R+,

ℱ−1𝑔(𝑡) =

∫︁
R+

𝑔(𝜆)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜎(𝜆), 𝑔(𝜆) =

∫︁
R+

ℱ−1𝑔(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜇(𝑡).
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4. Для 𝑡 > 0 равномерно на каждом компакте из (0,∞) справедлива асимптотика

𝜆𝛼+1/2𝜙(𝑡, 𝜆) = 𝐶𝑡

(︀
cos (𝑡𝜆− 𝑐𝑡) + 𝑒𝑡|Im𝜆|𝑂(|𝜆|−1)

)︀
, |𝜆| → ∞, Re𝜆 > 0, (4)

где 𝐶𝑡 > 0, 𝛼 из (3).
Свойства 1–4 являются достаточными для построения квадратурной формулы Гаусса на

полуоси по нулям 𝜆𝑘(𝑡) [12].
Пусть 𝐵𝜏

1 — класс четных целых функций экспоненциального типа не выше 𝜏 > 0, чьи
сужения на R+ принадлежат 𝐿1(R+, 𝑑𝜎).

Теорема 2 [12]. Для произвольной функции 𝑔 ∈ 𝐵𝜏
1 справедлива квадратурная формула

Гаусса с положительными весами:∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(𝜏/2)𝑔(𝜆𝑘(𝜏/2)). (5)

Ряд в (5) сходится абсолютно.

Для построения экстремальной функции нам понадобятся еще одно предположение о за-
даче Штурма–Лиувилля (1).

5. Для оператора обобщенного сдвига

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
R+

ℱ𝑓(𝜆)𝜙(𝑡, 𝜆)𝜙(𝑥, 𝜆) 𝑑𝜎(𝜆), 𝑡, 𝑥 ∈ R+,

действующего в пространстве 𝐿2(R+, 𝑑𝜇), справедливо интегральное представление

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =

∫︁
R+

𝑓(𝑧) 𝑑𝜏𝑥,𝑡(𝑧), (6)

где для всех 𝑥, 𝑡 ∈ R+ 𝜏𝑥,𝑡 — вероятностная борелевская мера, для которой 𝜏𝑥,𝑡 = 𝜏𝑡,𝑥 и носитель
supp 𝜏𝑥,𝑡 ⊂ [|𝑥− 𝑡|, 𝑥+ 𝑡].

Свойства 1–5 выполняются для широкого класса весов 𝑤, частности, для степенного и
гиперболического весов (см. [12, 25, 26, 27, 28]).

Оператор обобщенного сдвига является положительным самосопряженным оператором и
𝑇 𝑡𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(R+) × 𝐶(R+), если 𝑓 ∈ 𝐶(R+) [29].

Представление (6) позволяет распространить оператор обобщенного сдвига 𝑇 𝑡 на простран-
ства 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜇), 1 6 𝑝 <∞, и пространство 𝐶(R+) с нормой 1 для всех 𝑡 ∈ R+ (см. [19]).

Отметим еще следующие свойства оператора обобщенного сдвига:

ℱ(𝑇 𝑡𝑓)(𝜆) = 𝜙(𝑡, 𝜆)ℱ𝑓(𝜆), (7)

если supp 𝑓 ⊂ [0, 𝛿], то supp𝑇 𝑡𝑓(𝑥) ⊂ [0, 𝛿 + 𝑡]. (8)

Нам понадобятся также следующие утверждения.

Лемма 1 [16]. Пусть 𝛼 > −1/2. Существует четная целая функция 𝜔𝛼(𝑧) экспоненци-
ального типа 2, для которой

𝜔𝛼(𝑥) > 0, 𝑥 > 0,

𝜔𝛼(𝑥) ≍ 𝑥2𝛼+1, 𝑥→ +∞, |𝜔𝛼(𝑖𝑦)| ≍ 𝑦2𝛼+1𝑒2𝑦, 𝑦 → +∞.

Лемма 2 [30, прил. VII, лемма Ахиезера]. Пусть 𝑚 ∈ Z+, 𝐹 — четная целая функция

экспоненциального типа 𝜏 > 0, ограниченная на R, Ω — четная целая функция конечного

экспоненциального типа, все корни которой входят в множество корней 𝐹 , и

lim inf
𝑦→+∞

𝑒−𝜏𝑦𝑦2𝑚|Ω(𝑖𝑦)| > 0.

Тогда функция 𝜓(𝑧) = 𝐹 (𝑧)/Ω(𝑧) есть четный многочлен степени не больше 2𝑚.
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3. Вторая задача Логана для преобразования

Фурье на полупрямой

Пусть 𝜏 > 0, 𝑔(𝜆) — действительная непрерывная на полупрямой функция,

Λ+(𝑔) = sup{𝜆 > 0: 𝑔(𝜆) < 0}.

Вторая задача Логана. Вычислить величину

𝐿(𝜏,R+) = inf Λ+(𝑔),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(𝜆) ̸≡ 0,

ℱ−1𝑔(𝑡) > 0, ℱ−1𝑔(0) = 0, suppℱ−1𝑔 ⊂ [0, 𝜏 ].
(9)

Рассмотрим два семейства функций

𝜓𝜀(𝜆) =
𝜙(𝜀, 𝜆)

𝜙0(𝜀)
, 𝜌𝜀(𝜆) = −2(1 − 𝜓𝜀(𝜆))

𝜓′′
𝜀 (0)

, 𝜀 > 0. (10)

Лемма 3. Для всех 𝜆 ∈ R+, lim
𝜀→0

𝜌𝜀(𝜆) = 𝜆2.

Доказательство. Для всех 𝜆 ∈ R+ справедливо разложение

𝜓𝜀(𝜆) =
∞∑︁
𝑘=0

𝜓
(2𝑘)
𝜀 (0)

(2𝑘)!
𝜆2𝑘.

Дифференцируя (2) и подставляя 𝜆 = 0, получим

(−1)𝑘𝜓(2𝑘)
𝜀 (0)

= 2𝑘
∞∑︁

𝑖1=1

1

𝜆2𝑖1(𝜀)

(︁ ∞∑︁
𝑖2=1

1

𝜆2𝑖2(𝜀)
− 1

𝜆2𝑖1(𝜀)

)︁
. . .

(︁ ∞∑︁
𝑖𝑘=1

1

𝜆2𝑖𝑘(𝜀)
− 1

𝜆2𝑖1(𝜀)
− · · · − 1

𝜆2𝑖𝑘−1
(𝜀)

)︁
.

Если 𝑘 = 1, то

−𝜓′′
𝜀 (0) = 2

∞∑︁
𝑖=1

1

𝜆2𝑖 (𝜀)
,

а если 𝑘 > 1, то |𝜓(2𝑘)
𝜀 (0)| 6 |𝜓′′

𝜀 (0)|𝑘, поэтому

|𝜌𝜀(𝜆) − 𝜆2| =
⃒⃒⃒2(1 − 𝜓𝜀(𝜆))

𝜓′′
𝜀 (0)

+ 𝜆2
⃒⃒⃒
6 2|𝜓′′

𝜀 (0)|
∞∑︁
𝑘=2

|𝜓′′
𝜀 (0)|𝑘−2𝜆2𝑘

(2𝑘)!
.

Остается показать, что

lim
𝜀→0

|𝜓′′
𝜀 (0))| = 0. (11)

Так как нули 𝜆𝑘(𝜀) монотонно убывают по 𝜀, lim
𝜀→0

𝜆𝑘(𝜀) = ∞, а из асимптотики (4) 𝜆𝑘(1) ∼ 𝜋𝑘

при 𝑘 → ∞, то (11) вытекает из оценки:

|𝜓′′
𝜀 (0))| 6

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜆2𝑘(𝜀)
+

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

1

𝜆2𝑘(1)
6

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜆2𝑘(𝜀)
+

𝑐

𝑁
, 𝑐 > 0. �
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Лемма 4. Пусть функция 𝑔 удовлетворяет условиям (9) и Λ+(𝑔) <∞. Тогда

𝜆2𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎)

и ∫︁ ∞

0
𝜆2𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) 6 0. (12)

Доказательство. Будем использовать функции 𝜓𝜀(𝜆) и 𝜌𝜀(𝜆) (10). Согласно (2), (9),
𝜓′′
𝜀 (0) < 0, 𝜌𝜀(𝜆) > 0, поэтому∫︁ ∞

0
𝜌𝜀(𝜆)𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

2

𝜓′′
𝜀 (0)𝜙0(𝜀)

∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆)𝜙(𝜀, 𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

2ℱ−1𝑔(𝜀)

𝜓′′
𝜀 (0)𝜙0(𝜀)

6 0. (13)

Так как 𝑔(𝜆) > 0 при 𝜆 > Λ+(𝑔), то применяя (13), лемму 3 и лемму Фату, получим∫︁ ∞

Λ+(𝑔)
𝜆2𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

∫︁ ∞

Λ+(𝑔)
lim
𝜀→0

𝜌𝜀(𝜆)𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆)

6 lim inf
𝜀→0

∫︁ ∞

Λ+(𝑔)
𝜌𝜀(𝜆)𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) 6 lim inf

𝜀→0

{︁
−
∫︁ Λ+(𝑔)

0
𝜌𝜀(𝜆)𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆)

}︁
= −

∫︁ Λ+(𝑔)

0
lim
𝜀→0

𝜌𝜀(𝜆)𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) = −
∫︁ Λ+(𝑔)

0
𝜆2𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) <∞.

Следовательно, 𝜆2𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎) и выполнено (12). �

Теорема 4. Пусть 𝜏 > 0, 𝜆1 = 𝜆1(𝜏/2), 𝜆2 = 𝜆2(𝜏/2) и для задачи Штурма–Лиувилля (1)
выполнены условия 1–5. Тогда во второй задаче Логана

𝐿(𝜏,R+) = 𝜆2,

единственная с точностью до положительного множителя экстремальная функция имеет вид

𝑔𝜏 (𝜆) =
𝜙2(𝜏/2, 𝜆)

(𝜆21 − 𝜆2)(𝜆22 − 𝜆2)
. (14)

Доказательство. Оценка снизу. По теореме 1 ℱ−1𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜇) ∩ 𝐶𝑏(R+),

ℱ−1𝑔(𝑡) =

∫︁
R+

𝑔(𝜆)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) > 0, ℱ−1𝑔(0) =

∫︁
R+

𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) = 0,

𝑔(𝜆) =

∫︁ 𝜏

0
ℱ−1𝑔(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜇(𝑡).

Так как 𝜙(𝑡, 𝜆) — четная целая функция 𝜆 экспоненциального типа 𝑡, то 𝑔 ∈ 𝐵𝜏
1 , а по лемме 4

и 𝜆2𝑔 ∈ 𝐵𝜏
1 . Пусть 𝛼 из условия 3, а функция 𝜔𝛼(𝜆) из леммы 1.

Сначала предположим, что для допустимой функции 𝑔, Λ+(𝑔) 6 𝜆1 или Λ+(𝑔) ∈ (𝜆1, 𝜆2)
и 𝑔(𝜆1) > 0. Тогда 𝑔 ∈ 𝐵𝜏

1 , 𝑔(𝜆) > 0 при 𝜆 > Λ+(𝑔), 𝑔(𝜆1) > 0 и применяя квадратурную
формулу Гаусса (5), получим

0 =

∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(𝜏/2)𝑔(𝜆𝑘(𝜏/2)) > 0, (15)
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поэтому в точках 𝜆𝑘(𝜏/2) (𝑘 > 2) функция 𝑔(𝜆) имеет двойные нули, а в точке 𝜆1, по крайней
мере, простой нуль. Рассмотрим функции

𝐹 (𝜆) = 𝜔𝛼(𝜆)𝑔(𝜆), Ω(𝜆) = 𝜔𝛼(𝜆)
𝜙2(𝜏/2, 𝜆)

𝜆21 − 𝜆2
.

Из асимптотики (4), леммы 1

|Ω(𝑖𝑦)| ≍ 𝑦−2𝑒(𝑟+2)𝑦, 𝑦 → +∞.

Применяя лемму 2, получим

𝑔(𝜆) = (𝑐1 + 𝑐2𝜆
2)
𝜙2(𝜏/2, 𝜆)

𝜆21 − 𝜆2
,

что противоречит условию 𝜆2𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎).

Пусть теперь Λ+(𝑔) ∈ (𝜆1, 𝜆2) и 𝑔(𝜆1) < 0. Применяя формулу Гаусса (5) к функции
(Λ2

+(𝑔) − 𝜆2)𝑔(𝜆) ∈ 𝐵𝜏
1 , по лемме 4 получим противоречие:

0 6
∫︁ ∞

0
(Λ2

+(𝑔) − 𝜆2)𝑔(𝜆) 𝑑𝜎(𝜆) =
∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘(𝜏/2)(Λ2
+(𝑔) − 𝜆2𝑘(𝜏/2))𝑔(𝜆𝑘(𝜏/2))

6 𝛾1(Λ
2
+(𝑔) − 𝜆21)𝑔(𝜆1) < 0.

(16)

Итак, Λ+(𝑔) > 𝜆2 и 𝐿(𝜏,R+) > 𝜆2. Оценка снизу доказана.
Построение экстремальной функции. Пусть 𝜒𝑎(𝑡) — характеристическая функция

отрезка [0, 𝑎], 𝑡′ ∈ (0, 𝜏/2) — первый нуль функции 𝜙(𝑡, 𝜆2),

𝑐1 = −𝜕𝜙
𝜕𝑡

(𝜏/2, 𝜆1), 𝑐2 =
𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝜏/2, 𝜆2).

Так как нули собственной функции 𝜙(𝑡, 𝜆) по 𝜆 и 𝑡 простые, то 𝑐1 > 0, 𝑐2 > 0.

Рассмотрим непрерывную функцию

𝑣(𝑡) = (𝑐2𝜙(𝑡, 𝜆1) + 𝑐1𝜙(𝑡, 𝜆2))𝜒𝜏/2(𝑡) = 𝑣1(𝑡) − 𝑣2(𝑡). (17)

Покажем, что она неотрицательная. Для отрезка [0, 𝑡′] это очевидно, так как оба слагаемые
неотрицательные. Необходимо доказать, что на интервале (𝑡′, 𝜏/2), 𝑣1(𝑡) > 𝑣2(𝑡).

Отметим следующие свойства функций 𝑣1(𝑡) и 𝑣2(𝑡):

𝑣1(𝑡) > 0, 𝑣2(𝑡) > 0 (𝑡 ∈ (𝑡′, 𝜏/2)), 𝑣1(𝜏/2) = 𝑣2(𝜏/2) = 0,

𝑣′1(𝜏/2) = 𝑣′2(𝜏/2), lim
𝑡→𝜏/2

𝑣1(𝑡)

𝑣2(𝑡)
= lim

𝑡→𝜏/2

𝑣′1(𝑡)

𝑣′2(𝑡)
=
𝑣′1(𝜏/2)

𝑣′2(𝜏/2)
= 1.

Они также удовлетворяют дифференциальному уравнению (1) при 𝜆 = 𝜆1, 𝜆2:

(𝑤(𝑡)𝑣′1(𝑡))
′ + (𝜆21 + 𝜆20)𝑤(𝑡)𝑣1(𝑡) = 0, (𝑤(𝑡)𝑣′2(𝑡))

′ + (𝜆22 + 𝜆20)𝑤(𝑡)𝑣2(𝑡) = 0. (18)

Для неравенства 𝑣1(𝑡)
𝑣2(𝑡)

> 1 достаточно доказать, что

(︁𝑣1(𝑡)
𝑣2(𝑡)

)︁′
6 0, 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝜏/2). (19)
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Имеем (︁𝑣1(𝑡)
𝑣2(𝑡)

)︁′
=
𝑣2(𝑡)𝑣

′
1(𝑡) − 𝑣1(𝑡)𝑣

′
2(𝑡)

𝑣22(𝑡)
=
𝑣2(𝑡)𝑤(𝑡)𝑣′1(𝑡) − 𝑣1(𝑡)𝑤(𝑡)𝑣′2(𝑡)

𝑤(𝑡)𝑣22(𝑡)
=

𝜓(𝑡)

𝑤(𝑡)𝑣22(𝑡)
,

поэтому применяя (18), получим

𝜓′(𝑡) = 𝑣2(𝑡)(𝑤(𝑡)𝑣′1(𝑡))
′ − 𝑣1(𝑡)(𝑤(𝑡)𝑣′2(𝑡))

′ = (𝜆22 − 𝜆21)𝑤(𝑡)𝑣1(𝑡)𝑣2(𝑡) > 0.

Так как 𝜓(𝜏/2) = 0, то 𝜓(𝑡) < 0, 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝜏/2) и неравенство (19) выполнено.
Неотрицательность функции 𝑣(𝑡) доказана. Вычислим ее преобразование Фурье. Согласно

(1), (18) {︁
𝑤(𝑡)

(︁
𝜙(𝑡, 𝜆)𝑣′1(𝑡) −

𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜆)𝑣1(𝑡)

)︁}︁′

𝑡
=

(︀
𝜆2 − 𝜆21

)︀
𝑤(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑣1(𝑡),{︁

𝑤(𝑡)
(︁
𝜙(𝑡, 𝜆)𝑣′2(𝑡) −

𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜆)𝑣2(𝑡)

)︁}︁′

𝑡
=

(︀
𝜆2 − 𝜆22

)︀
𝑤(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑣2(𝑡),

поэтому из (17)

ℱ𝑣(𝜆) =

∫︁ 𝜏/2

0
𝑤(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑣1(𝑡) 𝑑𝑡−

∫︁ 𝜏/2

0
𝑤(𝑡)𝜙(𝑡, 𝜆)𝑣2(𝑡) 𝑑𝑡

= −𝑤(𝜏/2)
𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝜏/2, 𝜆1)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝜏/2, 𝜆2)𝜙(𝜏/2, 𝜆)

(︁ 1

𝜆21 − 𝜆2
− 1

𝜆22 − 𝜆2

)︁
.

= −𝑤(𝜏/2)
𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝜏/2, 𝜆1)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝜏/2, 𝜆2)(𝜆

2
2 − 𝜆21)

𝜙(𝜏/2, 𝜆)

(𝜆21 − 𝜆2)(𝜆22 − 𝜆2)
.

Применяя свойство (7), получим, что для функции 𝑔𝜏 (𝜆) (14) справедливо представление

𝑔𝜏 (𝜆) = − 1

𝑤(𝜏/2)𝜕𝜙𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆1)
𝜕𝜙
𝜕𝑡 (𝜏/2, 𝜆2)(𝜆22 − 𝜆21)

ℱ(𝑇 𝜏/2𝑣)(𝜆).

Так как оператор обобщенного сдвига положительный, 𝑣(𝑡) > 0,

−𝑤(𝜏/2)
𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝜏/2, 𝜆1)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝜏/2, 𝜆2)(𝜆

2
2 − 𝜆21) > 0,

то согласно теореме 1, асимптотике (4), свойству (8) для функции 𝑔𝜏 (𝜆) выполнены условия
(9) и Λ+(𝑔𝜏 ) = 𝜆2. Следовательно, функция 𝑔𝜏 (𝜆) экстремальная.

Единственность экстремальной функции. Пусть 𝑔0(𝜆) — экстремальная функция.
Функция 𝑔0(𝜆) > 0 для 𝜆 > 𝜆2 и 𝑔0(𝜆2) = 0, в противном случае Λ+(𝑔0) < 𝜆2. Согласно (16)
𝑔0(𝜆1) > 0, а из (15) вытекает, что 𝑔0(𝜆1) = 0. Следовательно, в точках 𝜆𝑘(𝜏/2), 𝑘 > 3, она
имеет двойные нули, а в точках 𝜆1, 𝜆2, по крайней мере, нули первого порядка. Рассмотрим
функции

𝐹 (𝜆) = 𝜔𝛼(𝜆)𝑔0(𝜆), Ω(𝜆) = 𝜔𝛼(𝜆)𝑔𝜏 (𝜆),

где 𝑔𝜏 (𝜆) определена в (14). Из асимптотики (4), леммы 1

|Ω(𝑖𝑦)| ≍ 𝑦−4𝑒(𝜏+2)𝑦, 𝑦 → +∞.

Применяя лемму 2, получим 𝑔0(𝜆) = 𝜓(𝜆)𝑔𝜏 (𝜆), где 𝜓(𝜆) — четный многочлен степени не
выше 4. Он не может иметь степень 2 или 4, иначе по асимптотике (4) 𝜆2𝑔0 /∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎).
Следовательно, 𝑔0(𝜆) = 𝑐𝑔𝜏 (𝜆), 𝑐 > 0. �

В частности, теорема 4 справедлива на полупрямой для преобразования Ганкеля со сте-
пенным весом и преобразования Якоби с гиперболическим весом.
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4. Вторая задача Логана для преобразования

Данкля

Пусть 𝑑 ∈ N, R𝑑 — 𝑑-мерное действительное евклидово пространство со скалярным произ-
ведением (𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 + . . .+ 𝑥𝑑𝑦𝑑 и нормой |𝑥| =

√︀
(𝑥, 𝑥),

𝑣𝑘(𝑥) =
∏︁

𝛼∈𝑅+

|(𝑎, 𝑥)|2𝑘(𝑎)

— обобщенный степенной вес или вес Данкля, определяемый положительной подсистемой
𝑅+ системы корней 𝑅 ⊂ R𝑑 и функцией 𝑘(𝑎) : 𝑅 → R+, инвариантной относительно группы
отражений 𝐺(𝑅), порожденной 𝑅,

𝑐−1
𝑘 =

∫︁
R𝑑

𝑒−|𝑥|2/2𝑣𝑘(𝑥) 𝑑𝑥

— интеграл Макдональда –Мета –Сельберга, 𝑑𝜇𝑘(𝑥) = 𝑐𝑘𝑣𝑘(𝑥) 𝑑𝑥, 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) — пространство
комплексных измеримых по Лебегу на R𝑑 функций 𝑓 с конечной нормой

‖𝑓‖1,𝑘 =

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝜇𝑘(𝑥),

𝑒1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , 𝑒𝑑 = (0, . . . , 0, 1) — стандартный ортонормированный базис в R𝑑,
𝜎𝑎 ∈ 𝑂(𝑑) — отражение относительно гиперплоскости (𝑎, 𝑥) = 0,

𝐷𝑗𝑓(𝑥) =
𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
+

∑︁
𝑎∈𝑅+

𝑘(𝑎)(𝑎, 𝑒𝑗)
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝜎𝑎𝑥)

(𝑎, 𝑥)
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑,

— дифференциально-разностные операторы Данкля, 𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝐸𝑘(𝑥, 𝑖𝑦) — обобщенная экспо-
нента (ядро Данкля), являющаяся решением системы уравнений

𝐷𝑗𝑓(𝑥) = 𝑖𝑦𝑗𝑓(𝑥), 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, 𝑓(0) = 1.

Для обобщенной экспоненты 𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) справедливым свойства, аналогичные свойствам экс-
поненты 𝑒𝑖(𝑥,𝑦), многие из которых вытекают из интегрального представления [31]

𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) =

∫︁
R𝑑

𝑒𝑖(𝜉,𝑦) 𝑑𝜇𝑥𝑘(𝜉),

где 𝜇𝑥𝑘 — вероятностная борелевская мера, носитель которой лежит в выпуклой оболоч-
ке co {𝑔𝑥 : 𝑔 ∈ 𝐺(𝑅)} орбиты 𝑥 относительно группы 𝐺(𝑅). В частности, |𝑒𝑖(𝑥,𝑦)| ≤ 1,
𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑘(−𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑘(𝑥,−𝑦), 𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑘(𝑦, 𝑥).

Гармонический анализ в пространствах с весом Данкля осуществляется с помощью пре-
образования Данкля

ℱ𝑘(𝑓)(𝑦) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥).

Основные факты из теории Данкля можно найти в [32]. В частности, обратное преобразование
Данкля равно ℱ−1

𝑘 (𝑓)(𝑥) = ℱ𝑘(𝑓)(−𝑥). В безвесовом случае (𝑘(𝑎) ≡ 0) получаем классическое
преобразование Фурье.

Пусть 𝜏 > 0, 𝐵𝜏 = {𝑦 ∈ R𝑑 : |𝑦| 6 𝜏} — евклидов шар радиуса 𝜏 , 𝑔(𝑦) — действительная
непрерывная на R𝑑 функция,

Λ+(𝑔,R𝑑) = sup{|𝑦| > 0: 𝑔(𝑦) < 0}.
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Вторая задача Логана для преобразования Данкля. Вычислить величину

𝐿(𝜏, (R𝑑, 𝑑𝜇𝑘)) = inf Λ+(𝑔,R𝑑),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) ∩ 𝐶𝑏(R𝑑), 𝑔(𝑦) ̸≡ 0,

ℱ−1
𝑘 𝑔(𝑥) > 0, ℱ−1

𝑘 𝑔(0) = 0, suppℱ−1
𝑘 𝑔 ⊂ 𝐵𝜏 .

(20)

По теореме Пэли–Винера [33] допустимые функции в задаче Логана являются целыми
функциями экспоненциального сферического типа не выше 𝜏 .

Покажем, что в задаче Логана можно ограничиться радиальными функциями.
Пусть Γ(𝑡) — гамма-функция, 𝐽𝛼(𝑡) — функция Бесселя порядка 𝛼 > −1/2,

𝑗𝛼(𝑡) = 2𝛼Γ(𝛼+ 1)
𝐽𝛼(𝑡)

𝑡𝛼

— нормированная функция Бесселя, 0 < 𝑞𝛼,1 < 𝑞𝛼,2 < . . . — положительные нули 𝐽𝛼(𝑡),
𝑏−1
𝛼 = 2𝛼Γ(𝛼 + 1), 𝑡 ∈ R+, 𝑑𝜈𝛼(𝑡) = 𝑏𝛼𝑡

2𝛼+1 𝑑𝑡, 𝐿1(R+, 𝑑𝜈𝛼) — пространство измеримых по
Лебегу на R+ функций 𝑓 с конечной нормой

‖𝑓‖1,𝜆 =

∫︁ ∞

0
|𝑓(𝑡)| 𝑑𝜈𝛼(𝑡),

ℋ𝛼𝑓(𝜆) =

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝑗𝛼(𝜆𝑡) 𝑑𝜈𝛼(𝑡)

— преобразование Ганкеля (см. [23, гл. 1]). Отметим, что ℋ−1
𝛼 = ℋ𝛼.

Вторая задача Логана для преобразования Ганкеля. Вычислить величину

𝐿(𝜏, (R+, 𝑑𝜈𝛼)) = inf Λ+(𝑔),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜈𝛼) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(𝜆) ̸≡ 0,

ℋ−1
𝛼 𝑔(𝑡) > 0, ℋ−1

𝛼 𝑔(0) = 0, suppℋ−1
𝛼 𝑔 ⊂ [0, 𝜏 ].

(21)

По теореме Пэли–Винера [33] допустимые функции в задаче Логана являются четными
целыми функциями экспоненциального типа не выше 𝜏 .

Из теоремы 4 вытекает утверждение.

Теорема 5. Пусть 𝜏 > 0, 𝛼 > −1/2, 𝑞𝛼,1 = 𝑞1, 𝑞𝛼,2 = 𝑞2. Тогда во второй задаче Логана

𝐿(𝜏, (R+, 𝑑𝜈𝛼)) =
2𝑞2
𝜏
,

единственная с точностью до положительного множителя экстремальная функция имеет

вид

𝑔𝜏,0(𝜆) =
𝑗2𝛼(𝜏𝜆/2)

(𝑞21 − 𝜆2)(𝑞22 − 𝜆2)
.

Пусть 𝛼𝑘 = 𝑑/2 − 1 +
∑︀

𝑎∈𝑅+
𝑘(𝑎), 𝑆𝑑−1 = {𝑥 ∈ R𝑑 : |𝑥| = 1} — единичная евклидова сфера

в R𝑑, 𝑥′ ∈ 𝑆𝑑−1,

𝑎−1
𝑘 =

∫︁
𝑆𝑑−1

𝑣𝑘(𝑥′) 𝑑𝑥′, 𝑑𝜔𝑘(𝑥′) = 𝑎𝑘𝑣𝑘(𝑥′) 𝑑𝑥′,

где 𝑑𝑥′ — лебегова мера на сфере.
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Применяя сферические координаты, получим

𝑐−1
𝑘 =

∫︁
R𝑑

𝑒−|𝑥|2/2𝑣𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑟2/2𝑟𝑑−1+2|𝑘| 𝑑𝑟

∫︁
𝑆𝑑−1

𝑣𝑘(𝑥′) 𝑑𝑥′ = 𝑏−1
𝜆𝑘
𝑎−1
𝑘 . (22)

Известно [34], что ∫︁
𝑆𝑑−1

𝑒𝑘(𝑥, 𝑟𝑦′) 𝑑𝜔𝑘(𝑦′) = 𝑗𝜆𝑘
(𝑟|𝑥|), 𝑥 ∈ R𝑑. (23)

Если 𝑔0(𝜆) удовлетворяет условиям (21), радиальная функция 𝑔(𝑦) = 𝑔0(|𝑦|), |𝑦| = 𝜆, |𝑥| = 𝑡,
то согласно (22), (23) имеем

ℱ−1
𝑘 (𝑔)(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑔(𝑦)𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦) =

∫︁ ∞

0
𝑔0(𝜆)𝑗𝜆𝑘

(𝜆𝑡) 𝑑𝜈𝛼𝑘
(𝜆) = ℋ𝛼𝑘

𝑔0(𝑡),

и 𝑔(𝑦) удовлетворяет условиям (20), поэтому 𝐿(𝜏, (R𝑑, 𝑑𝜇𝑘)) 6 𝐿(𝜏, (R+, 𝑑𝜈𝛼𝑘
)). Обратно, если

функция 𝑔(𝑦) удовлетворяет условиям (20), то функция

𝑔0(𝜆) =

∫︁
𝑆𝑑−1

𝑔(𝜆𝑦′) 𝑑𝜔𝑘(𝑦′)

удовлетворяет условиям (21) и 𝐿(𝜏, (R+, 𝑑𝜈𝛼𝑘
)) > 𝐿(𝜏, (R𝑑, 𝑑𝜇𝑘)). Следовательно, 𝐿(𝜏, (R𝑑,

𝑑𝜇𝑘)) = 𝐿(𝜏, (R+, 𝑑𝜈𝛼𝑘
)). Отсюда и из теоремы 5 вытекает теорема.

Теорема 6. Пусть 𝜏 > 0, 𝛼𝑘 = 𝑑/2 − 1 +
∑︀

𝑎∈𝑅+
𝑘(𝑎), 𝑞𝛼𝑘,1 = 𝑞1, 𝑞𝛼𝑘,2 = 𝑞2. Тогда во

второй задаче Логана

𝐿(𝜏, (R+, (R𝑑, 𝑑𝜇𝑘)) =
2𝑞2
𝜏
,

единственная с точностью до положительного множителя экстремальная функция имеет

вид

𝑔𝜏 (𝑦) = 𝑔𝜏,0(|𝑦|) =
𝑗2𝛼𝑘

(𝜏 |𝑦|/2)

(𝑞21 − |𝑦|2)(𝑞22 − |𝑦|2)
.

5. Вторая задача Логана на гиперболоиде

Пусть R𝑑,1 — (𝑑 + 1)-мерное действительное псевдоеклидово пространство с билинейной
формой [𝑥, 𝑦] = −𝑥1𝑦1 − . . .− 𝑥𝑑𝑦𝑑 + 𝑥𝑑+1𝑦𝑑+1,

H𝑑 = {𝑥 ∈ R𝑑,1 : [𝑥, 𝑥] = 1, 𝑥𝑑+1 > 0}

— верхняя пола двуполостного гиперболоида,

𝑑(𝑥, 𝑦) = arch [𝑥, 𝑦] = ln([𝑥, 𝑦] +
√︀

[𝑥, 𝑦]2 − 1)

— расстояние между 𝑥, 𝑦 ∈ H𝑑. Пара
(︀
H𝑑, 𝑑(·, ·)

)︀
известна как пространство Лобачевского.

Пусть 𝑥0 = (0, . . . , 0, 1) ∈ H𝑑, 𝑑(𝑥, 𝑥0) = 𝑑(𝑥), 𝑟 > 0, 𝐵𝜏 = {𝑥 ∈ H𝑑 : 𝑑(𝑥) ≤ 𝜏} — шар радиуса
𝜏 с центром в точке 𝑥0 в пространстве Лобачевского.

Пусть 𝑡 > 0, 𝜂 ∈ S𝑑−1, 𝑥 = (sh 𝑡 𝜂, ch 𝑡) ∈ H𝑑,

𝑑𝜇(𝑡) = 𝑑𝜇((𝑑−2)/2,−1/2)(𝑡) = 2𝑑−1 sh𝑑−1 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑤(𝑡) 𝑑𝑡,

𝑑𝜔(𝜂) =
1

|S𝑑−1|
𝑑𝜂, 𝑑𝜈(𝑥) = 𝑑𝜇(𝑡)𝑑𝜔(𝜂)
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— лебеговы меры на R+, S𝑑−1 и H𝑑, соответственно. Отметим, что 𝑑𝜔 — вероятностная мера
на сфере, инвариантная относительно группы вращений 𝑆𝑂(𝑑), а мера 𝑑𝜈 — инвариантна
относительно группы гиперболических вращений 𝑆𝑂0(𝑑, 1).

Пусть 𝜆 ∈ R+ = [0,∞), 𝜉 ∈ S𝑑−1, 𝑦 = (𝜆, 𝜉) ∈ R+ × S𝑑−1 = Ω𝑑,

𝑑𝜎(𝜆) = 𝑑𝜎((𝑑−2)/2,−1/2)(𝜆) = 23−2𝑑Γ−2
(︁𝑑

2

)︁ ⃒⃒⃒⃒
⃒Γ

(︀
𝑑−1
2 + 𝑖𝜆

)︀
Γ(𝑖𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝜆,

𝑑𝜒(𝑦) = 𝑑𝜎(𝜆)𝑑𝜔(𝜉)

— лебеговы меры на R+ и Ω𝑑.
Прямое и обратное преобразования Фурье определяются равенствами

ℱ𝑓(𝑦) =

∫︁
H𝑑

𝑓(𝑥)[𝑥, 𝜉′]−
𝑑−1
2

−𝑖𝜆 𝑑𝜈(𝑥), ℱ−1𝑔(𝑥) =

∫︁
Ω𝑑

𝑔(𝑦)[𝑥, 𝜉′]−
𝑑−1
2

+𝑖𝜆 𝑑𝜒(𝑦),

где 𝜉′ = (𝜉, 1), 𝜉 ∈ S𝑑−1. Для преобразований Фурье справедлива 𝐿2-теория, в частности,
равенства Планшереля. Но так как их ядра являются неограниченными, для них не выпол-
няется 𝐿1-теория. Основные факты гармонического анализа на гиперболоиде можно найти в
[8, 9, 35].

Пусть 𝑔(𝑦) — действительная непрерывная на Ω𝑑 функция, 𝑦 = (𝜆, 𝜉),

Λ+(𝑔,H𝑑) = sup{𝜆 > 0: 𝑔(𝑦) = 𝑔(𝜆, 𝜉) < 0, 𝜉 ∈ S𝑑−1}.

Вторая задача Логана для преобразования Фурье на гиперболоиде. Вычислить
величину

𝐿(𝜏,H𝑑) = inf Λ+(𝑔,H𝑑),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(Ω𝑑, 𝑑𝜒) ∩ 𝐶𝑏(Ω

𝑑), 𝑔(𝑦) ̸≡ 0,

ℱ−1𝑔(𝑥) > 0,

∫︁
Ω𝑑

𝑔(𝑦) 𝑑𝜒(𝑦) = 0, suppℱ−1𝑔 ⊂ 𝐵𝜏 .
(24)

Покажем, что в задаче Логана можно ограничиться сферическими функциями, зависящи-
ми только от 𝜆.

Пусть 𝛼 ≥ 𝛽 ≥ −1/2, 𝛼 > −1/2, 𝜌 = 𝜆0 = 𝛼 + 𝛽 + 1, 𝑡 ∈ R+, 𝜆 ∈ C,
𝑤(𝛼,𝛽)(𝑡) = (sh 𝑡)2𝛼+1(ch 𝑡)2𝛽+1 — гиперболический вес, 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) — гипергеометрическая
функция Гаусса,

𝜙
(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑡) = 𝐹

(︁𝜌+ 𝑖𝜆

2
,
𝜌− 𝑖𝜆

2
;𝛼+ 1;−(sh 𝑡)2

)︁
— функция Якоби (см. [27, 28]).

Функция Якоби является собственной функцией задачи Штурма–Лиувилля (1) для ги-
перболического веса. По 𝑡 она четная аналитическая на R, а по 𝜆 — четная целая функция
экспоненциального типа |𝑡| > 0 и для нее выполнены свойства 1–5.

Пусть 0 < 𝜆1(𝑡) < · · · < 𝜆𝑘(𝑡) < . . . — положительные нули 𝜙
(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑡) по 𝜆, 𝑑𝜇(𝛼,𝛽)(𝑡) =

= 𝑤(𝛼,𝛽)(𝑡) 𝑑𝑡, 𝐿1(R, 𝑑𝜇(𝛼,𝛽)) — пространство измеримых по Лебегу функций 𝑓(𝑡) на R+ с ко-
нечной нормой

‖𝑓‖1,𝜇(𝛼,𝛽) =

∫︁
R+

|𝑓(𝑡)| 𝑑𝜇(𝛼,𝛽)(𝑡),

𝐿1(R+, 𝑑𝜎
(𝛼,𝛽)) — пространство измеримых по Лебегу функций 𝑔(𝜆) на R+ с конечной нормой

‖𝑔‖1,𝜎(𝛼,𝛽) =

∫︁
R+

|𝑓(𝜆)| 𝑑𝜎(𝛼,𝛽)(𝜆),
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где

𝑑𝜎(𝛼,𝛽)(𝜆) = 𝑠(𝜆)𝑑𝜆, 𝑠(𝜆) = (2𝜋)−1|𝑐(𝜆)|−2,

𝑐(𝜆) =
2𝜌−𝑖𝜆Γ(𝛼+ 1)Γ(𝑖𝜆)

Γ((𝜌+ 𝑖𝜆)/2)Γ((𝜌+ 𝑖𝜆)/2 − 𝛽)
,

𝒥 𝑓(𝜆) =

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝜙

(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑡) 𝑑𝜇(𝑡), 𝒥 −1𝑔(𝑡) =

∫︁ ∞

0
𝑔(𝜆)𝜙

(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑡) 𝑑𝜎(𝜆)

— прямое и обратное преобразования Якоби.

Вторая задача Логана для преобразования Якоби. Вычислить величину

𝐿(𝜏, (R+, 𝑑𝜎
(𝛼,𝛽))) = inf Λ+(𝑔),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R+, 𝑑𝜎

(𝛼,𝛽)) ∩ 𝐶𝑏(R+), 𝑔(𝜆) ̸≡ 0,

𝒥 −1𝑔(𝑡) > 0, 𝒥 −1𝑔(0) = 0, supp𝒥 −1𝑔 ⊂ [0, 𝜏 ].
(25)

По теореме Пэли–Винера [36] допустимые функции в задаче Логана являются четными
целыми функциями экспоненциального типа не выше 𝜏 .

Из теоремы 4 вытекает утверждение.

Теорема 7. Пусть 𝜏 > 0, 𝛼 > 𝛽 > −1/2, 𝜆1(𝜏/2) = 𝜆1, 𝜆2(𝜏/2) = 𝜆2. Тогда во второй

задаче Логана

𝐿(𝜏, (R+, 𝑑𝜎
(𝛼,𝛽))) = 𝜆2,

единственная с точностью до положительного множителя экстремальная функция имеет

вид

𝑔𝜏,0(𝜆) =
(𝜙(𝛼,𝛽)(𝜏/2, 𝜆))2

(𝜆21 − 𝜆2)(𝜆22 − 𝜆2)
.

Пусть 𝜙𝜆(𝑡) = 𝜙
((𝑑−2)/2,−1/2)
𝜆 (𝑡) — функция Якоби с параметрами 𝛼 = (𝑑− 2)/2, 𝛽 = −1/2.

Она получается усреднением по сфере ядер преобразований Фурье

𝜙𝜆(𝑡) =

∫︁
S𝑑−1

[𝑥, 𝜉′]−
𝑑−1
2

±𝑖𝜆 𝑑𝜔(𝜉),

где 𝑥 = (sh 𝑡 𝜂, ch 𝑡), 𝜂 ∈ S𝑑−1, 𝜉′ = (𝜉, 1).
Оператор усреднения по сфере

𝑄𝑔(𝜆) =

∫︁
S𝑑−1

𝑔(𝑦) 𝑑𝜔(𝜉), 𝑦 = (𝜆, 𝜉) ∈ Ω𝑑

дает нам сферические функции на Ω𝑑. Если 𝑔(𝑦) = 𝑔0(𝜆) — сферическая функция, то
ℱ−1𝑔(𝑥) = 𝒥 −1𝑔0(𝑡).

Если 𝑔0(𝜆) удовлетворяет условиям (25), сферическая функция 𝑔(𝑦) = 𝑔0(𝜆), 𝑦 = (𝜆, 𝜉),
𝑥 = (sh 𝑡 𝜂, ch 𝑡), то ℱ−1𝑔(𝑥) = 𝒥 −1𝑔0(𝑡) и 𝑔(𝑦) удовлетворяет условиям (24), поэтому
𝐿(𝜏,H𝑑) 6 𝐿(𝜏, (R+, 𝑑𝜇

((𝑑−2)/2,−1/2))). Обратно, если функция 𝑔(𝑦) удовлетворяет условиям
(24), то функция

𝑔0(𝜆) = 𝑄𝑔(𝜆) =

∫︁
S𝑑−1

𝑔(𝑦) 𝑑𝜔(𝜉)

удовлетворяет условиям (25) и 𝐿(𝜏,H𝑑) > 𝐿(𝜏, (R+, 𝑑𝜇
((𝑑−2)/2,−1/2))). Следовательно, 𝐿(𝜏,

H𝑑) = 𝐿(𝜏, (R+, 𝑑𝜇
((𝑑−2)/2,−1/2))). Отсюда и из теоремы 7 вытекает теорема.
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Теорема 8. Пусть 𝜏 > 0, 𝛼 = (𝑑 − 2)/2, 𝛽 = −1/2, 𝜆1(𝜏/2) = 𝜆1, 𝜆2(𝜏/2) = 𝜆2. Тогда во

второй задаче Логана

𝐿(𝜏,H𝑑) = 𝜆2,

единственная с точностью до положительного множителя экстремальная функция имеет

вид

𝑔𝜏 (𝑦) = 𝑔𝜏,0(𝜆) =
(𝜙((𝑑−2)/2,−1/2)(𝜏/2, 𝜆))2

(𝜆21 − 𝜆2)(𝜆22 − 𝜆2)
, 𝑦 = (𝜆, 𝜉).

6. Заключение

В работе решена вторая задача Логана для преобразования Фурье по собственным функ-
циям задачи Штурма–Лиувилля на полупрямой с достаточно общими весами, для преобра-
зования Данкля на евклидовом пространстве с весом Данкля и преобразования Фурье на
гиперболоиде.

Интересно было бы результаты работы распространить на случай многомерного пре-
образования Фурье по собственным функциям задачи Штурма–Лиувилля с весом 𝑤(𝑥) =
=

∏︀𝑑
𝑗=1𝑤𝑗(𝑥𝑗), 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑

+. Отметим, что для этого веса пока не решена и первая
задача Логана.
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