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Аннотация

Множество бинарных отношений, замкнутое относительно некоторой совокупности опе-
раций над ними, образует алгебру, называемую алгеброй отношений. Всякую такую ал-
гебру можно рассматривать как упорядоченную отношением теоретико-множественного
включения. Для заданного множества Ω операций над бинарными отношениями обозна-
чим через 𝑉 𝑎𝑟{Ω} (𝑉 𝑎𝑟{Ω,⊂} многообразие, порождённое алгебрами [соответственно упо-
рядоченными алгебрами] отношений с операциями из Ω. Операции над отношениями, как
правило, задаются формулами исчисления предикатов первого порядка. Такие операции
называются логическими. Важным классом логических операция является класс диофан-
товых операций. Операция называется диофантовой, если она может быть задана с помо-
щью формулы, которая в своей предваренной нормальной форме содержит лишь операции
конъюнкции и кванторы существования. В работе изучаются алгебры отношений с одной
бинарной диофантовой операцией, то есть группоиды отношений. В качестве рассматри-
ваемой операции выступает диофантова операция *, определяемая следующим образом:
𝜌 * 𝜎 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 : (∃𝑧)(𝑥, 𝑧) ∈ 𝜌 ∧ (𝑥, 𝑧) ∈ 𝜎}. Отношение 𝜌 * 𝜎 представляет собой
результат цилиндрификации пересечения 𝜌∩𝜎 бинарных отношений 𝜌 и 𝜎. В работе нахо-
дятся конечные базисы тождеств для многообразий 𝑉 𝑎𝑟{*} и 𝑉 𝑎𝑟{*,⊂}. Группоид (𝐴, ·)
принадлежит многообразию 𝑉 𝑎𝑟{*} тогда и только тогда, когда он удовлетворяет тожде-
ствам: 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 (1), (𝑥𝑦)2 = 𝑥𝑦 (2), (𝑥𝑦)𝑦 = 𝑥𝑦 (3), 𝑥2𝑦2 = 𝑥2𝑦 (4), (𝑥2𝑦2)𝑧 = 𝑥2(𝑦2𝑧) (5).
Упорядоченный группоид (𝐴, ·,≤) принадлежит многообразию 𝑉 𝑎𝑟{*,⊂} тогда и только
тогда, когда он удовлетворяет тождествам (1)–(5) и тождествам: 𝑥 ≤ 𝑥2 (6), 𝑥𝑦 ≤ 𝑥2 (7).
В качестве следствия также получен конечный базис тождеств многообразия 𝑉 𝑎𝑟{*,∪}.
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Abstract

A set of binary relations closed with respect to some collection of operations on relations
forms an algebra called an algebra of relations. Any such algebra can be considered as
partially ordered by the relation of set-theoretic inclusion. For a given set Ω of operations on
relations, we denote by 𝑉 𝑎𝑟{Ω} [𝑉 𝑎𝑟{Ω,⊂}] the variety generated by the algebras [respectively
ordered algebras] of relations with operations from Ω. Operations on relations, as a rule,
are given by formulas of the first order predicate calculus. Such operations are called logical
operations. An important class of logical operations is the class of Diophantine operations.
An operation on relations is called Diophantine if it can be defined by a formula containing
in its prenex normal form only existential quantifiers and conjunctions. We study algebras
of relations with one binary Diophantine operation, i.e., groupoids of relations. As the
operation being considered, the Diophantine operation * that is defined in the following way:
𝜌 * 𝜎 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 : (∃𝑧)(𝑥, 𝑧) ∈ 𝜌 ∧ (𝑥, 𝑧) ∈ 𝜎}. The relation 𝜌 * 𝜎 is the result of the
cylindrification of the intersection 𝜌∩ 𝜎 of the binary relations 𝜌 and 𝜎. In the paper, the finite
bases of identities for varieties 𝑉 𝑎𝑟{*} and 𝑉 𝑎𝑟{*,⊂} are found. The groupoid (𝐴, ·) belongs
to the variety 𝑉 𝑎𝑟{*} if and only if it satisfies the identities: 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 (1), (𝑥𝑦)2 = 𝑥𝑦 (2),
(𝑥𝑦)𝑦 = 𝑥𝑦 (3), 𝑥2𝑦2 = 𝑥2𝑦 (4), (𝑥2𝑦2)𝑧 = 𝑥2(𝑦2𝑧) (5). The partially ordered groupoid (𝐴, ·,≤)
belongs to the variety 𝑉 𝑎𝑟{*,⊂} if and only if it satisfies the identities (1) - (5) and the identities:
𝑥 ≤ 𝑥2 (6), 𝑥𝑦 ≤ 𝑥2 (7). As a consequence, we also obtain a finite basis of identities for the
variety 𝑉 𝑎𝑟{*,∪}.
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1. Введение

Основы абстрактно-алгебраического подхода к изучению алгебр отношений были заложе-
ны в работах А.Тарского [1, 2]. Под алгеброй отношений мы понимаем упорядоченную пару
(Φ,Ω), где Φ – множество бинарных отношений на некотором множестве, замкнутое относи-
тельно совокупности Ω операций над ними [3]. Важную роль в теории алгебр отношений играет
изучение многообразий, порожденных различными их классами [4, 5]. Операция над отноше-
ниями называется диофантовой [9, 10] (в другой терминологии примитивно-позитивной [14]),
если она может быть задана с помощью формулы, которая в своей предваренной нормальной
форме содержит лишь операции конъюнкции и кванторы существования. Диофантовы опе-
рации согласованы с отношением теоретико-множественного включения ⊂ и, следовательно,
всякая алгебра отношений (Φ,Ω) с диофантовыми операциями может быть рассмотрена как
упорядоченная (Φ,Ω,⊂) этим отношением.

Для заданного множества Ω операций над бинарными отношениями обозначим через 𝑅{Ω}
(𝑅{Ω,⊂}) класс алгебр (упорядоченных алгебр) изоморфных алгебрам отношений с операци-
ями из Ω. Пусть 𝑉 𝑎𝑟{Ω} (𝑉 𝑎𝑟{Ω,⊂}) – многообразие, порожденное классом 𝑅{Ω} (𝑅{Ω,⊂}).

Предметом нашего рассмотрения будут вопросы, касающиеся нахождения базисов тож-
деств многообразий, порожденных классами алгебр отношений с одной бинарной диофанто-
вой операцией, то есть классами группоидов отношений. Мотивация такого рода исследований
приведена в [8, 13]. Некоторые результаты в этом направлении можно также найти в работах
[6, 11, 12].

Сосредоточим внимание на следующей операции над отношениями, задаваемой формулой:

𝜌 * 𝜎 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 : (∃𝑧)(𝑥, 𝑧) ∈ 𝜌 ∧ (𝑥, 𝑧) ∈ 𝜎},

где 𝜌 и 𝜎 – бинарные отношения на множестве 𝑋.
Заметим, что отношение 𝜌 * 𝜎 представляет собой результат цилиндрификации [15] пере-

сечения 𝜌 ∩ 𝜎 бинарных отношений 𝜌 и 𝜎.
Основным результатом данной работы является нахождение базисов тождеств для мно-

гообразий 𝑉 𝑎𝑟{*}, 𝑉 𝑎𝑟{*,⊂} и 𝑉 𝑎𝑟{*,∪}. Доказательства основываются на описаниях эква-
циональных теорий алгебр отношений с диофантовыми операциями, полученных в [7, 9, 10].
Результаты докладывались на 14 Международной конференции „Алгебра и теория чисел: со-
временные проблемы и приложения“, посвященной 70-летию со дня рождения Г.И.Архипова
и С.М.Воронина (Саратов, 12-15 сентября 2016 г.).

2. Формулировка результатов

Группоидом называется алгебра (𝐴, ·) с одной бинарной операцией. Упорядоченным груп-
поидом (𝐴, ·,≤) назовем группоид с заданным на множестве 𝐴 отношением порядка, согла-
сованным с операцией группоида. Это означает, что 𝑥 ≤ 𝑦 и 𝑢 ≤ 𝑣 влечет 𝑥𝑢 ≤ 𝑦𝑣. Полу-
решеточно упорядоченный группоид – это алгебра (𝐴, ·,∨) типа (2, 2), где (𝐴, ·) – группоид,
(𝐴,∨) – верхняя полурешетка, каноническое отношение порядка которой согласовано с опера-
цией группоида. Алгебры отношений вида (Φ, *), (Φ, *,⊂) и (Φ, *,∪) образуют соответственно
группоид, упорядоченный группоид и полурешеточно упорядоченный группоид бинарных от-
ношений.

Теорема 1. Группоид (𝐴, ·) принадлежит многообразию 𝑉 𝑎𝑟{*} тогда и только тогда,
когда он удовлетворяет тождествам:

𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 (1), (𝑥𝑦)2 = 𝑥𝑦 (2), (𝑥𝑦)𝑦 = 𝑥𝑦 (3), 𝑥2𝑦2 = 𝑥2𝑦 (4), (𝑥2𝑦2)𝑧 = 𝑥2(𝑦2𝑧) (5).
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Теорема 2. Упорядоченный группоид (𝐴, ·,≤) принадлежит многообразию 𝑉 𝑎𝑟{*,⊂}
тогда и только тогда, когда он удовлетворяет тождествам (1)–(5) и тождествам:

𝑥 ≤ 𝑥2 (6), 𝑥𝑦 ≤ 𝑥2 (7).

Теорема 3. Полурешеточно упорядоченный группоид (𝐴, ·,∨) принадлежит многообра-
зию 𝑉 𝑎𝑟{*,∪} тогда и только тогда, когда он удовлетворяет тождествам (1)–(5) и тож-
дествам:

(𝑥 ∨ 𝑦)𝑧 = 𝑥𝑧 ∨ 𝑦𝑧 (8), 𝑥 ∨ 𝑥2 = 𝑥2 (9), 𝑥𝑦 ∨ 𝑥2 = 𝑥2 (10).

3. Доказательства

Разобьем доказательство теорем на ряд шагов.
Шаг 1. Приведем ряд определений и обозначений, используемых в дальнейшем изложе-

нии, и сформулируем необходимый результат из работ [7].
Обозначим через 𝑅𝑒𝑙(𝑈) множество всех бинарных отношений на 𝑈 . Всякая формула

𝜑(𝑧0, 𝑧1, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚) логики предикатов первого порядка с равенством, содержащая 𝑚 бинар-
ных предикатных символов 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚 и две свободные индивидуальные переменные 𝑧0, 𝑧1,
определяет 𝑚-арную операцию 𝐹𝜙 на 𝑅𝑒𝑙(𝑈):

𝐹𝜙(𝜌1, . . . , 𝜌𝑚) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 : 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝜌1, . . . , 𝜌𝑚)},

где 𝜙(𝑥, 𝑦,𝑅1, . . . , 𝑅𝑚) означает, что формула 𝜙 выполняется, если 𝑧0, 𝑧1 интерпретируются
как 𝑥, 𝑦 и 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚 интерпретируются как отношения 𝜌1, . . . , 𝜌𝑚 из 𝑅𝑒𝑙(𝑈).

Операция над бинарными отношениями называется диофантовой [9, 10] (в другой термино-
логии примитивно-позитивной [14]), если она может быть определена формулой, содержащей в
своей записи лишь кванторы существования и операцию конъюнкции. Диофантовы операции
могут быть описаны с помощью графов [3, 4].

Обозначим через 𝑁 множество всех натуральных чисел. Помеченным графом назовем
пару 𝐺 = (𝑉, 𝐸), где 𝑉 = 𝑉 (𝐺) – конечное множество, называемое множеством вершин, и
𝐸 = 𝐸(𝐺) ⊂ 𝑉 ×𝑁 × 𝑉 – тернарное отношение. Тройку (𝑢, 𝑘, 𝑣) ∈ 𝐸 будем называть ребром
графа, идущим из вершины 𝑢 в вершину 𝑣, помеченным меткой 𝑘, и графически изображать

следующим образом: 𝑢· 𝑘→ ·𝑣. Мы также будем говорить, что вершины 𝑢 и 𝑣 инцидентны ребру
(𝑢, 𝑘, 𝑣).

Под двухполюсником мы понимаем помеченный граф с парой выделенных вершин, то есть
систему вида 𝐺 = (𝑉,𝐸, 𝑖𝑛, 𝑜𝑢𝑡), где (𝑉,𝐸) – помеченный граф; 𝑖𝑛 = 𝑖𝑛(𝐺) и 𝑜𝑢𝑡 = 𝑜𝑢𝑡(𝐺) –
две выделенные вершины (не обязательно различные), называемые входом и выходом двух-
полюсника соответственно.

Понятие изоморфизма помеченных графов и двухполюсников определяется естественным
образом. В дальнейшем все графы будут рассматриваться с точностью до изоморфизма. Мы
также будем отождествлять двухполюсники, различающиеся лишь числом изолированных
вершин, отличных от его входа и выхода, так как такие двухполюсники соответствуют одной
и той же операции над отношениями.

Пусть 𝐹 = 𝐹𝜙 – диофантова операция, задаваемая формулой 𝜙. С этой операцией мо-
жет быть ассоциирован двухполюсник 𝐺 = 𝐺(𝐹 ) = 𝐺(𝜙), определяемый следующим обра-
зом: 𝑉 (𝐺) – множество всех индексов индивидуальных переменных, входящих в формулу 𝜙;
𝑖𝑛(𝐺) = 0, 𝑜𝑢𝑡(𝐺) = 1; (𝑖, 𝑘, 𝑗) ∈ 𝐸(𝐺) тогда и только тогда, когда атомарная формула
𝑟𝑘(𝑧𝑖, 𝑧𝑗) входит в 𝜙; если формула 𝑧𝑖 = 𝑧𝑗 входит в 𝜙, то вершины 𝑖 и 𝑗 отождествляются.
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Заметим, что двухполюсник, соответствующий операции *, задается следующим образом:

𝑖𝑛 = ·
1−→
2−→

· · = 𝑜𝑢𝑡

Пусть 𝐺 = (𝑉,𝐸, 𝑖𝑛, 𝑜𝑢𝑡) и 𝐺𝑘 = (𝑉𝑘, 𝐸𝑘, 𝑖𝑛𝑘, 𝑜𝑢𝑡𝑘) (𝑘 = 1, . . . ,𝑚) – двухполюсники с по-
парно непересекающимися множествами вершин. Назовем композицией этих двухполюсников
новый двухполюсник 𝐺(𝐺1, . . . , 𝐺𝑚), определяемый следующим образом [14]: возьмем двух-
полюсник 𝐺 и заменим каждое его ребро (𝑢, 𝑘, 𝑣) ∈ 𝐸 на двухполюсник 𝐺𝑘, отождествляя при
этом вершину 𝑖𝑛𝑘 с вершиной 𝑢 и вершину 𝑜𝑢𝑡𝑘 с вершиной 𝑣.

Рассмотрим множество Ω = {𝐹𝜙1 , . . . , 𝐹𝜙𝑛} диофантовых операций над отношениями,
и пусть 𝐴 = (𝐴, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) – универсальная алгебра соответствующего типа. Положим
𝐺1 = 𝐺(𝜙1), . . . , 𝐺𝑛 = 𝐺(𝜙𝑛).

Для всякого терма 𝑝 алгебры 𝐴 определим следующим индуктивным образом двухполюс-
ник 𝐺(𝑝) = (𝑉 (𝑝), 𝐸(𝑝), 𝑖𝑛(𝑝), 𝑜𝑢𝑡(𝑝)) :

1) если 𝑝 = 𝑥𝑘, то 𝐺(𝑝) представляет собой двухполюсник вида 𝑖𝑛·
𝑘→ ·𝑜𝑢𝑡;

2) если 𝑝 = 𝑓𝑘(𝑝1, . . . , 𝑝𝑚), то 𝐺(𝑝) есть композиция 𝐺𝑘(𝐺(𝑝1), . . . , 𝐺(𝑝𝑚)).

Пусть 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1, 𝑖𝑛1, 𝑜𝑢𝑡1) и 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2, 𝑖𝑛2, 𝑜𝑢𝑡2) – двухполюсники. Отображение
𝑓 : 𝑉2 → 𝑉1 называется гомоморфизмом из 𝐺2 в 𝐺1, если 𝑓(𝑖𝑛2) = 𝑖𝑛1, 𝑓(𝑜𝑢𝑡2) = 𝑜𝑢𝑡1 и
(𝑓(𝑢), 𝑘, 𝑓(𝑣)) ∈ 𝐸1 для всякой тройки (𝑢, 𝑘, 𝑣) ∈ 𝐸2.

Мы будем писать 𝐺1 ≺ 𝐺2, если существует гомоморфизм из 𝐺2 в 𝐺1, и 𝐺1
∼= 𝐺2, если

𝐺1 ≺ 𝐺2 и 𝐺2 ≺ 𝐺1.
Обозначим через 𝐸𝑞{Ω} (𝐸𝑞{Ω,⊂}) эквациональную теорию класса 𝑅{Ω}

(𝑅{Ω,⊂}), то есть совокупность всх тождеств, выполняющихся на алгебрах из этого класса.
Теперь мы готовы сформулировать основной результат работы [7]:

Тождество 𝑝 = 𝑞 (𝑝 ≤ 𝑞) принадлежит эквациональной теории 𝐸𝑞{Ω} (𝐸𝑞{Ω,⊂}) тогда
и только тогда, когда 𝐺(𝑝) ∼= 𝐺(𝑞) (𝐺(𝑝) ≺ 𝐺(𝑞)).

Шаг 2. Рассмотрим счетное множество индивидуальных переменных 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, . . . }.
Напомним, что термы группоида определяются следующим индуктивным образом: всякая ин-
дивидуальная переменная является термом; если 𝑝1 и 𝑝2 – термы, то выражение (𝑝1𝑝2) явля-
ется термом, называемым произведением термов 𝑝1 и 𝑝2. В дальнейшем внешние скобки в
записи термов, как правило, будут опускаться. Множество Ξ всех термов относительно опе-
рации произведения термов образует счетно порожденную свободную алгебру в классе всех
группоидов.

Обозначим через Σ (Σ≤) эквациональную теорию класса группоидов (упорядоченных груп-
поидов), удовлетворяющих тождествам (1)–(5) ((1)–(7)). Для термов 𝑝1 и 𝑝2 из Ξ будем писать
𝑝1 ∼= 𝑝2 (𝑝1 ≺ 𝑝2), когда тождество 𝑝1 = 𝑝2 (𝑝1 ≤ 𝑝2) принадлежит Σ (Σ≤) . Отношение ∼= яв-
ляется отношением конгруэнции группоида Ξ, а фактор группоид Ξ/ ∼= является свободным
счетно порожденным группоидом в многообразии, задаваемом тождествами (1)–(5). Класс от-
ношения эквивалентности, содержащий терм 𝑝 обозначим через [𝑝]. Фактор группоид Ξ/ ∼=,
упорядоченный отношением ≤ ([𝑝] ≤ [𝑞] ⇔ 𝑝 ≺ 𝑞), является свободным счетно порожденным
упорядоченным группоидом в многообразии, задаваемом тождествами (1)–(7).

Пусть (𝐴, ·) – группоид, удовлетворяющий тождествам (1)–(5). В дальнейшем при преоб-
разованиях термов группоида мы, как правило, будем указывать номер используемого тож-
дества. Покажем, что тождества (1)–(5) влекут следующее тождество:

((𝑥𝑦)(𝑢𝑣))𝑧 = (𝑥𝑦)((𝑢𝑣))𝑧) (11).

Действительно, ((𝑥𝑦)(𝑢𝑣))𝑧
2∼= ((𝑥𝑦)2(𝑢𝑣)2)𝑧

5∼= (𝑥𝑦)2((𝑢𝑣)2)𝑧
2∼= (𝑥𝑦)((𝑢𝑣))𝑧.
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Из тождества (11) следует, что подгруппоид (𝐴2, ·), где 𝐴2 = {𝑎𝑏 : 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴}, является
полугруппой и, следовательно, скобки, указывающие порядок выполнения действий в произ-
ведении элементов из 𝐴2, а также в соответствующих термах при их равносильных преобразо-
ваниях, могут быть расставлены произвольным образом или просто опущены. В дальнейшем
мы будем пользоваться этим свойством без особых упоминаний.

Лемма 1. Для любого терма 𝑝 ∈ Ξ, либо 𝑝 ∈ 𝑋, либо 𝑝 ∼= (𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚).

Доказательство.

Доказательство индукцией по числу вхождений переменных в терм. База индукции оче-
видна. Пусть 𝑝 ∼= (𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚). Если 𝑞 = 𝑥𝑘, то

𝑥𝑘𝑝 ∼= 𝑝𝑥𝑘 ∼= ((𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚))𝑥𝑘
11∼=

((𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−3𝑥𝑖2𝑚−1))((𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)𝑥𝑘)
2∼=

((𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−3𝑥𝑖2𝑚−1))((𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)
2𝑥𝑘)

4∼=

((𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−3𝑥𝑖2𝑚−1))((𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)
2(𝑥𝑘𝑥𝑘))

2∼=
((𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−3𝑥𝑖2𝑚−1))((𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)(𝑥𝑘𝑥𝑘))

∼=
(𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−3𝑥𝑖2𝑚−1)(𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)(𝑥𝑘𝑥𝑘).

Пусть теперь 𝑞 ∼= (𝑥𝑗1𝑥𝑗2)(𝑥𝑗3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑗2𝑛−1𝑥𝑗2𝑛), тогда
𝑝𝑞 ∼= ((𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚))((𝑥𝑗1𝑥𝑗2)(𝑥𝑗3𝑥𝑗4) . . . (𝑥𝑗2𝑛−1𝑥𝑗2𝑛))
∼= (𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)(𝑥𝑗1𝑥𝑗2)(𝑥𝑗3𝑥𝑗4) . . . (𝑥𝑗2𝑛−1𝑥𝑗2𝑛). 2

Шаг 3. Cогласно определению двухполюсник 𝐺(𝑝) = (𝑉 (𝑝), 𝐸(𝑝), 𝑖𝑛𝑝, 𝑜𝑢𝑡𝑝) для терма
𝑝 = (𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚) может быть построен следующим образом:

𝑉 (𝑝) = {𝑖𝑛𝑝, 𝑜𝑢𝑡𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚};

𝐸(𝑝) = {(𝑖𝑛𝑝, 𝑖1, 𝑣1), (𝑖𝑛𝑝, 𝑖2, 𝑣1), (𝑖𝑛𝑝, 𝑖3, 𝑣2), (𝑖𝑛𝑝, 𝑖4, 𝑣2), . . . , (𝑖𝑛𝑝, 𝑖2𝑚−1, 𝑣𝑚), (𝑖𝑛𝑝, 𝑖2𝑚, 𝑣𝑚)}.

Заметим, что двухполюсник 𝐺(𝑝) получается из объединения двухполюсников
𝐺(𝑥𝑖1𝑥𝑖2), 𝐺(𝑥𝑖3𝑥𝑖4), . . . , 𝐺(𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚) посредством отождествления их входов и выходов.

Следующие две леммы непосредственно следует из определения гомоморфизма и описан-
ного выше строения двухполюсников.

Лемма 2. Пусть 𝐺(𝑥𝑘) ≺ 𝐺(𝑝), где 𝑝 = (𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚). Тогда

𝑥𝑖1 = 𝑥𝑖2 = 𝑥𝑖3= = 𝑥𝑖4 = . . . = 𝑥𝑖2𝑚−1 = 𝑥𝑖2𝑚 = 𝑥𝑘.

Лемма 3. Пусть 𝐺(𝑝) ≺ 𝐺(𝑞), где 𝑝 = (𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚),
𝑞 = (𝑥𝑗1𝑥𝑗2)(𝑥𝑗3𝑥𝑗4) . . . (𝑥𝑗2𝑛−1𝑥𝑗2𝑛), 𝑉 (𝑝) = {𝑖𝑛𝑝, 𝑜𝑢𝑡𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚},
𝑉 (𝑞) = {𝑖𝑛𝑞, 𝑜𝑢𝑡𝑞, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛} и 𝑓 : 𝑉 (𝑞) → 𝑉 (𝑝) соответствующий гомоморфизм двухпо-
люсника 𝐺(𝑞) в двухполюсник 𝐺(𝑝). Предположим, что 𝑓(𝑢𝑘) = 𝑣𝑙. Тогда возможен один из
следующих случаев:

a) 𝑥𝑗2𝑘−1
= 𝑥𝑖2𝑙−1

и 𝑥𝑗2𝑘 = 𝑥𝑖2𝑙 ;
b) 𝑥𝑗2𝑘−1

= 𝑥𝑖2𝑙 и 𝑥𝑗2𝑘 = 𝑥𝑖2𝑙−1
;

c) 𝑥𝑗2𝑘−1
= 𝑥𝑗2𝑘 = 𝑥𝑖2𝑙−1

;
d) 𝑥𝑗2𝑘−1

= 𝑥𝑗2𝑘 = 𝑥𝑖2𝑙 .

Лемма 4. Пусть 𝐺(𝑝) ≺ 𝐺(𝑞), где 𝑝 = (𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚),
𝑞 = (𝑥𝑗1𝑥𝑗2)(𝑥𝑗3𝑥𝑗4) . . . (𝑥𝑗2𝑛−1𝑥𝑗2𝑛). Тогда для любого 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 имеем
𝑝 ∼= 𝑝(𝑥𝑖2𝑘−1

𝑥𝑖2𝑘).
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Доказательство. Предположим, что 𝑓(𝑢𝑘) = 𝑣𝑙. Согласно лемме 3 возможны следующие
случаи:

a) 𝑥𝑗2𝑘−1
= 𝑥𝑖2𝑙−1

и 𝑥𝑗2𝑘 = 𝑥𝑖2𝑙 . Тогда

𝑝 ∼= (𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑙−1
𝑥𝑖2𝑙) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)

2∼=
(𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑙−1

𝑥𝑖2𝑙)
2 . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)

∼=

(𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑙−1
𝑥𝑖2𝑙)(𝑥𝑖2𝑘−1

𝑥𝑖2𝑘) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)
1∼=

(𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑙−1
𝑥𝑖2𝑙) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)(𝑥𝑖2𝑘−1

𝑥𝑖2𝑘)
1∼= 𝑝(𝑥𝑖2𝑘−1

𝑥𝑖2𝑘).
Случай (b) рассматривается аналогично.
c) 𝑥𝑗2𝑘−1

= 𝑥𝑗2𝑘 = 𝑥𝑖2𝑙−1
. Тогда

𝑝 ∼= (𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑙−1
𝑥𝑖2𝑙) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)

3∼=

(𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . ((𝑥𝑖2𝑙−1
𝑥𝑖2𝑙)𝑥𝑖2𝑙−1

) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)
2∼=

(𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . ((𝑥𝑖2𝑙−1
𝑥𝑖2𝑙)

2𝑥𝑖2𝑙−1
) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)

4∼=

(𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . ((𝑥𝑖2𝑙−1
𝑥𝑖2𝑙)

2(𝑥𝑖2𝑙−1
𝑥𝑖2𝑙−1

) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)
2∼=

(𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑙−1
𝑥𝑖2𝑙)(𝑥𝑖2𝑘−1

𝑥𝑖2𝑘) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)
1∼=

(𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑙−1
𝑥𝑖2𝑙) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚)(𝑥𝑖2𝑘−1

𝑥𝑖2𝑘)
∼= 𝑝(𝑥𝑖2𝑘−1

𝑥𝑖2𝑘).
Случай (d) рассматривается аналогично. 2

Лемма 5. Пусть 𝐺(𝑝) ≺ 𝐺(𝑞), где 𝑝 = (𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚),
𝑞 = (𝑥𝑗1𝑥𝑗2)(𝑥𝑗3𝑥𝑗4) . . . (𝑥𝑗2𝑛−1𝑥𝑗2𝑛). Тогда 𝑝

∼= 𝑝𝑞.

Доказательство. Используя лемму 4, получаем
𝑝 ∼= 𝑝(𝑥𝑗2𝑛−1𝑥𝑗2𝑛)

∼= . . . ∼= 𝑝(𝑥𝑗1𝑥𝑗2)(𝑥𝑗3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑗2𝑛−1𝑥𝑗2𝑛) = 𝑝𝑞.
2

Шаг 4. Легко проверить, что операции * удовлетворяют тождествам (1)–(7). Отсюда следу-
ет, что Σ ⊂ 𝐸𝑞{*} и Σ≤ ⊂ 𝐸𝑞{*,⊂}. Таким образом, для доказательства теорем 1,2 достаточно
показать, что всякое тождество 𝑝 = 𝑞 (𝑝 ≤ 𝑞) из 𝐸𝑞{*} (𝐸𝑞{*,⊂}) принадлежит Σ (Σ≤).

Предположим, что тождество 𝑝 ≤ 𝑞 принадлежит эквациональной теории 𝐸𝑞{*,⊂}. Тогда
согласно сформулированному выше результату из работы [7] имеем 𝐺(𝑝) ≺ 𝐺(𝑞).

Если 𝑝 = 𝑥𝑘, то, используя лемму 2, получаем

𝑝 = 𝑥𝑘
6
≺ 𝑥2𝑘

3∼= 𝑥2𝑘𝑥𝑘
4∼= 𝑥2𝑘𝑥

2
𝑘

3∼= . . .
3∼= 𝑥2𝑘𝑥

2
𝑘 . . . 𝑥

2
𝑘 = 𝑞.

Если же 𝑞 = 𝑥𝑘 , то очевидно, что 𝑝 = 𝑥𝑘 = 𝑞. Таким образом, согласно лемме 1 можно
предположить, что 𝑝 = (𝑥𝑖1𝑥𝑖2)(𝑥𝑖3𝑥𝑖4) . . . (𝑥𝑖2𝑚−1𝑥𝑖2𝑚) и 𝑞 = (𝑥𝑗1𝑥𝑗2)(𝑥𝑗3𝑥𝑗4) . . . (𝑥𝑗2𝑛−1𝑥𝑗2𝑛).

Отсюда, используя лемму 5, получаем 𝑝 ∼= 𝑝𝑞
7
≺ 𝑞2

2∼= 𝑞.
Таким образом, во всех возможных случаях тождество 𝑝 ≤ 𝑞 принадлежит эквациональной

теории Σ, что завершает доказательство теоремы 2.
Предположим теперь, что тождество 𝑝 = 𝑞 принадлежит эквациональной теории 𝐸𝑞{*}.

Тогда согласно сформулированному выше результату из [7], имеем 𝐺(𝑝) ∼= 𝐺(𝑞), то есть
𝐺(𝑝) ≺ 𝐺(𝑞) и 𝐺(𝑞) ≺ 𝐺(𝑝). Если хотя бы один из этих термов принадлежит 𝑋 =
= {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, . . . }, то, как легко видеть, 𝑝 = 𝑞. В противном случае, согласно лемме 5 имеем

𝑝 ∼= 𝑝𝑞 и 𝑞 ∼= 𝑞𝑝, откуда 𝑝 ∼= 𝑝𝑞
1∼= 𝑞𝑝 = 𝑞.

Таким образом, во всех возможных случаях тождество 𝑝 = 𝑞 принадлежит эквациональной
теории Σ, что завершает доказательство теоремы 1.

Теорема 3 непосредственно вытекает из теоремы 2 и следствия 5 работы [7].
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4. Заключение

Сформулируем ряд проблем относительно исследуемых классов группоидов отношений.
Проблема 1. Найти систему элементарных аксиом для классов 𝑅{*}, 𝑅{*,⊂} и 𝑅{*,∪}.
Проблема 2. Найти базисы квазитождеств для квазимногообразий, порожденных классами

𝑅{*}, 𝑅{*,⊂} и 𝑅{*,∪}. Выяснить, являются ли эти квазимногообразии многообразиями.
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