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Аннотация

Оценка меры иррациональности различных трансцендентных чисел является одним из
основыных направлений теории диофантовых приближений.

В настоящее время разработан целый ряд методов, позволяющих получать подобные
оценки для значений аналитических функций. Наиболее эффективным оказался метод,
связанный с построением различных интегральных конструкций; одним из первых подоб-
ных построений является классическое интугральное представление гипергеометрической
функции Гаусса.

Оценки снизу меры иррациональности логарифмов рациональных чисел рассматри-
вались многими зарубежными авторами: А. Бейкер и Д. Вустольц [4], А. Хеймонен,
Т. Матала-ахо, К. Ваананен [5], К. Ву [6], Д. Рин и П. Тоффин [7]. В своих работах они
применяли различные интегральные конструкции, дающие малые линейные формы от ло-
гарифмов и других чисел, вычисляли асимптотику интегралов и коэффициентов линейных
форм с помощью метода перевала, теоремы Лапласа, оценивали знаменатель коэффици-
ентов линейных форм с использованием различных схем "сокращения простых чисел".
Обзор некоторых методов из теории диофантовых приближений логарифмов рациональ-
ных чисел того времени был представлен в 2004 году в статье В. В. Зудилина [8].

Затем В. Х. Салихов в работе [3], основываясь на тех же асимптотических методах,
но использовав новый вид интегральной конструкции, обладающей свойством симметрии,
значительно улучшил оценку меры иррациональности числа ln 3. Впоследствии В. Х. Са-
лихову, благодаря использованию уже комплексного симметризованного интеграла, уда-
лось улучшить оценку меры иррациональности числа 𝜋 [15]. В дальнейшем данный метод
(применительно к диофантовым приближениям логарифмов рациональных чисел) полу-
чил развитие в работах его учеников: Е. С. Золотухиной [10, 11], М. Ю. Лучина [12, 13],
Е. Б. Томашевской [14]. Это привело к улучшению оценок мер иррациональности целого
ряда чисел:

𝜇(log(5/3)) 6 5.512 . . . [14], 𝜇(log(8/5)) < 5.9897 [12], 𝜇(log(7/5)) 6 4.865 . . . [14],
𝜇(log(9/7)) 6 3.6455 . . . [10], 𝜇(log(7/4)) < 8.1004 [13].

С помощью интегральной конструкции, основанной на симметризованных многочле-
нах, получена новая оценка меры иррациональности числа ln 3. Предыдущий результат
принадлежал К. Ву и Л. Вангу и был установлен в 2014 г.

Улучшение оценки связано с добавлением к симметризованным многочленам, исполь-
зованным в интегральной конструкции К. Ву и Л. Ванга, специального квадратного сим-
метризованного многочлена.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 18-01-00296-а).
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Abstract

An estimate of the irrationality measure of various transcendental numbers is one of the
directions in the theory of Diophantine approximations foundations.

Nowadays there is a range of methods which make possible to obtain similar estimates for
the values of analytic functions. The most effective method is the adding of various integral
constructions; one of the first early constructions is the classical intuitive representation of the
Gauss hypergeometric function.

Lower estimates of the irrationality measure of rational numbers logarithms were considered
by many foreign authors: А. Baker and G. Wüstholz [4], А. Heimonen, Т. Matala-aho,
К. Väänänen [5], Q. Wu [6], G. Rhin and P. Toffin [7]. In their works they used various
integral constructions, giving small linear forms from logarithms and other numbers, calculated
asymptotic of integrals and coefficients of the linear forms using the saddle point method,
Laplace theorem, evaluated the denominator coefficients of the linear forms using various
schemes "reduction of prime numbers". Review of some methods from the theory of diophantine
approximation of rational numbers logarithms at that time was introduced in 2004 by V. Zudilin
[8].

Then V. Kh. Salikhov in [3] considerably improved estimate of the irrationality measure
of ln 3, based on the same asymptotic methods, but used a new type of integral construction,
which has property of summetry. Subsequently, V. Kh. Salikhov due to usage of already complex
symmetrized integral improved estimate of the irrationality measures of 𝜋 [15]. In the future,
this method (as applied to diophantine approximation of logarithms of rational numbers) was
developed by his pupils: E. S. Zolotuhina [10, 11], M. Yu. Luchin [12, 13], Е. B. Tomashevskaya
[14]. It led to improvement of the irrationality measure estimates for the following numbers:

𝜇(log(5/3)) 6 5.512 . . . [14], 𝜇(log(8/5)) < 5.9897 [12], 𝜇(log(7/5)) 6 4.865 . . . [14],
𝜇(log(9/7)) 6 3.6455 . . . [10], 𝜇(log(7/4)) < 8.1004 [13].

In this paper due to usage the symmetrized real integral we obtain a new estimate of the
irrationality measure of ln 3. The previous irrationality measure estimate of ln 3 was received in
2014 by Q. Wu and L. Wang [1].

The estimate improvement had resulted from the addition of a special square symmetrized
polynomial to the symmetrized polynomials used in the integral construction of K. Wu and
L. Wang.
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1. Введение

Мерой иррациональности 𝜇(𝛾) вещественного числа 𝛾 называется нижняя грань множе-
ства чисел 𝛼, для которых, начиная с некоторого положительного 𝑞 > 𝑞0(𝛼), выполняется
неравенство

|𝛾 − 𝑝

𝑞
| > 𝑞−𝛼, 𝑝 ∈ Z, 𝑞 ∈ N.

В работе [1] была получена оценка 𝜇(ln 3) 6 5.1163051. Отметим, что в работе [2] Д. Рин
получил оценку 𝜇(ln 3) 6 8.616, а в работе [3] В. Х. Салихов с помощью симметризованных
многочленов улучшил результат Д. Рина: 𝜇(ln 3) 6 5.125.

В настоящей работе доказан следующий результат:

Теорема 1. Пусть ℎ1, ℎ2, ℎ ∈ Z, 𝐻 = max(|ℎ1|, |ℎ2|), 𝐻 > 𝐻0. Тогда

|ℎ1 ln 2 + ℎ2 ln 3 + ℎ| > 𝐻−𝜇,

где 𝜇 = 4.116201.

Следствие 1. Справедлива оценка

𝜇(ln 3) 6 5.116201.

2. Доказательство теоремы 1

Пусть далее 𝑑 = 35, 𝑡 = (𝑥− 𝑑)2, 𝐴 ∈ N, 𝐵 ∈ Z+, (𝐴,𝐵) = 1 в случае 𝐵 ̸= 0,

𝑃 = 𝐴𝑡−𝐵 = 𝐴2𝑥
2 +𝐴1𝑥+𝐴0, (1)

где 𝐴2 = 𝐴, 𝐴1 = −2𝐴𝑑, 𝐴0 = 𝐴𝑑2 −𝐵.
Определим для несократимой дроби 𝑎/𝑏, где 𝑎 ∈ Z, 𝑎 ̸= 0, 𝑏 ∈ N, показатель

𝛶𝑝 = 𝛶𝑝(𝑎/𝑏) ∈ Z простого числа 𝑝 так, что

𝑎

𝑏
= 𝑝𝛶𝑝

𝑎1
𝑏1
,

где 𝑎1 ∈ Z, 𝑏1 ∈ N, (𝑎1, 𝑝) = (𝑏1, 𝑝) = 1.
Пусть, наконец, для аналитической в точке 𝑥 = 0 функции 𝑓(𝑥)

𝐷0(𝑓(𝑥)) = 𝑓(0), 𝐷𝑁 (𝑓(𝑥)) =
𝑓 (𝑁)(0)

𝑁 !
, 𝑁 ∈ N.

Определим для многочлена 𝑃 из (1)

𝛶𝑝(𝑃 ) = min(2, 𝛶𝑝(𝐴0)), где 𝑝 ∈ {5; 7},
𝛶3(𝑃 ) = min(1, 𝛶3(𝐴0)),

𝛶2(𝑃 ) = min(4, 𝛶2(𝐴0)).

(2)

Лемма 1. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝑁 ∈ Z+, 𝑁 6 2𝑚. Тогда выполняются следующие оценки

𝛶𝑝(𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) > 𝑚𝛶𝑝(𝑃 )−𝑁, 𝑝 ∈ {3; 5; 7}, (3)

𝛶2(𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) > 𝑚𝛶𝑝(𝑃 )− 3𝑁. (4)
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Доказательство. Пусть далее 𝑚 = (𝑚0,𝑚1,𝑚2) ∈ (Z+)3, |𝑚| = 𝑚0 +𝑚1 +𝑚2,

𝛾(𝑚) =
|𝑚|

𝑚0!𝑚1!𝑚2!
∈ N.

Тогда из (1) имеем

𝑃𝑚 =
∑︁

|𝑚|=𝑚

𝛾(𝑚)𝐴𝑚2
2 𝐴𝑚1

1 𝐴𝑚0
0 𝑥𝑚1+2𝑚2 ,

𝐷𝑁 (𝑃𝑚) =
∑︁

|𝑚|=𝑚,𝑚1+2𝑚2=𝑁

𝛾(𝑚)𝐴𝑚0
0 (2𝑑)𝑚1𝐴3, 𝐴3 = (−1)𝑚1𝐴𝑚1+𝑚2 ∈ Z.

Для 𝑝 ∈ {5; 7} получим

𝛶𝑝(𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) > 𝑚0𝛶𝑝(𝐴0) +𝑚1 > (𝑚0 +𝑚1 +𝑚2)𝛶𝑝(𝑃 )− (𝑚1 + 2𝑚2) = 𝑚𝛶𝑝(𝑃 )−𝑁,

т.к. из (2) имеем 𝛶𝑝(𝐴0) > 𝛶𝑝(𝑃 ), 𝛶𝑝(𝑃 ) 6 2.
Аналогично

𝛶3
(︀
𝐷𝑃𝑚

𝑁

)︀
> 𝑚0𝛶3(𝐴0) > (𝑚0 +𝑚1 +𝑚2)𝛶3(𝑃 )− (𝑚1 + 2𝑚2) = 𝑚𝛶3(𝑃 )−𝑁,

т.к. из (2) имеем 𝛶3(𝐴0) ≥ 𝛶3(𝑃 ), 𝛶3(𝑃 ) ≤ 1, и неравенства (3) доказаны.
Имеем далее

𝛶2(𝐷
𝑃𝑚

𝑁 ) > 𝑚0𝛶2(𝐴0) +𝑚1 > (𝑚0,𝑚1,𝑚2)𝛶2(𝑃 )− 3(𝑚1 + 2𝑚2) = 𝑚𝛶2(𝑃 )− 3𝑁,

т.к. из (2) имеем 𝛶2(𝐴0) ≥ 𝛶2(𝑃 ), 𝛶2(𝑃 ) ≤ 4, и неравенство (4), а вместе с ним и лемма 1
доказаны.

Пусть 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ N, (𝐴,𝐵,𝐶) = 1,

𝑃 = 𝐴𝑡2 −𝐵𝑡+ 𝐶 =
4∑︁

𝑖=0

𝐴𝑖𝑥
𝑖, (5)

где 𝐴4 = 𝐴, 𝐴3 = −4𝑑𝐴, 𝐴2 = 6𝑑2𝐴−𝐵, 𝐴1 = −4𝑑3𝐴+ 2𝑑𝐵, 𝐴0 = 𝑑4𝐴− 𝑑2𝐵 + 𝐶.
Определим для многочлена (5) показатели

𝛶𝑝(𝑃 ) = min(4, 𝛶𝑝(𝐴0), 𝛶𝑝(𝐴1) + 1, 𝛶𝑝(𝐴2) + 2), 𝑝 ∈ {5; 7},
𝛶3(𝑃 ) = min(2, 𝛶3(𝐴0), 𝛶3(𝐴1) + 1),

𝛶2(𝑃 ) = min(8, 𝛶2(𝐴0), 𝛶2(𝐴1) + 3, 𝛶2(𝐴2) + 6).

(6)

Лемма 2. Для многочлена (5) выполнены оценки (3) и (4), где 𝑁 ≤ 4𝑚, а показатели
𝛶𝑝(𝑃 ) определены равенствами (6).

Доказательство. Пусть далее

𝑚 = (𝑚0,𝑚1,𝑚2,𝑚3,𝑚4) ∈ (Z+)5, |𝑚| = 𝑚0 +𝑚1 +𝑚2 +𝑚3 +𝑚4,

𝛾(𝑚) =
|𝑚|

𝑚0!𝑚1!𝑚2!𝑚3!𝑚4!
∈ N.

Тогда

𝑃𝑚 =
∑︁

|𝑚|=𝑚

𝛾(𝑚)

4∏︁
𝑖=0

(𝐴𝑖𝑥
𝑖)𝑚𝑖 ,

𝐷𝑁 (𝑃𝑚) =
∑︁

|𝑚|=𝑚,
∑︀4

𝑖=1 𝑖𝑚𝑖=𝑁

𝛾(|𝑚|)
∏︁

𝐴𝑚𝑖
𝑖 .

Рассмотрим ряд случаев
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1. 𝑝 ∈ {5; 7}.
Имеем

𝛶𝑝(𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) ≥
4∑︁

𝑖=0

𝑚𝑖𝛶𝑝(𝐴𝑖) ≥ 𝑚𝛶𝑝(𝑃 )−
4∑︁

𝑖=0

𝑖𝑚𝑖 = 𝑚𝛶𝑝(𝑃 )−𝑁,

т.к. 𝛶𝑝(𝐴𝑖)+ 𝑖 ≥ 𝛶𝑝(𝑃 ), 𝑖 = 0, 1, ..., 4. Для 𝑖 ∈ {0; 1; 2} это следует из определения (6), при
𝑖 = 3 𝛶𝑝(𝐴3) + 3 ≥ 1 + 3 ≥ 𝛶𝑝(𝑃 ), при 𝑖 = 4 𝛶𝑝(𝐴4) + 4 ≥ 4 ≥ 𝛶𝑝(𝑃 )

2. 𝑝 = 3.

В этом случае

𝛶3(𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) ≥
4∑︁

𝑖=0

𝑚𝑖𝛶3(𝐴𝑖) ≥ 𝑚𝛶3(𝑃 )−𝑁,

т.к. снова 𝛶3(𝐴𝑖) + 𝑖 ≥ 𝛶3(𝑃 ), 𝑖 = 0, 1, ..., 4. Для 𝑖 ∈ {0; 1} это неравенство следует из (6),
а для 𝑖 ∈ {2; 3; 4} 𝛶3(𝐴𝑖)+ 𝑖 ≥ 2 ≥ 𝛶3(𝑃 ), и неравенства (3) для многочлена (5) доказаны.

3. 𝑝 = 2.

Здесь

𝛶2(𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) ≥
4∑︁

𝑖=0

𝑚𝑖𝛶2(𝐴𝑖) ≥ 𝑚𝛶2(𝑃 )− 3
4∑︁

𝑖=0

𝑖𝑚𝑖 = 𝑚𝛶2(𝑃 )− 3𝑁,

т.к. 𝛶2(𝐴𝑖) + 3𝑖 ≥ 𝛶2(𝑃 ), 𝑖 = 0, 1, ..., 4. Для 𝑖 ∈ {0; 1; 2} это следует из определения (6),
а при 𝑖 ∈ {3; 4} 𝛶2(𝐴𝑖) + 3𝑖 ≥ 9 > 𝛶2(𝑃 ), и неравенство (4), а вместе с ним и лемма 2
доказаны.

При доказательстве теоремы 1 мы будем применять 7 многочленов вида (1), а также один
многочлен вида (5), а именно

𝑃1(𝑥) = (𝑥− 28)(𝑥− 42) = 𝑡− 49;

𝑃2(𝑥) = (𝑥− 30)(𝑥− 40) = 𝑡− 25;

𝑃3(𝑥) = (𝑥− 35)2 = 𝑡;

𝑃4(𝑥) = 3𝑥2 − 210𝑥+ 3640 = 3𝑡− 35;

𝑃5(𝑥) = 71𝑥2 − 4970𝑥+ 86240 = 71𝑡− 735;

𝑃6(𝑥) = (11𝑥− 420)(11𝑥− 350) = 121𝑡− 1225;

𝑃7(𝑥) = 113𝑥2 − 7910𝑥+ 137200 = 113𝑡− 1225;

𝑃8(𝑥) = 61𝑡2 − 3066𝑡+ 25725, 𝑡 = (𝑥− 35)2.

Положим {𝑝1; 𝑝2; 𝑝3; 𝑝4} = {7; 5; 3; 2}, для выписанных многочленов 𝑃𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, ..., 8, обо-
значим ∏︁

𝑘

=

4∏︁
𝑗=1

𝑝
𝛶𝑝𝑗 (𝑃𝑘)

𝑗

.
Из определений показателей (2) и (6) имеем∏︁

1

= 72 * 31 * 23;
∏︁
2

= 52 * 31 * 24;
∏︁
3

= 72 * 52;
∏︁
4

= 71 * 51 * 23;∏︁
5

= 72 * 51 * 24;
∏︁
6

= 72 * 52 * 31 * 23;
∏︁
7

= 72 * 52 * 24;
∏︁
8

= 73 * 52 * 28;
(7)
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Пусть

𝛼1 = 0.499408; 𝛼2 = 0.499623; 𝛼3 = 0.497422; 𝛼4 = 0.000651;

𝛼5 = 0.000327; 𝛼6 = 0.000969; 𝛼7 = 0.001394; 𝛼8 = 0.000103;
(8)

Рассмотрим рациональную функцию

𝑅𝑛(𝑥) =

∏︀8
𝑘=1 𝑃

𝛼𝑘𝑛
𝑘

𝑥𝑛+1(70− 𝑥)𝑛+1
, (9)

где 𝑛 ∈ N, 𝑛 кратно 106, а тогда все 𝛼𝑘𝑛 ∈ N.
Отметим, что в работе [3] рассматривались лишь многочлены 𝑃1(𝑥), 𝑃2(𝑥) и 𝑃3(𝑥), а в рабо-

те [1] к этим многочленам были добавлены 𝑃𝑘(𝑥), 𝑘 = 4; 5; 6; 7. Наконец, в нашей конструкции
ко всем этим многочленам добавлен квадратичный многочлен 𝑃8(𝑥).

Определим следующие интегралы

𝜔1 =

∫︁ 40

35
𝑅𝑛(𝑥)𝑑𝑥, 𝜔2 =

∫︁ 42

40
𝑅𝑛(𝑥)𝑑𝑥. (10)

Функция (9) симметрична относительно точки 𝑥 = 35. Следовательно, её разложение в сумму
простейших дробей имеет вид

𝑅𝑛(𝑥) = 𝑄𝑛−2(𝑥) +
𝑛+1∑︁
𝑖=1

(︂
𝑎𝑖
𝑥𝑖

+
𝑎𝑖

(70− 𝑥)𝑖

)︂
, (11)

где все 𝑎𝑖 ∈ Q, 𝑄𝑛−2(𝑥) ∈ Z[𝑥], deg𝑄𝑛−2(𝑥) = 2𝑛(𝛼1 + ...+ 𝛼7) + 4𝑛𝛼8 − 2𝑛− 2 = 𝑛− 2.
Следующая лемма аналогична лемме 1 работы [3].

Лемма 3. Для всех 𝑖 = 1, ..., 𝑛+ 1 имеет место представление

𝑎𝑖 = 7𝑖−2 * 5𝑖−2 * 3𝑖−1 * 23𝑖−4−𝛼𝑛𝑀𝑖, (12)

где 𝑀𝑖 ∈ Z, 𝛼 = 0.490716.

Доказательство. Пусть 𝑚 = (𝑚1, ...,𝑚9) ∈ (Z+)9, |𝑚| = 𝑚1+ ...+𝑚9. Тогда из (9) и (11)
получим

𝑎𝑖 = 𝐷𝑛+1−𝑖(𝑅𝑛(𝑥)𝑥
𝑛+1) =

∑︁
|𝑚|=𝑛+1−𝑖

8∏︁
𝑘=1

𝐷𝑚𝑘
(𝑃𝑘(𝑥)

𝛼𝑘𝑛)𝐷𝑚9

(︀
(70− 𝑥)−𝑛−1

)︀
.

Имеем

𝐷𝑚9

(︀
(70− 𝑥)−𝑛−1

)︀
=

(︂
𝑛+𝑚9

𝑚9

)︂
70−𝑛−𝑚9−1.

Как в лемме 1 работы [3], необходимо оценить снизу показатели 𝛾𝑝𝑗 (𝑎𝑖), 𝑝𝑗 ∈ {7; 5; 3; 2}. Мы
будем применять леммы 1, 2, а также равенства (7) и (8). Имеем последовательно

𝛶7(𝑎𝑖) > 2𝛼1𝑛−𝑚1 + 2𝛼3𝑛−𝑚3 + 𝛼4𝑛−𝑚4 + 2𝛼5𝑛−𝑚5 + 2𝛼6𝑛−𝑚6 + 2𝛼7𝑛−𝑚7 + 3𝛼8𝑛−
−𝑚8 − 𝑛−𝑚9 − 1 > 𝑛(2𝛼1 + 2𝛼3 + 𝛼4 + 2𝛼5 + 2𝛼6 + 2𝛼7 + 3𝛼8)− 𝑛− 1− (𝑛+ 1− 𝑖) = 𝑖− 2;

𝛶5(𝑎𝑖) > 2𝛼2𝑛−𝑚2 + 2𝛼3𝑛−𝑚3 + 𝛼4𝑛−𝑚4 + 𝛼5𝑛−𝑚5 + 2𝛼6𝑛−𝑚6 + 2𝛼7𝑛−𝑚7 + 2𝛼8𝑛−
−𝑚8 − 𝑛−𝑚9 − 1 > 𝑛(2𝛼2 + 2𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 2𝛼6 + 2𝛼7 + 2𝛼8)− 𝑛− 1− (𝑛+ 1− 𝑖) = 𝑖− 2;

𝛶3(𝑎𝑖) > 𝛼1𝑛−𝑚1 + 𝛼2𝑛−𝑚2 + 𝛼6𝑛−𝑚6 > 𝑛(𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼6)− (𝑛+ 1− 𝑖) = 𝑖− 1;

𝛶2(𝑎𝑖) > 3𝛼1𝑛− 3𝑚1 + 4𝛼2𝑛− 3𝑚2 + 3𝛼4𝑛− 3𝑚4 + 4𝛼5𝑛− 3𝑚5 + 3𝛼6𝑛− 3𝑚6 + 4𝛼7𝑛− 3𝑚7+

+8𝛼8𝑛− 3𝑚8 − 𝑛−𝑚9 − 1 > 𝑛(3𝛼1 + 4𝛼2 + 3𝛼4 + 4𝛼5 + 3𝛼6 + 4𝛼7 + 8𝛼8)− 𝑛− 1−
−3(𝑛+ 1− 𝑖) = −𝛼𝑛+ 3𝑖− 4.
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Лемма доказана.
Обозначим𝛥𝑛 =НОК(1, 2, ..., 𝑛), 𝐶𝑛 = 70*2𝛼*𝑛*𝛥𝑛, 𝜀

(1)
𝑛 = 𝐶𝑛𝜔1, 𝜀

(2)
𝑛 = 𝐶𝑛𝜔2, где интегралы

𝜔1 и 𝜔2 определены в равенствах (10).

Лемма 4. Справедливы представления вида

𝜀(1)𝑛 = 𝑟𝑛 ln
4

3
− 𝑝(1)𝑛 , 𝜀(2)𝑛 = 𝑟𝑛

(︂
ln

3

2
− ln

4

3

)︂
− 𝑝(2)𝑛 ,

где 𝑟𝑛 = 𝐶𝑛𝑎1 ∈ Z, 𝑝(1)𝑛 ∈ Z, 𝑝(2)𝑛 ∈ Z.

Доказательство. Необходимо проинтегрировать тождество (11) и воспользоваться лем-
мой 3. Имеем из (10) - (12)

𝜀(1)𝑛 = 𝐶𝑛

(︃∫︁ 40

35
𝑄𝑛−2(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑎1 ln

𝑥

70− 𝑥

⃒⃒⃒⃒40
35

−
𝑛+1∑︁
𝑖=2

𝑎𝑖
𝑖− 1

(︂
1

40𝑖−1
− 1

30𝑖−1

)︂)︃
=

= 𝐶𝑛𝑎1 ln
4

3
− 𝑝(1)𝑛 , 𝑝(1)𝑛 ∈ Z

𝜀(2)𝑛 = 𝐶𝑛

(︃∫︁ 42

40
𝑄𝑛−2(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑎1 ln

𝑥

70− 𝑥

⃒⃒⃒⃒42
40

−
𝑛+1∑︁
𝑖=2

𝑎𝑖
𝑖− 1

(︂
1

42𝑖−1
− 1

40𝑖−1
− 1

28𝑖−1
+

1

30𝑖−1

)︂)︃
=

= 𝐶𝑛𝑎1

(︂
ln

3

2
− ln

4

3

)︂
− 𝑝(2)𝑛 , 𝑝(2)𝑛 ∈ Z.

Лемма доказана.
Для завершения доказательства теоремы 1, как и в работе [3], нам будет необходима сле-

дующая лемма, доказанная М. Хата [лемма 2.1].

Лемма 5. Пусть Θ1,Θ2 ∈ R, 𝑛 ∈ N, 𝜀(1)𝑛 = 𝑟𝑛Θ1 − 𝑝
(1)
𝑛 , 𝜀

(2)
𝑛 = 𝑟𝑛Θ2 − 𝑝

(2)
𝑛 , где

𝑟𝑛, 𝑝
(1)
𝑛 , 𝑝

(2)
𝑛 ∈ Z;

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln
⃒⃒⃒
𝜀(1)𝑛

⃒⃒⃒
= −𝜏1, lim

𝑛→∞

1

𝑛
ln
⃒⃒⃒
𝜀(2)𝑛

⃒⃒⃒
= −𝜏2,

где 𝜏 > 0, 𝜏2 > 0, 𝜏1 ̸= 𝜏2.

Пусть далее 𝜏 = min(𝜏1, 𝜏2),

lim
𝑛→∞

sup
1

𝑛
ln |𝑟𝑛| 6 𝜆;

𝐿1, 𝐿2, 𝐿 ∈ Z, 𝐻 = max(|𝐿1|, |𝐿2|), 𝜇 > 𝜆/𝜏 , 𝐻 > 𝐻0(𝜇).
Тогда

|𝐿1Θ1 + 𝐿2Θ2 + 𝐿| > 1

𝐻𝜇
.

В рассматриваемом нами случае Θ1 = ln 4
3 , Θ2 = ln 3

2−ln 4
3 = ln 9

8 . Асимптотику интегралов
(10) несложно вычислить с помощью теоремы Лапласа, а асимптотику коэффициента 𝑎1 из
разложения (11) - с помощью метода перевала.

Имеем 𝑥(70− 𝑥) = 1225− 𝑡. Обозначим (см. (9))

𝑔(𝑡) =

∏︀8
𝑘=1 𝑃

𝛼𝑘
𝑘

(1225− 𝑡)
,

где все многочлены 𝑃𝑘 выражены через переменную 𝑡 = (𝑥− 35)2.
Необходимо найти нули функции 𝑔′(𝑡)/𝑔(𝑡). Укажем лишь нули, с помощью которых вы-

ражаются константы 𝜏1, 𝜏2, 𝜆: 𝑡1 = 10.50416113; 𝑡2 = 38.91332129; 𝑡3 = 3625, 441321.
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Стандартным образом

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝛥𝑛 = 1.

Поэтому

−𝜏1 = lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝐶𝑛𝜔1| = 𝛼 ln 2 + 1 + ln |𝑔(𝑡1)| = −1.422145

−𝜏2 = lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝐶𝑛𝜔2| = 𝛼 ln 2 + 1 + ln |𝑔(𝑡2)| = −1.422147

𝜏 = min(𝜏1, 𝜏2) = 1.422145

𝜆 6 𝛼 ln 2 + 1 + ln |𝑔(𝑡3)| = 5.853833

𝜆

𝜏
= 4.116201

Поэтому по лемме 5

|𝐿1 ln
4

3
+ 𝐿2 ln

9

8
+ 𝐿| > 𝐻𝜇,

где 𝐿1, 𝐿2, 𝐿 ∈ Z, 𝐻 = max (|𝐿1|, |𝐿2|), 𝜇 > 𝜆/𝜏 , 𝜇 = 4.116201, 𝐻 > 𝐻0.
Остается отметить, что

𝐿1 ln
4

3
+ 𝐿2 ln

9

8
= (2𝐿1 − 3𝐿2) ln 2 + (2𝐿2 − 𝐿1) ln 3 ≡ ℎ1 ln 2 + ℎ2 ln3,

где 𝐿1 = 2ℎ1 + 3ℎ2, 𝐿2 = ℎ1 + 2ℎ2, и теорема 1 доказана.

3. Заключение

В данной работе была доказана оценка меры иррациональности числа ln 3:

𝜇(ln 3) 6 5.116201,

которая несколько лучше предыдущего результата 𝜇(ln 3) 6 5.1163051, опубликованного в
2014 году К. Ву и Л. Вангом.

Улучшение достигнуто за счёт добавления симметризованного квадратного многочлена к
соответствующей интегральной конструкции, основанной на симметризованных многочленах
первой степени.
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4. Baker A., Wüstolz G. Logarithmic forms and group varieties // J. Reine Angew. Math. 1993.
Vol. 442. P. 19-62.



24 И. В. Бондарева, М. Ю. Лучин, В. Х. Салихов

5. Heimonen A., Matala-aho T., Väänänen K. On irrationality measures of the values of Gauss
hypergeometric function // Manuscripta Math. 1993. Vol. 81. № 1. P. 183-202.

6. Wu Q. On the linear independence measure of logarithms of rational numbers // Math. Comput.
2002. Vol. 72, № 242. P. 901-911.
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