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Аннотация

В множестве точек первого класса изучено поведение коротких триго-
нометрических сумм Г. Вейля вида

T (α, x, y) =
∑

x−y<m≤x

e(αmn),

и найдена асимптотическая формула для количества представлений до-
статочно большого натурального числа N в виде суммы 33 пятых степеней

натуральных чисел xi, с условиями

∣∣∣∣∣xi −
(
N

33

) 1
5

∣∣∣∣∣ 6 H, H > N
1
5
− 1

340
+ε.
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Abstract

We shall study the behavior of short Weyl sums of the form

T (α, x, y) =
∑

x−y<m≤x

e(αmn)

on major arcs and obtain an asymptotic formula for the number of representa-
tions of a sufficiently large positive integer N as a sum of 33 fifth powers of
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1. Введение
Р. Вон [1], изучая суммы Г.Вейля вида

T (α, x) =
∑
m6x

e (αmn) , α =
a

q
+ λ, q 6 τ, (a, q) = 1, |λ| ≤ 1

qτ
,

в множестве точек первого класса, воспользовавшись оценкой

Sb(a, q) =

q∑
k=1

e

(
akn + bk

q

)
≪ q

1
2
+ε(b, q), (1)

принадлежащей Хуа Ло-кену [2], методом Ван дер Корпута доказал:

T (α, x) =
S(a, q)

q

∫ x

0

e (λtn) dt+O
(
q

1
2
+ε (1 + xn|λ|)

1
2

)
, S(a, q) = S0(a, q),

а при выполнении условия

|λ| ≤ 1

2nqxn−1
,

он также доказал:

T (α, x) =
x S(a, q)

q

∫ 1

0

e (λtn) dt+O
(
q

1
2
+ε
)
,

Воспользовавшись этими оценками, он доказал [3] асимптотическую формулу
в проблеме Варинга для восьми кубов.

Короткие тригонометрические суммы Г.Вейля вида

T (α, x, y) =
∑

x−y<m≤x

e(αmn),
√
x 6 y <

x

lnx
,

получающиеся из T (α, x) заменой условия m 6 x на условие x − y < m ≤ x,
в множестве точек первого класса при n = 2, 3, 4 были исследованы в работах
[4, 5, 6, 7]. Эти результаты нашли применение при выводе асимптотических фор-
мул с почти равными слагаемыми в проблеме Варинга (для кубов и четвертых
степеней ) в [8, 9] и кубической задаче Эстермана в [7]. Затем при произвольном
фиксированном n сумма T (α, x, y) была изучена в работах [10, 11]. Основным
результатом этой работы является упрощение доказательства и уточнение ос-
новной теоремы работы [11], а также вывод асимптотической формулы в про-
блеме Варинга для пятых степеней с почти равными слагаемыми.

Обозначения. N > N0 – натуральное число, ε– произвольное положительное
число, не превосходящее 0.00001, L = lnN ,

S(a, q) =

q∑
m=1

e

(
amn

q

)
, γ(λ; x, y) =

∫ 0,5

−0,5

e(λ(x− y/2 + yu)n)du.



234 З. Х. РАХМОНОВ, Н. Н. НАЗРУБЛЛОЕВ, А. О. РАХИМОВ

Теорема 1. Пусть τ ≥ 2n(n− 1)xn−2y и λ > 0, тогда при {nλxn−1} 6 1
2q

,
имеет место формула

T (α, x, y) =
S(a, q)

q
T (λ;x, y) +O(q

1
2
+ε),

а при {nλxn−1} > 1
2q

имеет место оценка

|T (α, x, y)| ≪ q1−
1
n ln q + min

26k6n
(yq−

1
n , λ−

1
kx1−

n
k q−

1
n ).

Следствие 1. Пусть τ ≥ 2n(n−1)xn−2y, |λ| 6 1
2nqxn−1 , тогда имеет место

соотношение

T (α, x, y) =
y

q
S(a, q)γ(λ;x, y) +O(q

1
2
+ε).

Следствие 2. Пусть τ ≥ 2n(n − 1)xn−2y, 1
2nqxn−1 < |λ| 6 1

qτ
, тогда имеет

место оценка

T (α, x, y) ≪ q1−
1
n ln q + min

26k6n

(
yq−

1
n , x1−

1
k q

1
k
− 1

n

)
.

Следствия 1 и 2 являются обобщением вышеуказанных результатов Р. Вона
для коротких тригонометрических сумм Г. Вейля T (α, x, y).

Теорема 2. Для числа J(N,H) представлений N суммою 33

пятых степеней чисел xi, i = 1, 2, . . . , 33 с условиями

∣∣∣∣∣xi −
(
N

33

)1
5

∣∣∣∣∣ 6 H,

при H > N
1
5−

1
340+ε справедлива асимптотическая формула:

J(N,H) =
BS(N)H32

5
√
N4

+O

(
H32

5
√
N4L

)
,

где S(N) – особый ряд, сумма которого превосходит некоторое положитель-
ное постоянное, B – абсолютная положительная постоянная, которая опре-
деляется соотношением

B =
5
√

334

5 · 32!

16∑
k=0

(−1)kCk
33(33 − 2k)32.

Следствие 3. Существует такое N0, что каждое натуральное число N >
N0 представимо в виде суммы 33 пятых степеней почти равных чисел xi:∣∣∣∣∣xi −

(
N

33

)1
5

∣∣∣∣∣ 6 N1− 1
340+ε, i = 1, 2, . . . , 33.
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2. Известные леммы
Лемма 1. [13].Пусть x и y – натуральные числа,

√
x < y ≤ 0, 01x, тогда

при n = 5 имеет место оценка∫ 1

0

|T (α;x, y)|32 dα ≪ y27+ε.

Лемма 2. [14]. Пусть x > x0 > 0, y0 < y 6 0, 01x, α – вещественное число,∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ 6 1

q2
, (a, q) = 1.

Тогда при n = 5 справедлива оценка

|T (α; x, y)| ≪ y1+ε

(
1

q
+

1

y4
+

q

y5

) 1
16

.

3. Доказательство теоремы 1
Пользуясь ортогональным свойством полной линейной рациональной триго-

нометрической суммы, находим

T (α;x, y) =

q−1∑
k=0

e

(
akn

q

) ∑
x−y<m≤x
m≡k(modq)

e(λmn) =
1

q

q−1∑
b=0

Tb(λ; x, y)Sb(a, q), (2)

Tb(λ;x, y) =
∑

x−y<m≤x

e

(
λmn − bm

q

)
, Sb(a, q) =

q∑
k=1

e

(
akn + bk

q

)
.

R(α;x, y) =
1

q

q−1∑
b=1

Tb(λ;x, y)Sb(a, q). (3)

Имея в виду, что nλxn−1−{nλxn−1} – целое число, представим Tb(λ;x, y) в виде

Tb(λ; x, y) =
∑

x−y<m6x

e (f(m, b)) , f(u, b) = λun − (nλxn−1 − {nλxn−1})u− bu

q
.

Пользуясь монотонностью f ′(u, b), условием τ > 2n(n− 1)xn−2y и неравенством

W =
n−1∑
k=2

(−1)kCk
n−1x

n−1−kyk > 0, n > 3, 3x > (n− 3)y,
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имеем

f ′(u, b) 6f ′(x, b) = {nλxn−1} − b

q
< 1,

f ′(u, b) >f ′(x− y, b) = −n(n− 1)λxn−2y + nλW + {nλxn−1} − b

q
>

>− n(n− 1)λxn−2y − b

q
> −n(n− 1)xn−2y

qτ
− b

q
> −1 +

1

2q
.

Поэтому, применяя к сумме Tb(λ; x, y) формулу суммирования Пуассона ([15],
лемма 6) при α = −1, β = 1, ε = 0, 5, получим

Tb(λ; x, y) = I(−1, b) + I(0, b) + I(1, b) +O(1), (4)

I(h, b) =

∫ x

x−y

e(fh(u, b))du, fh(u, b) = f(u, b) − hu.

Функция f ′
h(u, b) = nλ(un−1 − xn−1) + {nλxn−1} − b

q
− h на отрезке u ∈ [x− y, x]

является неубывающей функцией, поэтому

f ′
h(x− y, b) 6 f ′

h(u, b) 6 f ′
h(x, b),

которое представим в виде

{nλxn−1} − b

q
− h− η < f ′

h(u, b) 6 {nλxn−1} − b

q
− h, (5)

η = n(n− 1)λxn−2y − nλW 6 n(n− 1)λxn−2y 6 n(n− 1)xn−2y

qτ
6 1

2q
.

Далее подставляя (4) в (2) и (3), найдем

T (α;x, y) = T−1 + T0 + T1 +O

(
1

q

q−1∑
b=0

|Sb(a, q)|

)
, (6)

R(α;x, y) = R−1 +R0 +R1 +O

(
1

q

q−1∑
b=1

|Sb(a, q)|

)
, (7)

Th =
1

q

q−1∑
b=0

I(h, b)Sb(a, q), Rh =
1

q

q−1∑
b=1

I(h, b)Sb(a, q).

Пользуясь оценкой (1), оценим остаточный член:

1

q

q−1∑
b=1

|Sb(a, q)| ≪ q−
1
2
+ε

q−1∑
b=1

(b, q) = q−
1
2
+ε
∑
δ\q

δ
∑

1≤b6q−1
(b,q)=δ

1 6

6 q−
1
2
+ε
∑
δ\q

δ
∑

1≤b6q−1
b≡0(mod δ)

1 6 q−
1
2
+ε
∑
δ\q

δ · q − 1

δ
6 q

1
2
+ετ(q).
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Оценим каждую сумму Th и Rh отдельно.
Оценка T1 и R1. Полагая h = 1 в (5), имеем

f ′
1(u, b) 6 {nλxn−1} − b

q
− 1 6 − b

q
< 0.

Оценивая интеграл по величине первой производной, имеем

|I(1, b)| =

∣∣∣∣∫ x

x−y

e(f1(u, b))du

∣∣∣∣≪ q

b
.

Отсюда и из (1), имеем

R1 =
1

q

q−1∑
b=1

I(1, b)Sb(a, q) ≪
q−1∑
b=1

|Sb(a, q)|
b

≪ q
1
2
+ε

q−1∑
b=1

(b, q)

b
≪ q

1
2
+2ε.

В случае b = 0, воспользовавшись неравенством

f
(k)
1 (u, q) > n(n− 1) . . . (n− k + 1)λ(x− y)n−k ≫ λxn−k, k = 2, 3, . . . , n,

оценивая интеграл I(1, 0) по величине k – ой производной ([12], стр.15), найдем

|I(1, 0)| ≪ min
26k6n

(
y, λ−

1
kx1−

n
k

)
.

Воспользовавшись также оценкой |S(a, q)| ≪ q1−
1
n ([12], с. 61) с учетом оценки

R1 получим

T1 6 |R1| +
|I(1, 0)||S(a, q)|

q
≪ q

1
2
+2ε + min

26k6n

(
yq−

1
n , λ−

1
kx1−

n
k q−

1
n

)
.

Оценка T−1 и R−1. Полагая h = −1 в (5), имеем

f ′
−1(u, b) > {nλxn−1} +

q − b

q
− η > q − b

q
.

Интеграл I(−1, b), также оценим по величине перовой производной. Имеем

|I(−1, b)| =

∣∣∣∣∫ x

x−y

e(f−1(u, b))du

∣∣∣∣≪ q

q − b
.

Поступая аналогично как в случае оценки R1, получим

R−1 =

q−1∑
b=1

I(−1, b)Sb(a, q)

q
≪

q−1∑
b=1

|Sb(a, q)|
q − b

≪ q
1
2
+ε

q−1∑
b=1

(b, q)

b
≪ q

1
2
+2ε.

T−1 6 |R−1| +
|I(−1, 0)||S(a, q)|

q
≪ q

1
2
+2ε +

|Sb(a, q)|
q

≪ q
1
2
+2ε.
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Оценка R0. Если {nλxn−1} 6 1
2q

, то полагая h = 0 в (5), имеем

f ′
0(u, b) 6 {nλxn−1} − b

q
6 1 − 2b

2q
6 − b

2q
< 0.

Также оценивая интеграл I(0, b) по величине первой производной, найдем

|I(0, b)| =

∣∣∣∣∫ x

x−y

e(f0(u, b))du

∣∣∣∣≪ q

b
.

Поступая аналогично как случае оценки R1, получим

R0 =

q−1∑
b=1

I(0, b)Sb(a, q)

q
≪

q−1∑
b=1

|Sb(a, q)|
b

≪ q
1
2
+ε

q−1∑
b=1

(b, q)

b
≪ q

1
2
+2ε.

Отсюда, из оценок R1 и R−1 с учетом (7), получим первое утверждение теоремы
1.

Оценка T0. При {nλxn−1} > 1
2q

определим натуральное число r соотноше-
нием

r

2q
6 {nλxn−1} < r + 1

2q
, 1 6 r 6 2q − 1.

Отсюда, из неравенства (5) при h = 0 и условия η 6 1
2q

, найдем

f ′
0(u, b) > {nλxn−1} − b

q
− η > r − 2b− 1

2q
, (8)

f ′
0(u, b) 6 {nλxn−1} − b

q
<
r − 2b+ 1

2q
. (9)

Пусть r = 2r1 – четное (1 6 r1 6 q − 1). Отрезок суммирования 0 6 b 6 q − 1 в
сумме T0 разобьем на следующие три множества:

0 6 b 6 r1 − 1, b = r1, r1 + 1 6 b 6 q − 1,

в первом из которых правая часть неравенства (8) больше нуля, а в третьем
правая часть неравенства (9) меньше нуля, то есть

f ′
0(u, b) >

2r1 − 2b− 1

2q
> r1 − b

2q
, 0 6 b 6 r1 − 1,

f ′
0(u, b) <

2r1 − 2b+ 1

2q
6 r1 − b

2q
, r1 + 1 6 b 6 q − 1.

Воспользовавшись этими неравенствами, оценим интеграл I(0, b) по величине
первой производной. Тогда

I(0, b) =

∫ x

x−y

e(f0(u, b))du≪ q

|r1 − b|
, b ̸= r1.
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В случае b = r1, оценивая аналогично как в случае оценки интеграла I(1, 0),
найдем

|I(0, r1)| ≪ min
26k6n

(
y, λ−

1
kx1−

n
k

)
.

Воспользовавшись этими оценками и оценкой |S(a, q)| ≪ q1−
1
n ([12], с. 61), по-

лучим

T0 =

q−1∑
b=0

I(0, b)Sb(a, q)

q
≪ q−

1
n

 q−1∑
b=0,
b̸=r1

q

|r1 − b|
+ min

26k6n

(
y, λ−

1
kx1−

n
k

)≪

≪ q1−
1
n ln q + min

26k6n

(
yq−

1
n , λ−

1
kx1−

n
k q−

1
n

)
.

Пусть теперь r = 2r1 + 1 – нечетное (0 6 r1 6 q − 1). Отрезок суммирования
0 6 b 6 q − 1 в сумме R0 разобьем на следующие три множества:

0 6 b 6 r1 − 1, b = r1, r1 + 1, r1 + 2 6 b 6 q − 1,

в первом из которых правая часть неравенства (8) больше нуля, а в третьем
правая часть неравенства (9) меньше нуля, то есть

f ′
0(u, b) >

2r1 + 1 − 2b− 1

2q
=
r1 − b

q
, 0 6 b 6 r1 − 1,

f ′
0(u, b) <

2r1 + 1 − 2b+ 1

2q
6 r1 − b

2q
, r1 + 2 6 b 6 q − 1.

Следовательно

I(0, b) =

∫ x

x−y

e(f0(u, b))du≪ q

|r1 − b|
, b ̸= r1 − 1, r1.

В случае b = r1 − 1, r1, поступая аналогично как в предыдущем случае при
оценке I(0, r1), найдем

|I(0, b)| ≪ min
26k6n

(
y, λ−

1
kx1−

n
k

)
, b = r1, r1 + 1.

Из этих оценок для I(0, b), получим

T0 6
1

q

q−1∑
b=0

|I(0, b)||Sb(a, q)| ≪ q−
1
n

 q−1∑
b=0,

b̸=r1,r1+1

q

|r1 − b|
+ min

26k6n

(
y, λ−

1
kx1−

n
k

)≪

≪ q1−
1
n ln q + min

26k6n

(
yq−

1
n , λ−

1
kx1−

n
k q−

1
n

)
.



240 З. Х. РАХМОНОВ, Н. Н. НАЗРУБЛЛОЕВ, А. О. РАХИМОВ

Подставляя оценки для T1, T−1 и T0 в (6), получим второе утверждение теоремы
1.

Замечание. Случай λ < 0, сводится к случаю λ > 0, если формулу (2)
приведем к виду

T (α; x, y) =
1

q

q−1∑
b=0

Tq−b(−λ; x, y)Sq−b(q − a, q) =
1

q

q−1∑
b=0

Tb(−λ; x, y)Sb(q − a, q).

4. Доказательство теоремы 2

Не ограничивая общности, будем считать, что H = N
67
380

+ε.
Пусть Q = 0, 5HL −1, τ = 80(N1 +H)3H, æτ = 1. Имеем

J(N,H) =

∫ 1−æ

−æ

(T (α;N1 +H, 2H) + θ)33 e(−αN)dα,

где |θ| равен 1, если N1 −H – целое число, и 0 в противном случае. Пользуясь
соотношением

(T (α;N1 +H, 2H) + θ)33 − T 33(α;N1 +H, 2H) ≪ |T (α;N1 +H, 2H)|32 + 1,

и леммой 1, находим∫ 1−æ

−æ

|T (α;N1 +H, 2H)|32dα ≪ H27+ε =
H32

5
√
N4L

·N− 63
340

− 1633
340

ε+ε2L ≪ H32

5
√
N4L

.

Поэтому

J(N,H) =

∫ 1−æ

−æ

T 33(α;N1 +H, 2H)e(−αN)dα +O

(
H32

5
√
N4L

)
,

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рацио-
нальными числами, каждое α из промежутка [−æ, 1 − æ] представимо в виде

α =
a

q
+ λ, (a, q) = 1, 1 6 q 6 τ, |λ| 6 1

qτ
. (10)

Легко видеть, что в этом представлении 0 6 a 6 q − 1, причем a = 0 лишь
при q = 1. Через M обозначим те α, для которых q 6 Q в представлении (10).
Через m обозначим оставшиеся α. Множество M состоит из непересекающихся
отрезков. Разобьем множество M на множества M1 и M2:

M1 =

{
α : α ∈ M,

∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ 6 δ

}
, δ =

1

10q(N1 +H)4
;

M2 =

{
α : α ∈ M, δ <

∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ 6 1

qτ

}
.
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Обозначим через J(M1), J(M2) и J(m) соответственно интегралы по множе-
ствам M1, M2 и m. Имеем

J(N,H) = J(M1) + J(M2) + J(m) +O

(
H32

5
√
N4L

)
. (11)

В последней формуле первый член, то есть J(M1), доставляет главный член
асимптотической формулы для J(N,H), а J(M2) и J(m) входят в его остаточ-
ный член.

Вычисление интеграла J(M1). По определению интеграла J(M1), имеем:

J(M1) =
∑
q6Q

q−1∑
a=0

(a,q)=1

∫
|λ|6δ

T 33

(
a

q
+ λ;N1 +H, 2H

)
e

(
−
(
a

q
+ λ

)
N

)
dλ. (12)

Для суммы T
(

a
q

+ λ;N1 +H, 2H
)
, α = a

q
+ λ ∈ M1 при x = N1 + H, y = 2H,

n = 5 выполняются условия следствия 1, поэтому

T

(
a

q
+ λ,N1 +H, 2H

)
− 2HS(a, q)

q
γ(λ;N1 +H, 2H) ≪ q

1
2
+ε. (13)

Отсюда и из соотношения a33 − b33 6 33|a− b|(|a|32 + |b|32) следует, что

T 33

(
a

q
+ λ,N1 +H, 2H

)
=

(2H)33S33(a, q)

q33
γ33(λ;N1 +H, 2H) +R, (14)

R ≪ q
1
2
+ε

(∣∣∣∣T (aq + λ,N1 +H, 2H

)∣∣∣∣32 +

∣∣∣∣2HS(a, q)

q
γ(λ;N1 +H, 2H)

∣∣∣∣32
)
,

Подставляя эту оценку для R в (14), а затем (14) в (12), найдем

J(M1) = (2H)33S(N,Q)A (N) +R1 +R2, (15)

S(N,Q) =
∑
q6Q

q−1∑
a=0

(a,q)=1

S33(a, q)

q33
e

(
−aN

q

)
,

A (N) =

∫
|λ|6δ

γ33 (λ;N1 +H, 2H) e (−λN) dλ,

R1 ≪ Q1/2+ε
∑
q6Q

q−1∑
a=0

(a,q)=1

∫
|λ|6δ

∣∣∣∣T (aq + λ;N1 +H, 2H

)∣∣∣∣32 dλ,
R2 ≪ H32

∑
q6Q

B(N, q)

q−1∑
a=0

(a,q)=1

|S(a, q)|32

q31,5−ε
,

B(N, q) =

∫
|λ|6δ

|γ (λ;N1 +H, 2H)|32 dλ.
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Оценим R1. Имея в виду, что выполняется неравенство δ < 1/qτ , q 6 Q и то,
что M1 состоит из непересекающихся отрезков, пользуясь леммой 1, находим

R1 ≪ Q
1
2
+ε

1−æ∫
−æ

|T (α;N1 +H, 2H)|32 dα≪
(
0, 5HL −1

) 1
2
+ε
H27+ε ≪ H32

5
√
N4L

.

Оценим R2. Для этого оценивая интеграл γ(λ;N1 +H, 2H), |λ| 6 δ по вели-
чине первой производной, имеем

γ(λ;N1 +H, 2H) ≪ min
(
1, δ0|λ|−1

)
, δ0 =

1

10H(N1 −H)4
.

Подставляя эту оценку в выражение для B(N, q) и имея в виду, что δ0 < δ,
находим

B(N, q) ≪ δ0 +
δ320
31

(
1

δ310
− 1

δ31

)
6 32

31
δ0 ≪

1

HN4
1

.

Отсюда, и воспользовавшись оценкой |S(a, q)| ≪ q1−
1
n ([12], с. 61), найдем

R2 ≪
H31

N4
1

∑
q6Q

q−
39
10

+ε ≪ H31

N4
1

·Q− 29
10

+ε ≪ H32

5
√
N4L

(16)

Вычислим теперь интеграл A (N). Разбивая отрезок интегрирования в ин-
теграле A (N) на две части, имеем

A (N) = A1(N) + A2(N),

где через A1(N) и A2(N) обозначены интегралы по отрезкам |λ| 6 δ1 и δ1 < |λ| 6
δ соответственно. Оценим сверху интеграл A2(N). Для этого оценивая интеграл
γ(λ;N1 +H, 2H), δ1 < |λ| 6 δ по величине первой производной, найдем

γ(λ;N1 +H, 2H) ≪ min

(
1,

1

10|λ|H(N1 −H)4

)
≪ 1

|λ|HN4
1

.

Подставляя эту оценку в выражение для A2(N), имеем

|A2(N)| ≪ 1

(HN4
1 )33

δ∫
δ1

λ−33dλ 6 1

32 (HN4
1 )33δ321

≪ 1

HN4
1L 32

≪ 1

H
5
√
N4L

.

Теперь найдем асимптотическое поведение A1(N). Воспользовавшись стандарт-
ным методом, легко показать, что

A1(N) =
5
√

334

5π
5
√
N4H

 ∞∫
0

sin33 t

t33
dt+O

(
L −32

) .
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Воспользовавшись формулой ( см. [16] стр. 174 )

∫ ∞

0

sinnmt

tn
dt =

πmm−1

2n(n− 1)!

[n−1
2 ]∑

k=0

(−1)kCk
n(n− 2k)n−1.

при m = 1 и n = 33, найдем

A1(N) =
5
√

334

5π
5
√
N4H

(
π

23332!

16∑
k=0

(−1)kCk
33(33 − 2k)32 +O

(
L −32

))
=

=
B

233 5
√
N4H

+O

(
1

5
√
N4HL 32

)
,

B =
5
√

334

5 · 32!

16∑
k=0

(−1)kCk
33(33 − 2k)32.

Отсюда и из оценки A2(N), находим A (N):

A (N) =
B

233 5
√
N4H

+O

(
1

5
√
N4HL

)
. (17)

Вычислим теперь двойную сумму S(N,Q). Для этого сумму по q заменим близ-
ким к ней бесконечным рядом, не зависящим от Q. Воспользовавшись оценкой
|S(a, q)| ≪ q1−

1
n ([12], с. 61), имеем

∑
q>Q

q−1∑
a=0

(a,q)=1

S33(a, q)

q33
e

(
−aN

q

)
≪
∑
q>Q

q−1∑
a=0

(a,q)=1

q−
33
5 <

∑
q>Q

q−
28
5 ≪ Q− 23

5 ≪ L 4

H4
.

Поэтому

S(N,Q) = S(N) +O

(
L 4

H4

)
, S(N) =

∞∑
q=1

q−1∑
a=0

(a,q)=1

S33(a, q)

q33
e

(
−aN

q

)
.

Заметим, что сумма особого ряда S(N) превосходит некоторое число c(N) и
c(N) > 0 ( см. [17], теоремы 4.6).

Подставляя найденные оценки для R1, R2, значения A (N), S(N,Q) в соот-
ношение (15), найдем

J(M1) =
BS(N)H32

5
√

334
+O

(
H32

5
√

334L

)
.

Оценка интеграла J(M2). Имеем

J(M2) 6 max
α∈M2

|T (α;N1 +H, 2H)|
1−æ∫
−æ

|T (α;N1 +H, 2H)|32 dα. (18)



244 З. Х. РАХМОНОВ, Н. Н. НАЗРУБЛЛОЕВ, А. О. РАХИМОВ

Оценим T (α;N1 +H, 2H) для α из множества M2. Если α ∈ M2, то

α =
a

q
+ λ, (a, q) = 1, δ < |λ| 6 1

qτ
, 1 6 q 6 0, 5HL−1.

Согласно следствию 2 теоремы 1, при n = 5 имеем

T (α,N1 +H, 2H) ≪ q
4
5 ln q + min

(
Hq−

1
5 , N

1
2
1 q

3
10

)
≪ (HL )

4
5L +N

1
10 (HL )

3
10 =

=
H5−ε

5
√
N4L

(
N− 47

1700
− 29

34
ε+ε2L

14
5 +N− 89

3400
− 1531

340
ε+ε2L

13
10

)
≪ H5−ε

5
√
N4L

.

Подставляя эту оценку в (18), а затем пользуясь леммой 1, находим

J(M2) ≪
H5−ε

5
√
N4L

1−æ∫
−æ

|T (α;N1 +H, 2H)|32 dα≪ H32

5
√
N4L

.

Оценка интеграла J(m). Имеем

J(m) 6 max
α∈m

|T (α;N1 +H, 2H)|
1−æ∫
−æ

|T (α;N1 +H, 2H)|32 dα. (19)

Оценим T (α;N1 +H, 2H) для α из множества m. Если α ∈ m, то

α =
a

q
+ λ, (a, q) = 1, 0, 5HL −1 6 q 6 τ = 80(N1 +H)3H, |λ| 6 1

qτ
.

Согласно лемме 2, имеем

T (α;N1 +H, 2H) ≪ H1+ε

(
L

H
+

1

H
+
N3

1

H4

) 1
16

≪ H
15
16

+εL +N
3
80H

3
4
+ε =

=
H5−ε

5
√
N4L

(
N− 3

5440
− 1663

460
ε+2ε2L 2 +N− 1311

340
ε+2ε2L

)
≪ H5−ε

5
√
N4L

.

Подставляя эту оценку в (19), а затем пользуясь леммой 1, находим

J(m) ≪ H5−ε

5
√
N4L

1−æ∫
−æ

|T (α;N1 +H, 2H)|32 dα≪ H32

5
√
N4L

.

5. Заключение
Работа посвящена изучению поведения коротких тригонометрических сумм

Г. Вейля в множестве точек первого класса и выводу асимптотической формулы
для количества представлений достаточно большого натурального числа в виде
суммы тридцати трёх пятых степеней почти равных натуральных чисел.
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