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Аннотация

Мы предлагаем высокоточный метод вычисления потенциала для многоатомной си-

стемы в прямом пространстве. Отличительная особенность метода состоит в разделении

электронной плотности 𝜌 и потенциала 𝜙 на две части: 𝜌 = 𝜌0 + ̂︀𝜌, 𝜙 = 𝜙0 + ̂︀𝜙, где 𝜌0 —

сумма сферических атомных плотностей, ̂︀𝜌 — результат взаимодействия атомов в много-

атомной системе; потенциал 𝜙0 порождается плотностью 𝜌0, потенциал ̂︀𝜙, порожденный

плотностью ̂︀𝜌, в нашей работе находится путем решения уравнения Пуассона.

Для нахождения граничных условий применяется мультипольное разложение потен-

циала. Для обеспечения высокой точности мы разделяем расчетное пространство на мно-

гогранники Вороного и применяем асимптотические оценки итераций при замене харак-

теристической функции гладкими приближениями. Для численного решения уравнения

Пуассона мы используем двух– сеточный метод и Фурье– преобразование на этапе началь-

ной итерации.

Мы получили теоретические оценки точности метода 𝑂(ℎ𝛼−1), где ℎ — шаг сетки, 𝛼 —

фиксированное число, большее 1.
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Abstract

We propose a high precision method of finding of potential for multi-atomic quantum-

mechanical tasks in real space. The method is based on dividing of electron density and

potential of a multi-atomic system into two parts. The first part of density is found as a sum

of spherical atomic densities; the second part is a variation of density generated by interatomic

interaction. The first part of potential is formed by the first part of density and may be

calculated correctly using simple integrals. The second part of potential is found through a

Poisson equation from the second part of density. To provide a high precision we divided a work

space into Voronoy’s polyhedrons and found the boundary conditions by means of a multi-pole

distribution of potentials formed by local densities concentrated in these polyhedrons. Then we

used double-grid approach, and fast Fourier transformations as initial functions for iterative

solution of the Poisson’s equation. We estimated accuracy of the offered method and carried

out test calculations which showed that this method gives the accuracy several times better

than accuracy of the fast Fourier transformation.
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1. Введение

Мы рассматриваем задачу вычисления электростатического потенциала 𝜙(𝑟), 𝑟 ∈ R3, фор-
мируемого электронной плотностью 𝜌(𝑟) = 𝜌(𝑟;𝑅1, . . . , 𝑅𝑚) системы 𝑚 взаимодействующих
атомов, расположенных в точках 𝑅1, . . . , 𝑅𝑚 (см. [1, 2, 3]):

𝜙(𝑟) =

∫︁
Ω

𝜌(𝑟′)

|𝑟 − 𝑟′|
𝑑𝑟′, (1)

где Ω = {𝑟 ∈ R3|𝜌(𝑟) ̸= 0} — открытая, связная, ограниченная область с гладкой границей.
Существуют разные подходы вычисления интеграла потенциала. Наиболее разработанны-

ми являются метод Фурье-преобразования — работы [4, 5, 6, 7], метод мультипольного раз-
ложения — работы [8, 9], и метод, опирающийся на решение уравнения Пуассона — работы
[10, 11].

Каждый из перечисленных подходов имеет свои недостатки. Метод Фурье-преобразования
обеспечивает хорошую точность лишь в обратном пространстве (пространстве волновых функ-
ций), метод мультипольного разложения пригоден лишь для случаев, когда потенциал нахо-
дится в точках, расположенных за пределами существования электронной плотности. Исполь-
зование третьего метода для многоатомных систем требует больших вычислительных затрат.

В нашей работе мы предлагаем комбинацию этих подходов, а также некоторые другие
разработки последних лет.

2. Описание алгоритма

Традиционным способом нахождения электронной плостности в системе взаимодействую-
щих атомов является итерационная процедура. На нулевой итерации электронная плотность
атомной системы представляет собой сумму электронных плотностей невзаимодействующих
атомов. Поскольку электронные плотности невзаимодействующих атомов сферичны, то нуле-
вая плотность 𝜌0(𝑟) есть сумма сферических плотностей 𝜌𝑎𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒, центрированных на атомах,
расположенных в точках 𝑅𝑗 :

𝜌0(𝑟) =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜌𝑎𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(|𝑟 −𝑅𝑗 |). (2)

Плотности 𝜌𝑎𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 полагаются известными, вычисленными с помощью подходящего квантово-
механического метода, например, в рамках теории функционала плотности [2]. Поскольку
эти плотности являются сферическими, то соответствующий электростатический потенциал
вычисляется с высокой точностью с помощью одномерного интегрирования (см. (1)):

𝜙𝑎
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(𝑅) =

2𝜋

𝑅

∫︁ 𝑅

0
𝜌𝑎𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(𝑟)𝑟

2𝑑𝑟 + 2𝜋

∫︁ ∞

𝑅
𝜌𝑎𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(𝑟)𝑟𝑑𝑟.

Вследствии этого потенциал многоатомной системы, соответствующий начальной плотности
(2), находится по формуле

𝜙0(𝑟) =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜙𝑎
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(|𝑟 −𝑅𝑗 |). (3)

В процессе итераций плотность системы изменяется — обозначим это изменение через ̂︀𝜌(𝑟), и
будем полагать, что для некоторого положительного числа ̂︀𝐴

max
𝑟∈Ω

⃒⃒̂︀𝜌(𝑟⃒⃒ < ̂︀𝐴. (4)
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Тогда 𝜌(𝑟) = 𝜌0(𝑟) + ̂︀𝜌(𝑟), где 𝜌0(𝑟) задается формулой (2). Потенциал, соответствующий 𝜌(𝑟)
приводится к виду

𝜙(𝑟) = 𝜙0(𝑟) + ̂︀𝜙(𝑟), 𝑟 ∈ Ω, (5)

где 𝜙0(𝑟) определяется соотношением (3). Следуя работе [12], для нахождения ̂︀𝜙(𝑟) мы решаем
уравнение Пуассона

Δ̂︀𝜙(𝑟) = −4𝜋̂︀𝜌(𝑟), 𝑟 ∈ Ω (6)

с граничными условиями ̂︀𝜙(𝑟) = ∫︁
Ω

̂︀𝜌(𝑟)
|𝑟 − 𝑟′|

𝑑𝑟′, 𝑟 ∈ 𝜕Ω (7)

двух– сеточным методом.

3. Вычисление граничных значений потенциала

Поскольку атомы в изучаемой системе могут быть расположены совершенно произвольно,
мы разобьем расчетную область Ω на многогранники Вороного 𝜈(𝑗) [14]:

Ω =
𝑚⋃︁
𝑗=1

𝜈(𝑗),

𝜈(𝑗) = {𝑟 ∈ Ω
⃒⃒
|𝑟 −𝑅𝑗 | = min

16𝑘6𝑚
|𝑟 −𝑅𝑘|}.

Таким образом, в каждом многограннике Вороного содержится только один атом. Затем при
помощи характеристической функции области 𝜈(𝑗)

𝜒𝑗(𝑟) =

{︂
1, 𝑟 ∈ 𝜈(𝑗);
0, в противном случае,

представим плотность ̂︀𝜌(𝑟) в виде суммы плотностей ̂︀𝜌𝑗(𝑟) = ̂︀𝜌(𝑟) · 𝜒𝑗(𝑟). Тогда интеграл (7)
запишется следующим образом:

̂︀𝜙(𝑟) =
𝑚∑︁
𝑗=1

̂︀𝜙𝑗(𝑟),

̂︀𝜙𝑗(𝑟) =

∫︁
𝜈(𝑗)

̂︀𝜌𝑗(𝑟′)
|𝑟 − 𝑟′|

𝑑𝑟′. (8)

В таком представлении есть существенный недостаток: ̂︀𝜌𝑗(𝑟) имеет скачок на границе области
𝜈(𝑗), что отрицательно влияет на сходимость и устойчивость вычислительного процесса. Один
из способов решения этой проблемы — заменить ступенчатую характеристическую функцию
ее приближением, обладающим свойствами гладкости. В нашей работе мы использовали ал-
горитм построения такой функции, предложенный Becke в работе [12].

Здесь мы оценим точности этого подхода. Прежде всего, заметим, что

𝜒𝑗(𝑟) =
∏︁

16𝑖6𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(1−Θ(𝜂(𝑟, 𝑖, 𝑗))),

где Θ — тета– функция Хэвисайда, 𝜂(𝑟, 𝑖, 𝑗) — гиперболическая координата точки 𝑟 отно-
сительно фокусов в точках 𝑅𝑖 и 𝑅𝑗 . Затем представим Θ(𝑡) как предел последовательности
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{Θ𝑘(𝑡)}𝑘>=1 возрастающих функций, производные которых по переменной 𝑡 образуют 𝛿− по-
следовательность. В работе [12] это представление выглядит так:

Θ𝑘(𝑡) =
1 + 𝑠𝑘(𝑡)

2
,

𝑠𝑘(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−1, 𝑡 6 −1;
𝑃 𝑘(𝑡), |𝑡| 6 1, (𝑃 𝑘 = 𝑃 ∘ 𝑃 ∘ . . . 𝑃⏟  ⏞  

𝑘 раз

);

1, 𝑡 > 1.

Здесь 𝑃 (𝑡) — полином, удовлетворяющий условиям 𝑃 (±1) = ±1, 𝑃 ′(𝑡)|𝑡=±1 = 0 :

𝑃 (𝑡) =
3

2
· 𝑡− 1

2
· 𝑡3.

Полагая

𝒫𝑗(𝑟; 𝑘) =
∏︁

16𝑖6𝑚
𝑖 ̸=𝑗

(1−Θ𝑘(𝜂(𝑟, 𝑖, 𝑗))),

получим гладкое приближение характеристической функции —

̃︀𝒫𝑗(𝑟; 𝑘) =
𝒫𝑗(𝑟; 𝑘)∑︀𝑚
𝑙=1 𝒫𝑙(𝑟; 𝑘)

с

𝜒𝑗(𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩
̃︀𝒫𝑗(𝑟; 𝑘), 𝑟 ∈ {𝑅1, . . . , 𝑅𝑚};̃︀𝒫𝑗(𝑟; 𝑘) +

𝒥 (𝑟)−1
𝒥 (𝑟) + 𝜀1(𝑎), 𝑟 ∈ 𝜕𝜈(𝑗);̃︀𝒫𝑗(𝑟; 𝑘) + 𝜀1(𝑎), в остальных случаях,

где величина 𝒥 (𝑟) равна числу областей, границы которых содержат точку 𝑟 — это либо 2,
либо 3, причем равенство 𝒥 (𝑟) = 3 выполняется только в конечном числе точек, и

𝜀1(𝑎) = 𝑂(𝑎2
𝑘
), 𝑎 ∈ (0, 1), 𝑘 → ∞. (9)

Используя полученные асимптотические формулы, приведем интеграл (8) к виду:

̂︀𝜙𝑗(𝑟) =

∫︁
𝜈(𝑗)

̂︀𝜌(𝑟′) ̃︀𝒫𝑗(𝑟
′; 𝑘)

|𝑟 − 𝑟′|
𝑑𝑟′ + 𝜙′

𝑗(𝑟) + 𝜀2(𝑟), (10)

где

𝜙′
𝑗(𝑟) =

∫︁
𝜕𝜈(𝑗)

̂︀𝜌(𝑟′)
|𝑟 − 𝑟′|

· 𝒥 (𝑟′)− 1

𝒥 (𝑟′)
𝑑𝑟′, (11)

𝜀2(𝑟) = 𝜀1(𝑎) ·
∫︁
𝜈(𝑗)∖𝑂𝛿(𝑅𝑗)

̂︀𝜌(𝑟′)
|𝑟 − 𝑟′|

𝑑𝑟′, (12)

и 𝑂𝛿(𝑅𝑗) — 𝛿− окрестность точки 𝑅𝑗 .

Обозначим через 𝑅(𝜈(𝑗)) радиус минимальной сферы с центром в точке 𝑅𝑗 , покрывающей
область 𝜈(𝑗). Будем считать, что {𝑟 ∈ R3| |𝑟 − 𝑅𝑗 | ≤ 𝑅(𝜈(𝑗))} ∩ 𝜕Ω = ∅. Тогда величину

1
|𝑟−𝑟′| можно представить в виде сходящегося ряда по системе многочленов Лежандра 𝑃𝑙(cos 𝜃)

[8, 9, 13, 15, 16]:

1

|𝑟 − 𝑟′|
=

1

|𝑟 −𝑅𝑗 |

∞∑︁
𝑙=0

𝑡𝑙𝑃𝑙(cos 𝜃), 𝑡 =
|𝑟′ −𝑅𝑗 |
|𝑟 −𝑅𝑗 |
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с 𝜃 = ∠(
−−−−→
𝑟 −𝑅𝑗 ,

−−−−→
𝑟′ −𝑅𝑗). С учетом этого равенства, запишем интеграл, стоящий в правой части

соотношения (10) в виде: ∫︁
𝜈(𝑗)

̂︀𝜌(𝑟′) ̃︀𝒫𝑗(𝑟
′; 𝑘)

|𝑟 − 𝑟′|
𝑑𝑟′ = ̃︀𝜙𝑗(𝑟, 𝑘) + 𝜀3(𝑟, 𝑗), (13)

где

̃︀𝜙𝑗(𝑟, 𝑘) =
1

|𝑟 −𝑅𝑗 |

∫︁
𝜈(𝑗)

̂︀𝜌(𝑟′) ̃︀𝒫𝑗(𝑟
′; 𝑘) ·

𝐿∑︁
𝑙=0

(︂
|𝑟′ −𝑅𝑗 |
|𝑟 −𝑅𝑗 |

)︂𝑙

𝑃𝑙(cos 𝜃)𝑑𝑟
′, (14)

𝜀3(𝑟, 𝑗) = 𝑂

(︂ ̂︀𝐴
|𝑟 −𝑅𝑗 | −𝑅(𝜈(𝑗))

·
(︂

𝑅(𝜈(𝑗))

|𝑟 −𝑅𝑗 |

)︂𝐿)︂
, 𝐿 → ∞. (15)

В последнем выражении константа ̂︀𝐴 задается соотношением (4). Интегралы (11), (12) оцени-
ваются следующим образом:

|𝜙′
𝑗(𝑟)| 6

𝑆(𝜕𝜈(𝑗))

|𝑟 −𝑅𝑗 | −𝑅(𝜈(𝑗))
· max
𝑟′∈𝜕𝜈(𝑗)

|̂︀𝜌(𝑟′)|,
𝜀2(𝑟) = 𝜀1(𝑎),

где 𝑆 — площадь границы области 𝜈(𝑗). Из последних двух оценок и формул (10), (13), (15)
следует, что вклад в асимптотику интеграла ̂︀𝜙𝑗(𝑟) с главным членом (14) вносит сумма

𝜀4(𝑟, 𝑎, 𝑗) = 𝜀3(𝑟, 𝑗) + 𝜀1(𝑎), (16)

в которой оценки 𝜀1(𝑎), 𝜀3(𝑟, 𝑗) вычисляются по формулам (9), (15). Подставляя полученное
выражение для ̂︀𝜙𝑗(𝑟) в (8), приходим к равенству

̂︀𝜙(𝑟) = ̂︀𝜙′(𝑟) + 𝜀4(𝑟, 𝑎, 𝑗), (17)

где индекс 𝑗 обозначает ту область 𝜈(𝑗), граница которой содержит точку 𝑟 и

̂︀𝜙′(𝑟) =
𝑚∑︁
𝑗=1

̃︀𝜙(𝑟, 𝑘) (18)

с функцией ̃︀𝜙(𝑟, 𝑘), заданной в (14).
4. Оценка численного решения уравнения Пуассона

Перейдем к решению уравнения Пуассона (6), (7). Учитывая (17) и (18), представим ре-
шение этой задачи в виде ̂︀𝜙(𝑟) = 𝑢(𝑟) + 𝑢0(𝑟), (19)

где 𝑢 — решение задачи (6) с граничным условием

𝑢|𝜕Ω = ̂︀𝜙′, (20)

задаваемым соотношением (18), 𝑢0 — решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа с гра-
ничным условием 𝑢0|𝜕Ω = 𝜀4. Так как решение 𝑢

0 достигает максимума на границе, то согласно
(16)

|𝑢0(𝑟)| ≪ 𝜀4( ̂︀𝐴) + 𝜀1(𝑎),

𝜀4( ̂︀𝐴) = 𝑂

(︂
max
𝑟∈𝜕Ω

̂︀𝐴
|𝑟 −𝑅𝑗 | −𝑅(𝜈(𝑗))

·
(︂

𝑅(𝜈(𝑗))

|𝑟 −𝑅𝑗 |

)︂𝐿)︂
, 𝐿 → ∞. (21)
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Для численного решения задачи (6), (20) мы использовали двух-сеточный метод, описанный
в работах [17, 13, 10].

Обозначим чере Ωℎ сетку с шагом ℎ на Ω, через Γℎ множество узлов (𝑖ℎ, 𝑗ℎ, 𝑘ℎ), не при-
надлежащие Ωℎ, с условием

𝜕Ω ⊆
⋃︁

(𝑖ℎ,𝑗ℎ,𝑘ℎ)∈Γℎ

{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶𝑢𝑏𝑒ℎ(𝑖ℎ, 𝑗ℎ, 𝑘ℎ)},

где 𝐶𝑢𝑏𝑒ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) — куб с длиной стороны, равной ℎ, и с центром в точке (𝑥, 𝑦, 𝑧), при этом

хотя бы одна из вершин куба содержится в Ωℎ. Обозначим Ω
ℎ
= Ωℎ ∪ Γℎ.

Задаче (6), (20) поставим в соответствие разностную задачу

(𝐿ℎ(𝑢ℎ))𝑖,𝑗,𝑘 = −4𝜋̂︀𝜌(𝑖ℎ, 𝑗ℎ, 𝑘ℎ), (𝑖ℎ, 𝑗ℎ, 𝑘ℎ) ∈ Ωℎ,

𝑢ℎ𝑖,𝑗,𝑘 = ̂︀𝜙′(𝑖ℎ, 𝑗ℎ, 𝑘ℎ), (𝑖ℎ, 𝑗ℎ, 𝑘ℎ) ∈ Γℎ,

где

𝑢ℎ𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑢ℎ(𝑖ℎ, 𝑗ℎ, 𝑘ℎ),

(𝐿ℎ(𝑢ℎ))𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑢
ℎ/2
2𝑖−1,2𝑗,2𝑘 − 2̃︀𝑢ℎ/22𝑖,2𝑗,2𝑘 + 𝑢

ℎ/2
2𝑖+1,2𝑗,2𝑘

(ℎ/2)2
+

+
𝑢
ℎ/2
2𝑖,2𝑗−1,2𝑘 − 2̃︀𝑢ℎ/22𝑖,2𝑗,2𝑘 + 𝑢

ℎ/2
2𝑖,2𝑗+1,2𝑘

(ℎ/2)2
+

+
𝑢
ℎ/2
2𝑖,2𝑗,2𝑘−1 − 2̃︀𝑢ℎ/22𝑖,2𝑗,2𝑘 + 𝑢

ℎ/2
2𝑖,2𝑗,2𝑘+1

(ℎ/2)2
, (22)

и величины 𝑢
ℎ/2
𝑖,𝑗,𝑘, ̃︀𝑢ℎ/2𝑖,𝑗,𝑘 — решения разностной задачи на предыдущей и текущей итерациях.

Известно, что разностная схема (22) сходится и погрешность относительно решения задачи
(6), (20) имеет второй порядок аппроксимации. Учитывая (19), (21), получаем погрешность
приближенного решения относительно задачи (6), (7):

̂︀𝜙(𝑟) = ̃︀𝑢ℎ𝑖,𝑗,𝑘 +𝑂(ℎ2) + 𝜀1(ℎ) + 𝜀4( ̂︀𝐴), 𝑟 = (𝑖ℎ, 𝑗ℎ, 𝑘ℎ) ∈ Ω
ℎ
.

Согласно (21), 𝜀4( ̂︀𝐴) ≪ ̂︀𝐴
ℎ . Положив 𝛾 = ln ̂︀𝐴/ lnℎ, и используя (5), получаем асимптотическую

формулу для 𝜙(𝑟) :

𝜙(𝑟) = 𝜙0(𝑟) + ̃︀𝑢ℎ𝑖,𝑗,𝑘 +𝑂(max{ℎ2, ℎ𝛾−1}), 𝑟 = (𝑖ℎ, 𝑗ℎ, 𝑘ℎ) ∈ Ω
ℎ
, (23)

в которой потенциал задается в (2).

5. Численная схема решения уравнения Пуассона

Шаг итерационного процесса состоит из трех этапов.

1. Производим одну итерацию на Ω
ℎ/2

, вычисляя ̃︀𝑢ℎ/22𝑖,2𝑗,2𝑘 по формуле (22). Новое прибли-

женное решение к решению на Ω
ℎ
на этом этапе определяется соотношением

̃︀𝑢ℎ𝑖,𝑗,𝑘 = ̃︀𝑢ℎ/22𝑖,2𝑗,2𝑘.
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2. Вычисляем параметр сходимости 𝜇 итерационного процесса:

𝜇 =
‖𝐿ℎ(̃︀𝑢ℎ)− 4𝜋̂︀𝜌‖

Ω
ℎ

‖𝐿ℎ(𝑢ℎ)− 4𝜋̂︀𝜌‖
Ω

ℎ

,

где оператор 𝐿ℎ задается в (22), ‖ · ‖ — дискретная норма в Ω
ℎ
.

3. Если 𝜇 близко к единице, то итерационный процесс завершен. Иначе мы интерполируем

функцию ̃︀𝑢ℎ𝑖,𝑗,𝑘 c Ω
ℎ
на Ω

ℎ/2
при помощи оператора интерполяции, точного для много-

членов второй степени. И переходим к первому пункту итерационного процесса.

В итерационных вычислениях важную роль играет выбор начального приближения. В
нашем случае в качестве начального приближения мы использовали потенциал, вычисленный
с помощью БПФ, а именно:

𝑢(𝑟) = 4𝜋
∑︁

𝑚𝑥,𝑚𝑦 ,𝑚𝑧

𝑐(𝑚𝑥,𝑚𝑦,𝑚𝑧)

𝜆2 + (2𝜋ℎ)2 · (𝑚2
𝑥 +𝑚2

𝑦 +𝑚2
𝑧)
𝑒𝑖(𝑚𝑥·𝑥+𝑚𝑦 ·𝑦+𝑚𝑧 ·𝑧), (24)

𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶𝑢𝑏𝑒(Ω)
ℎ
.

Здесь 𝑐(𝑚𝑥,𝑚𝑦,𝑚𝑧) — коэффициенты Фурье функции ̂︀𝜌(𝑟), 𝜆 — некоторая константа, значи-
тельно меньшая единицы [18], не влияющая на конечный результат.

6. Заключение

1. Данный подход был реализован в работах, описанных в [19]. В них показано, что разде-
ление полной плотности 𝜌 системы взаимодействующих атомов на начальную плотность
𝜌0, состоящую из суммы сферических плотностей, центрированных на отдельных ато-
мах, и некоторую плотность ̂︀𝜌, которая образуется в результате взаимодействия атомов,
обеспечивает более высокую точность по сравнению с вычислением потенциала напря-
мую от полной плотности.

2. Теоретическая оценка погрешности метода позволяет контролировать параметры чис-
ленного расчета — амплитуда добавочной плотности должна быть сравнима с величиной
ℎ𝛾 , с 𝛾 ∈ (1, 2).
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