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Аннотация

В работе изучются аналитические свойства 𝐿-функций Дирихле в критической полосе,
характерные для почти периодических функций. В основе исследований лежит аппрок-
симационный подход, заключающийся в построении полиномов Дирихле, которые явля-
ются почти периодическими функциями, «быстро сходящихся» в критической полосе к
𝐿-функциям Дирихле.

На этом пути для любого прямоугольника, лежащего в критической полосе, доказа-
но существование 𝜀-почти перида для L-функции Дирихле, получена оценка константы
равномерной непрерывности. Обсуждаются вопросы, связанные с применением аппрокси-
мационного подхода при доказательстве свойства «универсальности» 𝐿-функций Дирихле,
а так же связанные с получением соответствующих результатов для 𝐿-функций числовых
полей.
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периодические функции.
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Abstract

In this paper we study the analytic properties of Dirichlet 𝐿 -functions in the critical strip,
characteristic for almost periodic functions. The research is based on Approximation approach,
consisting in the construction of Dirichlet polynomials, which are almost periodic functions,
"rapidly convergent"in the critical strip to Dirichlet 𝐿 -functions.

On this path, for any rectangle lying in the critical strip, the existence of 𝜀 -almost period for
the Dirichlet L-function, we obtain the estimate constants of uniform continuity. Issues related
to studying other properties of Dirichlet 𝐿 -functions are discussed.
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1. Введение

Рассмотрим 𝐿-функцию Дирихле

𝐿(𝑠, 𝜒) =
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝜒(𝑝)

𝑝𝑠

)︂−1

=
∞∑︁
1

𝜒(𝑛)

𝑛𝑠
, ; 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, (1)

где 𝜒 — неглавный характер Дирихле.
В работах [1], [2], [3] указан численный алгоритм построения последовательности поли-

номов Дирихле 𝑄𝑛(𝑠), которые в любом прямоугольнике 𝐷𝑇 : 0 < 𝜎0 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇 ,
приближают 𝐿-функцию (1) с показательной скоростью.

Показано, что для любого 𝜀 > 0, 𝑇 > 0, при 𝑛 ≥ 𝑛0, где

𝑛0 =

[︂
2𝑇 + | ln 𝜀| − ln𝑇

ln 𝜌

]︂
, (2)

и где величина 𝜌 > 1, в прямоугольнике 𝐷𝑇 имеет место оценка

||𝐿(𝑠, 𝜒)−𝑄𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ) < 𝜀.

Отметим, что величина 𝜌 в формуле (2) определяется периодом характера 𝜒 и легко оценива-
ется снизу в зависимости от периода 𝑑. Например, для 𝑑 = 3, 4, 5, 6, 8, 10

𝜌 >
1 +
√
5

2
.

Таким образом, при заданных 𝜀 и 𝑑 при достаточно большом 𝑇 степень полинома Дирихле
𝑄𝑛(𝑠), приближающего 𝐿-функцию Дирихле с точностью до 𝜀, можно считать соизмеримой с
величиной 𝑇 . При этом будем использовать обозначение 𝑛 ∼ 𝑇 .

Там же [1], [2], [3] изучались свойства полиномов 𝑄𝑛(𝑠), которые определяют соответсву-
ющие свойства 𝐿-функций (1). Такой подход изучения свойств 𝐿-функций Дирихле получил
название аппроксимационного подхода.

В нашем случае мы рассмотрим свойства полиномов 𝑄𝑛(𝑠), характерные для почти пери-
одических функций, каковыми являются полиномы Дирихле, и выясним, в какой степени эти
свойства отражаются в поведении 𝐿-функций Дирихле. По поводу свойств почти периодиче-
ских функций см. [4],[5].

2. Некоторые свойства 𝐿-функций Дирихле, имеющие аналог в
теории почти периодических функций

Рассмотрим отдельные понятия и введём ряд обозначений, связанных с почти периодиче-
скими функциями. Обозначим через 𝜏(𝜀) 𝜀-почти период почти периодической функции 𝑓(𝑥),
т.е. для всех 𝑥

|𝑓(𝑥+ 𝜏(𝜀))− 𝑓(𝑥)| < 𝜀.

Пусть 𝑄𝑛,𝜎(𝑡) — почти периодическая функция вида

𝑄𝑛,𝜎(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘
𝑘𝜎
𝑒𝑖 ln 𝑘𝑡, 0 < 𝜎1 ≤ 𝜎 ≤ 1. (3)

Пусть 𝜂(𝜀) обозначает число, характеризующее равномерную непрерывность функции
𝑓(𝑥), т.е.

|𝑥1 − 𝑥2| < 𝜂(𝜀) −→ |𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| ≤ 𝜀.
При заданных обозначениях имеет место
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Лемма 1. Для заданного 𝜀 > 0 для полинома вида (3) существует 𝜀-почти период 𝜏(𝜀),
для которого имеет место оценка

|𝜏(𝜀)| < 2𝜋𝑛

ln𝑛
+

𝜀𝑛

2 ln𝑛
+ 𝐶, (4)

где константа 𝐶 зависит только от величины 𝜀 и при достаточно больших 𝑛 значительно
меньше чем 𝑛

ln𝑛 .

Доказательство. Покажем существование 𝜀-почти периода, общего для всех слагаемых
многочленов вида (3), то есть для системы {𝑒−𝑖 ln 𝑘𝑡}, 𝑘 = 1, 𝑛.

Каждая функция 𝑒−𝑖 ln 𝑘𝑡 является периодической функцией с периодом 𝜏𝑘 = 2𝜋
ln 𝑘 . Пусть

𝜂𝑘
(︀
𝜀
2

)︀
— число, характеризующее равномерную непрерывность этой функции на интервале

|𝑡| < 𝑇 , где 𝑇 — высота прямоугольника 𝐷𝑇 , на котором многочлен 𝑄𝑛(𝑠) приближает 𝐿-
функцию с точностью до 𝜀. Величина 𝜂𝑘

(︀
𝜀
2

)︀
определяется из соотношения

|𝑒𝑖 ln 𝑘𝛿 − 1| < 𝜀

2
,

то есть, 𝜂𝑘
(︀
𝜀
2

)︀
= 𝜀

2 ln 𝑘 .
Рассмотрим две функции, 𝑒−𝑖 ln 𝑘𝑡 и 𝑒−𝑖 ln(𝑘+1)𝑡. Как показано в [4], Дополнение, §3, лемма 1,

для двух данных периодических функций на отрезке [0, 𝑙], где 𝑙 = max(𝜏𝑘, 𝜏𝑘+1), найдётся пара
𝜀
2 -почти периодов ̂︀𝜏1 = 𝜂𝑛1 и ̂︀𝜏2 = 𝜂𝑛2, где 𝜂 = min(𝜂𝑘

(︀
𝜀
2

)︀
, 𝜂𝑘+1

(︀
𝜀
2

)︀
), а 𝑛1 и 𝑛2 — целые числа,

такие, что |̂︀𝜏1 − ̂︀𝜏2| ≤ 𝑙. Более того, существует целое 𝑠, такое, что имеет место равенство:
𝜏1 − 𝜏2 = 𝑛𝑠𝜂 = ̂︀𝜏1,𝑠 − ̂︀𝜏2,𝑠. (5)

Далее, в [4] показано, что на отрезке [0, 𝐿], где 𝐿 = 𝑙 + 2𝑇 , и где max𝑠 |̂︀𝜏1,𝑠| = 𝑇 , найтется
общий 𝜀-почти период 𝜏 , равный

𝜏 = 𝜏1 − ̂︀𝜏1,𝑠 = 𝜏2 − ̂︀𝜏2,𝑠.
В нашем случае ̂︀𝜏1 и ̂︀𝜏2 с точностью до 𝜀

2 являются величинами, кратными периодам 𝜏𝑛 и
𝜏𝑛+1.

Определим минимальное значение 𝐿, при котором будет выполняться неравенство |𝜏 | < 𝐿.
Пусть 𝑘0 — такое натуральное число, что 𝜀

2 >
1

ln 𝑘0
. Тогда при 𝑘 ≥ 𝑘0

|𝜏1 − 𝜏2| =
⃒⃒⃒⃒
2𝜋

ln 𝑘
− 2𝜋

ln(𝑘 + 1)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒ 2𝜋 ln 𝑘+1

𝑘

ln 𝑘 ln(𝑘 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀

2 ln 𝑘
.

Отсюда в силу (5) имеем:

|̂︀𝜏1,𝑠 − ̂︀𝜏2,𝑠| = 𝜂
(︁𝜀
2

)︁
,

и, следовательно, |𝑛𝑠| = 1.
Таким образом, имеем:

|𝜏 | = |𝜏1 − 𝜏2| < 𝑙 +
𝜀

2 ln𝑛
=

2𝜋

ln𝑛
+

𝜀

2 ln𝑛
.

Следовательно, для многочлена

𝑛∑︁
𝑘=𝑘0

𝑎𝑘
𝑘𝜎
𝑒−𝑖 ln 𝑘𝑡, 𝑛 ≥ 𝑛0,
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𝜀-почти период 𝜏 будет удовлетворять неравенству

|𝜏 | <
𝑛∑︁

𝑘=𝑘0

2𝜋

ln 𝑘
+

𝑛∑︁
𝑘=𝑘0

𝜀

2 ln 𝑘
.

Учитывая, что
𝑛∑︀

𝑘=1

1
ln 𝑘 ∼

𝑛
ln𝑛 (например, [6]), из последнего неравенства получаем, что

𝜀-почти период 𝜏 для многочлена 𝑄𝑛,𝜎(𝑡) вида (3) удовлетворяет неравенству

|𝜏 | < 2𝜋𝑛

ln𝑛
+

𝜀𝑛

2 ln𝑛
+ 𝐶,

где константа 𝐶 зависит только от 𝜀, что и завершает доказательство леммы 1. 2

В силу результата относительно аппроксимационных полиномов 𝑄𝑛(𝑠), приведённого во
введении, и в силу леммы 1 получаем следующее утверждение.

Теорема 1. Для любого 𝜀 > 0 и любого 𝑇 > 𝑇0 найдётся такое положительное число
𝜏 < 𝑇

ln𝑇 , что для всех 𝑠, лежащих в прямоугольнике 𝐷𝑇 : 0 < 𝜎1 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇 , и таких,
что 𝑠+ 𝑖𝜏 ∈ 𝐷𝑇 , для 𝐿-функции Дирихле выполняется неравенство

|𝐿(𝑠+ 𝑖𝜏)− 𝐿(𝑠, 𝜒)| < 𝜀. (6)

Замечание 1. Приведённое в теореме 1 свойство 𝐿-функций Дирихле является ана-
логом свойства 𝜀-почти периода для почти периодических функций. В отличие от почти
периодических функций, оценка (6) имеет место в ограниченной области.

Далее рассмотрим прямоугольник 𝐷𝑇 : 1
2 ≤ 𝜎 ≤ 1, |𝑡| ≤ 𝑇 . Пусть полином Дирихле 𝑄𝑛(𝑠)

приближает в прямоугольнике 𝐷𝑇 𝐿-функцию Дирихле 𝐿(𝑠, 𝜒) с точностью для величины 𝜀.
В этом случае имеет место следующее утверждение.

Лемма 2. Для константы 𝜂(𝜀) равномерной непрерывности аппроксимационного поли-
нома 𝑄𝑛(𝑠) в прямоугольнике 𝐷𝑇 имеет место оценка вида

𝜂(𝜀) <
𝐶𝜀

ln𝑛 · 𝑇
1
2

,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛 и 𝜀.

Доказательство. Рассмотрим известное неравенство (см., например, [7]):

|𝑄𝑛(𝑠)−𝑄𝑛(𝑠0)| − |𝑄′
𝑛(𝑠0)(𝑠− 𝑠0)| ≤ |𝑄𝑛(𝑠)−𝑄𝑛(𝑠0)−𝑄′

𝑛(𝑠0)(𝑠− 𝑠0)| = 𝑜(|𝑠− 𝑠0|).

Обозначим 𝛿 = |𝑠− 𝑠0|. Тогда неравенство

|𝑄𝑛(𝑠)−𝑄𝑛(𝑠0)| ≤ |𝑄′
𝑛(𝑠0)|𝛿 + 𝑜(𝛿) < 𝜀

имеет место, если

𝛿 <
𝜀

|𝑄′
𝑛(𝑠0)|

. (7)

Покажем, что имеет место эквивалентность

||𝑄′
𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ) ∼ ln𝑛||𝑄𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ). (8)

С этой целью сравним величины

||𝐿′(𝑠, 𝜒)||𝐶(𝐷𝑇 ) и ||𝐿(𝑠, 𝜒)||𝐶(𝐷𝑇 ).
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Обозначим через 𝑆𝑛(𝑠) частичную сумму ряда Дирихле, определяющего 𝐿-функцию Дири-
хле. Пусть 𝑆(𝑥) — сумматорная функция коэффициентов 𝐿-функции, а 𝑆*(𝑥) — сумматорная
функция коэффициентов производной 𝐿-функции. В результате применения метода сумми-
рования Абеля получаем:

|𝑆*(𝑥)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑆(𝑥) ln𝑥−

∫︁ 𝑥

1

𝑆(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
≤ ln𝑥|𝑆(𝑥)|+ ln𝑥 ·max

𝑛≤𝑥
|𝑆(𝑛)| ≤ 𝐶 ln𝑥 ·max

𝑛≤𝑥
|𝑆(𝑛)|,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑥.
Таким образом, имеем:

|𝑆*(𝑥)| ≤ 𝐶 ln𝑥, (9)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑥.
Пусть ̂︀𝑆(𝑢) = {︃𝑆(𝑢), 𝑢 ≤ 𝑛,

𝑆(𝑛), 𝑢 > 𝑛.

Тогда для функции 𝑆𝑛(𝑠) имеет место интегральное представление:

𝑆𝑛(𝑠) = 𝑠

∫︁ ∞

1

̂︀𝑆(𝑢)
𝑢𝑠+1

𝑑𝑢 = 𝑠

∫︁ 𝑛

1

𝑆(𝑢)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢+ 𝑠

∫︁ ∞

𝑛

𝑆(𝑛)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢. (10)

Аналогично получаем:

𝑆′
𝑛(𝑠) = 𝑠

∫︁ ∞

1

̂︀𝑆*(𝑢)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢 = 𝑠

∫︁ 𝑛

1

𝑆*(𝑢)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢+ 𝑠

∫︁ ∞

𝑛

𝑆*(𝑛)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢. (11)

Отсюда для 𝑠 ∈ 𝐷𝑇 и для достаточно больших 𝑛 будут выполняться неравенства

|𝐿(𝑠, 𝜒)− 𝑆𝑛(𝑠)| ≤
⃒⃒⃒⃒
𝑠

∫︁ ∞

𝑛

𝑆(𝑢)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝑠

∫︁ ∞

𝑛

𝑆(𝑛)

𝑢𝑠+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑇

𝑛
1
2

< 𝜀 (12)

и
|𝐿′(𝑠, 𝜒)− 𝑆′

𝑛(𝑠)| < 𝜀. (13)

В последнем неравенстве мы воспользовались условием (9).
Рассмотрим

𝑆𝑡(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

𝜒(𝑛)𝑛−𝑖𝑡, ̂︀𝑆𝑡(𝑥) = {︃𝑆𝑡(𝑥), 𝑥 ≤ 𝑛,
𝑆𝑡(𝑛), 𝑥 > 𝑛.

Аналогично 𝑆*
𝑡 (𝑥) и ̂︀𝑆*

𝑡 (𝑥).
Тогда при |𝑡| ≤ 𝑇 имеет место неравенство:

|𝑆*
𝑡 (𝑛)| ≤ 𝐶1 ln𝑛 ·max

𝑘≤𝑛
|𝑆𝑡(𝑘)|, (14)

где константа 𝐶1 не зависит от 𝑛.
Действительно,

|𝑆*
𝑡 (𝑛)| ≤ ln𝑛|𝑆𝑡(𝑛)|+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑛

1

𝑆𝑡(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
≤ ln𝑛|𝑆𝑡(𝑛)|+ ln𝑛 ·max

𝑘≤𝑛
|𝑆𝑡(𝑘)|.

Как показано в работе [7] в случае неглавного характера Дирихле при |𝑡| ≤ 𝑇 имеет ме-
сто оценка |𝑆𝑡(𝑥)| < 𝐶, где константа 𝐶 не зависит от 𝑥. Следовательно, max𝑘≤𝑛 |𝑆𝑡(𝑘)| есть
константа, не равная нулю и не зависящая от x. Отсюда получается неравенство (14).
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Обратно, в силу (14)

𝑆𝑡(𝑛) ≤
1

ln𝑛
|𝑆*

𝑡 (𝑛)|+
1

ln𝑛
max
𝑘≤𝑛

|𝑆*
𝑡 (𝑘)|
ln𝑛

≤ 𝐶2

ln𝑛
max
𝑘≤𝑛
|𝑆*

𝑡 (𝑘)|, (15)

где константа 𝐶2 не зависит от 𝑛.
При достаточно большом 𝑛 получаем:

|𝑆𝑛(𝑠)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜎
∫︁ ∞

1

̂︀𝑆𝑡(𝑢)
𝑢𝜎+1

𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

⃒⃒⃒⃒
𝜎

∫︁ 𝑛

1

𝑆𝑡(𝑢)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜎

∫︁ ∞

𝑛

𝑆𝑡(𝑛)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒
𝜎

∫︁ 𝑛

1

𝑆𝑡(𝑢)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
+ 𝜀.

Аналогично,

|𝑆′
𝑛(𝑠)| ≤

⃒⃒⃒⃒
𝜎

∫︁ 𝑛

1

𝑆*
𝑡 (𝑢)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
+ 𝜀.

Отсюда в силу (14) и (15) следует, что при достаточно больших 𝑛 имеет место эквивалент-
ность:

||𝑆′
𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ) ∼ ln𝑛||𝑆𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ). (16)

Тогда в силу (12) и (13) при достаточно больших 𝑛 имеет место оценка вида

| ||𝐿′(𝑠, 𝜒)||𝐶(𝐷𝑇 ) − ln𝑛||𝐿(𝑠, 𝜒)||𝐶(𝐷𝑇 ) | < 𝜀. (17)

Известно (см. [8]), что при |𝑡| ≤ 𝑇⃒⃒⃒⃒
𝐿

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡, 𝜒

)︂⃒⃒⃒⃒
= 𝑂

(︁
𝑇

1
2

)︁
.

Далее, при 𝑠 ∈ 𝐷𝑇 имеем:

𝑆𝑛(𝑠) =
1

𝜎

∫︁ 𝑛

1

𝑆𝑡(𝑢)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢+

1

𝜎

∫︁ ∞

𝑛

𝑆𝑡(𝑛)

𝑢𝜎+1
𝑑𝑢.

Отсюда получаем:

|𝑆𝑛(𝑠)| ≤ max
𝑘≤𝑛
|𝑆𝑡(𝑘)|

(︂
1− 1

𝑛𝜎

)︂
≤ 𝐶𝑇

1
2 ,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
Следовательно, для 𝑠 ∈ 𝐷𝑇 имеет место оценка

|𝐿(𝑠, 𝜒)| ≤ 𝐶𝑇
1
2 .

Тогда и для полинома 𝑄𝑛(𝑠) при 𝑠 ∈ 𝐷𝑇 и при достаточно больших 𝑛 выполняется нера-
венство

|𝑄𝑛(𝑠)| ≤ 𝐶𝑇
1
2 , (18)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
В силу (16), (17) получаем условие (8), из которого с учётом (18) следует оценка

||𝑄′
𝑛(𝑠)||𝐶(𝐷𝑇 ) ≤ 𝐶 ln𝑛 · 𝑇

1
2 ,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
Отсюда в силу (7) имеет место оценка

𝛿 <
𝐶𝜀

ln𝑛 · 𝑇
1
2

,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛 и 𝜀, что и завершает доказательство леммы 2. 2

Как следствие леммы 2 получаем следующее утверждение:
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Теорема 2. Для 𝐿-функции Дирихле в прямоугольнике 𝐷𝑇 для константы равномерной
непрерывности 𝜂(𝜀) имеет место неравенство:

𝜂(𝜀) <
𝐶𝜀

ln𝑇 · 𝑇
1
2

,

где величина 𝐶 не зависит от 𝜀.

3. Заключение

В заключение укажем некоторые задачи, связанные с поведением 𝐿-функций в крити-
ческой полосе, решение которых может быть получено на основании аппроксимационного
подхода.

В 1975 году С. М. Воронин впервые доказал, что вертикальные сдвиги дзета-функции Ри-
мана с любой точностью приближают аналитические функции, не равные нулю внутри круга
радиуса 𝑟, 0 < 𝑟 < 1

4 , и непрерывные на границе этого круга. Это свойство дзета-функции
Римана С. М. Воронин назвал свойством универсальности. Позднее С. М. Воронин доказал
свойство универсальности для достаточно широкого класса эйлеровых произведений, в част-
ности, для 𝐿-функций Дирихле. В основе доказательства свойства универсальности лежат
глубокие результаты, полученные С. М. Ворониным, относительно определённых функцио-
нальных рядов в пространстве Харди (см. по этому поводу работы [9],[10], [11]).

Представляет интерес иной подход к решению задачи об универсальности 𝐿-функций Ди-
рихле, основанный на переносе отдельных свойств почти периодических функций, каковыми
являются полиномы Дирихле, на 𝐿-функции Дирихле. При этом, наряду с задачей приближе-
ния функций непрерывными сдвигами, следует рассмотреть и задачу приближения дискрет-
ными сдвигами, при решении которой в последние годы были получены новые результаты (см.
[12]).

Далее, в работах [13], [14], [15] был разработан численный алгоритм построения аппрокси-
мационных полиномов для 𝐿-функций числовых полей. В связи с этим представляет интерес
получить на основании апрроксимационного подхода аналитические свойства 𝐿-функций чис-
ловых полей, характерные для почти периодических функций.

Отметим, что решение поставленных выше задач планируется привести в других работах
автора.
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