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Аннотация

Исследуются почти нильпотентные многообразия неассоциативных алгебр над полем
нулевой характеристики в классе всех алгебр, удовлетворяющих тождественному соотно-
шению 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0. Ранее в данном классе алгебр для любого натурального 𝑚 > 2 была
определена алгебра 𝐴𝑚, порождающая почти нильпотентное многообразие 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) экс-
поненциального роста с экспонентой, равной 𝑚. В настоящей работе исследуются число-
вые характеристики многообразий 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚). Для этого в относительно свободных алгебрах
многообразий 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) рассматриваются пространства полилинейных элементов, соответ-
ствующих левонормированным многочленам с фиксированной образующей на первой по-
зиции.

Для каждого такого пространства как вполне приводимого модуля над групповой ал-
геброй симметрической группы определены все кратности в разложении соответствующего
кохарактера в сумму неприводимых характеров.

На основе определений данных кратностей приводится метод вычисления кратностей,
соответствующих полилинейным частям относительно свободных алгебр многообразий
𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚). С помощью приведенного метода вычисления кратностей для каждого 𝑛 > 1
получены кодлины многообразий 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑚 > 2. Для каждого многообразия 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚),
𝑚 > 2, в работе также описано соответствующее множество определяющих тождеств.

Ключевые слова: тождество, линейная алгебра, почти нильпотентное многообразие, экс-
поненциальный рост.
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NEW PROPERTIES OF ALMOST NILPOTENT
VARIETIES WITH INTEGER EXPONENTS

N. P. Panov (Ulyanovsk)

Abstract

Almost nilpotent varieties of nonassociative algebras over a field of zero characteristic in
the class of all algebras satisfying identical relation 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0 are studied. Earlier in this class
of algebras for each natural number 𝑚 > 2 the algebra 𝐴𝑚 generating the almost nilpotent
variety 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) of exponential growth with exponent of 𝑚 was defined. In the paper numerical
characteristics of varieties 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) are studied.

To this end in the relatively free algebras of the varieties 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) the spaces of multilinear
elements corresponding to left normed polynomials with fixed variable on the first position are
considered.

Each space is considered as completely reducible module of the symmetric group and
multiplicities in the decomposition of the corresponding cocharacter into sum of irreducible
characters are calculated. The multiplicities corresponding to the multilinear parts of relatively
free algebras of the variety 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) are defined by the calculated values. Colengths of the
varieties 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑚 > 2 are obtained using this method. For each 𝑚 > 2 the set of identical
relations that defines the variety 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) is obtained.
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1. Введение

В данной работе продолжается изучение многообразий алгебр над полем нулевой харак-
теристики, а именно почти нильпотентных многообразий с целой экспонентой в классе всех
алгебр, удовлетворяющих тождественному соотношению 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0. Информацию об алгебрах
с тождествами, в том числе используемые далее определения и обозначения, можно найти в
монографиях [1], [2], [3]. Результаты, касающиеся некоторых почти нильпотентных многооб-
разий в различных классах алгебр, представлены в обзоре [4].

Хорошо известно, что в классе всех ассоциативных алгебр единственным почти нильпо-
тентным многообразием является многообразие всех ассоциативно-коммутативных алгебр ([5],
Remark 1). В классе алгебр Ли также существует единственное почти нильпотентное многооб-
разие — подмногообразие всех алгебр, удовлетворяющих тождеству метабелевости (𝑥𝑦)(𝑧𝑡) ≡ 0
[6]. Ровно два почти нильпотентных многообразия существуют в классе алгебр Лейбница [7].
Все почти нильпотентные подмногообразия подэкспоненциального (полиномиального или про-
межуточного) роста определены в многообразиях алгебр с тождеством 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0 [8], метабеле-
вых коммутативных алгебр [9], метабелевых антикоммутативных алгебр [10]. В каждом мно-
гообразии таких подмногообразий также ровно два. Дискретная серия почти нильпотентных
многообразий линейного роста, определенных с помощью бесконечных периодических слов в
алфавите из двух символов, представлена в работе [11].

Перечисленные почти нильпотентные многообразия имеют подэкспоненциальный рост. И
хотя это их свойство кажется естественным, известны примеры почти нильпотентных многооб-
разий экспоненциального роста. Рассмотрим подробнее в классе алгебр с тождеством 𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0
подмногообразие, обозначим его через 𝑣𝑎𝑟(𝐴2), определенное в работе [5]. Это многообразие
экспоненциального роста с экспонентой, равной двум. Для его изучения в соответствующей от-
носительно свободной алгебре авторы рассматривали пространства полилинейных элементов,
соответствующих многочленам, все мономы которых являются левонормированными и име-
ют фиксированную образующую на первой позиции. Данные пространства рассматривались
как вполне приводимые модули симметрических групп, и авторы оставили открытым вопрос о
точном значении кратностей с диаграммами Юнга из двух строк равной длины. Ответ на него
дан в [12], где также представлены основные числовые характеристики многообразия 𝑣𝑎𝑟(𝐴2)
и множество определяющих его тождеств. В работе [13] по аналогии с 𝑣𝑎𝑟(𝐴2) для каждого
натурального𝑚 > 3 определено многообразие 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) экспоненты𝑚, имеющее почти нильпо-
тентное подмногообразие. Позже было доказано, что все многообразия 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑚 > 3, сами
являются почти нильпотентными [14]. Целью настоящей работы является описание числовых
характеристик и определяющих тождеств многообразий 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑚 = 3, 4, . . ..

Обозначим основное поле через Φ, и пусть в свободной алгебре 𝐹 (𝑋) счетного ранга 𝑃𝑛

— пространство полилинейных неассоциативных многочленов от 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑛 > 1. Так как
характеристика Φ равна нулю, то любое тождество эквивалентно некоторой системе полили-
нейных тождеств, и информацию о многообразии V можно получить, изучив в соответству-
ющей относительно свободной алгебре 𝐹 (𝑋,V) подпространства 𝑃𝑛(V) = 𝑃𝑛/(𝑃𝑛 ∩ 𝐼𝑑(V)).
Одной из основных числовых характеристик многообразия V является последовательность
коразмерностей {𝑐𝑛(V)}𝑛>1, 𝑐𝑛(V) = dim𝑃𝑛(V). Говорят, что её асимптотическое поведение
определяет рост многообразия V, и что экспонента многообразия V экспоненциального ро-
ста равна 𝛼, если предел lim𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑐𝑛(V) существует и равен 𝛼. Известно, что пространство

𝑃𝑛(V) можно рассматривать как вполне приводимый Φ𝑆𝑛-модуль с кохарактером 𝜒𝑛(V), рав-
ным сумме неприводимых характеров 𝜒𝜆 с кратностями 𝑚𝜆(V), которые соответствуют диа-
граммам Юнга 𝜆 разбиений 𝑛, 𝜆 ⊢ 𝑛, 𝑆𝑛 — симметрическая группа. Для каждого 𝑛 > 1 с
помощью кратностей 𝑚𝜆(V), 𝜆 ⊢ 𝑛, определяются коразмерность 𝑐𝑛(V) =

∑︀
𝜆⊢𝑛𝑚𝜆(V)𝑑𝜆 и

кодлина 𝑙𝑛(V) =
∑︀

𝜆⊢𝑛𝑚𝜆(V), где 𝑑𝜆 — степень неприводимого характера 𝜒𝜆.
Так как во всех рассматриваемых далее алгебрах элементы имеют левонормированное
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строение, то договоримся записывать их без скобок, например 𝑎𝑏𝑎𝑏 = (((𝑎𝑏)𝑎)𝑏). В алгебрах
операцию умножения справа на образующую 𝑎 будем также обозначать соответствующим
оператором 𝑅𝑎, например 𝑎(𝑅𝑏𝑅𝑐)

2 = 𝑎𝑏𝑐𝑏𝑐. Оператор умножения справа на свободную об-
разующую 𝑥 обозначим соответствующей заглавной буквой 𝑋, например 𝑥0(𝑋𝑌 )2 = 𝑥0𝑥𝑦𝑥𝑦.
При этом будем считать, что 𝑥0𝑤(𝑋1, . . . , 𝑋𝑘) = 𝑥0, если степень ассоциативного монома 𝑤
от операторов 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘 равна нулю. Также договоримся считать всякое произведение вида
𝑎𝑏𝑖𝑏𝑖+1 . . . 𝑏𝑘, где 𝑖 > 𝑘, равным 𝑎. В произведении пропуск множителя 𝑥, находящегося на тре-
тьей или последующих позициях, обозначим через ̂︀𝑋, например 𝑥0𝑋1

̂︀𝑋2𝑋3 = 𝑥0𝑋1𝑋3. Указан-
ный символ над оператором будем использовать только для обозначения пропуска множителя
или отсутствия элемента в множестве. Другие символы над операторами или образующими
используем для обозначения альтернирования, например

𝑥0𝑋1𝑋2
̃︀𝑌1 ̃︀𝑌2 = ∑︁

𝑝,𝑞∈𝑆2

(−1)𝑝(−1)𝑞𝑥0𝑋𝑝(1)𝑋𝑝(2)𝑌𝑞(1)𝑌𝑞(2),

𝑧𝑅𝑎1𝑅𝑎2 = 𝑧𝑅𝑎1𝑅𝑎2 − 𝑧𝑅𝑎2𝑅𝑎1 ,

где (−1)𝑝 — четность перестановки 𝑝. Для краткости 𝑘 > 2 следующих друг за другом раз-
личных альтернированных произведений по 𝑡 множителей 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑡, будем обозначать
через (𝑋1 . . . 𝑋𝑡)

𝑘, например 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑡)
2 = 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑡)( ̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑡).

Обозначим через 𝑆𝑖,𝑗 подгруппу 𝑆𝑛, 𝑛 > 1, элементами которой являются подстановки

𝜎 =
(︁

1 ... 𝑖−1 𝑖 ... 𝑗 𝑗+1 ... 𝑛
1 ... 𝑖−1 𝜎(𝑖) ... 𝜎(𝑗) 𝑗+1 ... 𝑛

)︁
,

переставляющие числа с 𝑖 по 𝑗, 1 6 𝑖 6 𝑗 6 𝑛.
Наконец, приведем следующее предложение из работы [15], с помощью которого докажем

все основные результаты.

Предложение 1. Пусть T — таблица Юнга, соответствующая разбиению 𝜆 ⊢ 𝑛, и
𝑀 =𝑀1⊕· · ·⊕𝑀𝑘 — Φ𝑆𝑛-модуль, где 𝑀𝑖 — изоморфные неприводимые подмодули с характе-
ром 𝜒𝜆. Тогда 𝑘 равно максимальному числу линейно независимых элементов 𝑔 ∈𝑀 таких,
что 𝜎 · 𝑔 = 𝑔 для любого элемента 𝜎 ∈ 𝑅𝑇 .

2. Определения алгебр и вспомогательные утверждения

Рассматриваемые алгебры 𝐴𝑚, 𝑚 = 2, 3, . . ., заданы образующими 𝑧, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 и следую-
щими определяющими соотношениями:

1. 𝑎𝑖𝑢 = 0, 𝑢 ∈ 𝐴𝑚, 1 6 𝑖 6 𝑚,

2.
(︀
𝑧𝑤(𝑅𝑎1 , . . . , 𝑅𝑎𝑚)

)︀(︀
𝑧𝑤′(𝑅𝑎1 , . . . , 𝑅𝑎𝑚)

)︀
= 0, deg𝑤,deg𝑤′ > 0,

3. 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)
𝑘𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑠𝑎𝑖𝑠+1 . . . 𝑎𝑖𝑡 + 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

𝑘𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑠+1𝑎𝑖𝑠 . . . 𝑎𝑖𝑡 = 0,

где 𝑘 > 0, 1 6 𝑠 < 𝑡 6 𝑚, 1 6 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚 6 𝑚. Из определяющих соотношений 3 следуют
равенства 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

𝑘𝑤(𝑅𝑎1 , . . . , 𝑅𝑎𝑚) = 0 для 𝑘 > 0 и мономов 𝑤, deg𝑤 6 𝑚, степени не
меньше двух хотя бы по одному 𝑅𝑎𝑖 , 1 6 𝑖 6 𝑚. Элементы

𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)
𝑘, 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

𝑘𝑎𝑖1𝑎𝑖2 . . . 𝑎𝑖𝑡 ,

𝑘 > 0, 1 6 𝑡 < 𝑚, 1 6 𝑖1 < 𝑖2 < · · · < 𝑖𝑡 6 𝑚

образуют базис 𝐴𝑚.
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Каждая алгебра 𝐴𝑚 удовлетворяет тождествам

𝑥(𝑦𝑧) ≡ 0, (1)∑︁
𝜎∈𝑆𝑚+1

(−1)𝜎𝑥0𝑋𝜎(1) . . . 𝑋𝜎(2) . . . 𝑋𝜎(𝑚+1) ≡ 0, (2)

𝑥0𝑋
3 ≡ 0, (3)

𝑥0𝑋
2𝑍1 . . . 𝑍𝑠𝑌

2 ≡ 0, (4)

𝑥0𝑋𝑌𝑋 ≡ −𝑥0𝑌 𝑋𝑋 − 𝑥0𝑋𝑋𝑌, (5)

𝑥0𝑋2𝑋1𝑤𝑌
2 ≡ −𝑥0𝑋1𝑋2𝑤𝑌

2, (6)

𝑥0𝑋
2𝑤𝑌2𝑌1 ≡ −𝑥0𝑋2𝑤𝑌1𝑌2, (7)

𝑥0𝑋2𝑋1𝑤𝑌2𝑌1 ≡ −𝑥0𝑋1𝑋2𝑤𝑌2𝑌1 − 𝑥0𝑋2𝑋1𝑤𝑌1𝑌2 − 𝑥0𝑋1𝑋2𝑤𝑌1𝑌2, (8)

где 𝑤 = 𝑍1 . . . 𝑍𝑠, и остаток от деления 𝑠 на 𝑚 не равен 𝑚− 2.

Предложение 2. В алгебре 𝐴𝑚 любое полилинейное тождество

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
∑︁

16𝑖6𝑛

𝑥𝑖𝑣𝑖(𝑋1, . . . , ̂︀𝑋𝑖, . . . , 𝑋𝑛) ≡ 0, 𝑛 > 2, (9)

эквивалентно системе тождеств

𝑥𝑖𝑣𝑖(𝑋1, . . . , ̂︀𝑋𝑖, . . . , 𝑋𝑛) ≡ 0, 1 6 𝑖 6 𝑛, (10)

где 𝑣𝑖 — ассоциативный многочлен от операторов 𝑋𝑗, 𝑗 ̸= 𝑖.

Доказательство. Очевидно, что из системы тождеств (10) следует тождество (9). Об-
ратное утверждение докажем от противного. Предположим, что для некоторого 𝑗 существует
ненулевая подстановка 𝜑 элементов алгебры 𝐴𝑚 в многочлен 𝑥𝑗𝑣𝑗 , тогда по определяющим
соотношениям 2 элемент 𝜑(𝑥𝑗) принадлежит идеалу, порожденному образующей 𝑧. При этом
для всех 𝑖 ̸= 𝑗 в силу определяющих соотношений 2 выполняются равенства 𝜑(𝑥𝑖𝑣𝑖) = 0.
Получили противоречие, и предложение доказано.

Договоримся для краткости в круглых скобках вместо 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) писать 𝐴𝑚, например
𝑚𝜆(𝐴𝑚). Обозначим через Nm, 𝑚 = 2, 3, . . ., многообразие, 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) ⊆ Nm, определенное тож-
дествами (1)–(4), и исследуем Φ𝑆𝑛-модули 𝑃𝑛(Nm), 𝑃𝑛(𝐴𝑚), 𝑛 = 1, 2, . . .. Для этого определим
пространство полилинейных многочленов от образующих 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛

𝐿𝑛 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑥0𝑋𝜎(1) . . . 𝑋𝜎(𝑛) | 𝜎 ∈ 𝑆𝑛}

и вполне приводимые Φ𝑆𝑛-модули 𝐿𝑛(V) = 𝐿𝑛/(𝐿𝑛 ∩ 𝐼𝑑(V)), V = Nm, 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑛 = 1, 2, . . ..
Пусть разбиение 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑘) ⊢ 𝑛, 𝑘, 𝑛 > 1, и 𝑇𝜆 — таблица Юнга с диаграммой 𝜆, тогда
полилинейный элемент

𝑓𝑇𝜆
= 𝑒𝑇𝜆

(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑛) =
∑︁

𝜎∈𝑅𝑇𝜆
,𝜏∈𝐶𝑇𝜆

(−1)𝜏𝜎𝜏(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑛)

порождает неприводимые подмодули в 𝐿𝑛(Nm) и 𝐿𝑛(𝐴𝑚), 𝑅𝑇𝜆
, 𝐶𝑇𝜆

— стабилизаторы строк
и соответственно столбцов таблицы 𝑇𝜆. Соответствующие 𝐿𝑛(Nm), 𝐿𝑛(𝐴𝑚) кохарактеры
𝜒𝐿
𝑛(Nm), 𝜒𝐿

𝑛(𝐴𝑚) являются линейными комбинациями неприводимых характеров 𝜒𝜆 с крат-
ностями 𝑚𝐿

𝜆 (Nm), 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚).

Через 𝐿𝜆, 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑡) ⊢ 𝑛 > 1, 𝑡 = 1, . . . , 𝑛, обозначим пространство полиоднородных
многочленов полистепени (𝜆1, . . . , 𝜆𝑡) по 𝑥1, . . . , 𝑥𝑡

𝐿𝜆 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡) | deg𝑋𝑖
𝑣 = 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑡},

где 𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡) — мономы, и пусть пространство 𝐿𝜆(Nm) = 𝐿𝜆/(𝐿𝜆 ∩ 𝐼𝑑(Nm)).
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Предложение 3. Пусть в мономе 𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡), 𝑡 > 2, найдется пара образующих 𝑥𝑖,
1 6 𝑖 6 𝑡, между которыми расположены 𝑘, 0 6 𝑘 6 𝑚 − 1, других различных образующих.
Зафиксируем 𝑖 и обозначим 𝑥0𝑣 через (𝑟, 𝑠)𝑘, где 𝑟 и 𝑠 — номера позиций 𝑥𝑖, 𝑟 < 𝑠, 𝑘 = 𝑠−𝑟−1.
Пусть (𝑟, 𝑠)0 = (𝑟, 𝑠), тогда по модулю тождеств (5), (8), 𝑚 > 2, выполняется равенство

(𝑟, 𝑠)𝑘 = (−1)𝑘
𝑘∑︁

𝑗=0

(𝑟 + 𝑘 − 𝑗, 𝑠− 𝑗). (11)

Данное утверждение обобщает предложение 1, сформулированное в работе [14] для моно-
мов 𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑚), deg 𝑣 > 𝑚 + 1, deg𝑋𝑖

𝑣 > 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Легко видеть, что его доказа-
тельство повторяет доказательство из работы [14], так как в последнем используются только
тождества (5), (8).

Предложение 4. Зафиксируем 𝑚 > 3. По модулю тождеств многообразия Nm любой
ненулевой моном 𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡) ∈ 𝐿𝜆, 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑡), 1 6 𝑡 6 𝑚, 𝜆1 > 2, равен линейной
комбинации мономов вида:

1. при 𝑡 = 𝑚 и 𝜆𝑚 > 2

𝑥0𝑤
′(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)

𝑟1𝑋2
𝑚(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)

𝑟2(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠𝑤′′, (12)

где 𝑟1, 𝑟2 6 1, 𝑟1 > 0 или 𝑟2 > 0, 𝑠 > 0, 𝑠 > 0 только при 𝑟1 = 𝑟2 = 1, полилинейные
мономы 𝑤′ и 𝑤′′, 0 6 deg𝑤′,deg𝑤′′ < 𝑚, от операторов 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 не зависят от 𝑋𝑚

соответственно при 𝑟1 = 0 и 𝑟2 = 0, и все операторы в 𝑤′, 𝑤′′ упорядочены;

2. при 𝑡 = 𝑚 и 𝜆𝑚 = 1 или 𝑡 < 𝑚

𝑥0𝑤
′(𝑋2 . . . 𝑋𝑚)𝑟1𝑋2

1 (𝑋2 . . . 𝑋𝑚)𝑟2𝑤′′, (13)

где 𝑟1, 𝑟2 6 1, 𝑟1 = 0 или 𝑟2 = 0 (оба равенства выполняются при 𝑡 < 𝑚), полилинейные
мономы 𝑤′ и 𝑤′′, 0 6 deg𝑤′,deg𝑤′′ < 𝑡, от операторов 𝑋1, . . . , 𝑋𝑡 не зависят от 𝑋1

соответственно при 𝑟1 = 0 и 𝑟2 = 0, и все операторы в 𝑤′, 𝑤′′ упорядочены.

Доказательство. Зафиксируем 𝑚 > 3 и покажем, что моном 𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡) может
быть представлен линейной комбинацией мономов следующего общего вида

𝑥0𝑤
′(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠1(𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟1𝑋2

𝑗 (𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟2(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠2𝑤′′, (14)

где 1 6 𝑗 6 𝑡, 𝑟1, 𝑟2 6 1, 𝑠1, 𝑠2 > 0, 𝑠1 > 0 или 𝑠2 > 0 только при 𝑟1 = 𝑟2 = 1, и полилинейные
мономы 𝑤′ и 𝑤′′, 0 6 deg𝑤′,deg𝑤′′ < 𝑡, не зависят от 𝑋𝑗 при 𝑟1 = 0 и 𝑟2 = 0 соответственно. В
силу тождеств (6), (7) будем считать, что операторы в мономах 𝑤′, 𝑤′′ упорядочены, например
по возрастанию индексов.

Так как 𝜆1 > 2, то в мономе 𝑥0𝑣 число различных образующих 𝑥𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑡 6 𝑚, между
любыми двумя одинаковыми не превышает 𝑚 − 1. Выберем пару таких образующих 𝑥𝑗 и
с помощью равенства (11) представим 𝑥0𝑣 линейной комбинацией ненулевых мономов 𝑥0𝑣′,
содержащих произведение 𝑋2

𝑗 . Так как 𝑥0𝑣′ ̸≡ 0, то в силу тождеств (3), (6), (7) в мономе 𝑣′

слева или справа к 𝑋2
𝑗 примыкает либо произведение 𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚, либо соответственно

мономы 𝑤′, 𝑤′′, удовлетворяющие указанным условиям,

𝑣′ = . . . (𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟1𝑋2
𝑗 (𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟2 . . . ,

где 𝑟1, 𝑟2 6 1. В силу тождеств (6), (7) все ненулевые мономы 𝑥0𝑣
′ слева и справа от выписан-

ных операторов имеют соответственно 𝑠1 > 0 и 𝑠2 > 0 произведений 𝑋1 . . . 𝑋𝑚,

𝑣′ = . . . (𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠1(𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟1𝑋2
𝑗 (𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)𝑟2(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠2 . . . .
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Остальные операторы 𝑋𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑡, принадлежат мономам 𝑤′(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡), 𝑤′′(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡),
0 6 deg𝑤′,deg𝑤′′ < 𝑡, которые в силу (6), (7) являются полилинейными.

Покажем, что 𝑠1 > 0, 𝑠2 > 0 только при 𝑟1 = 𝑟2 = 1. Так как случаи 𝑟1 = 0, 𝑟2 = 0
симметричны, то достаточно рассмотреть случай 𝑟1 = 𝑠1 = 0, 𝑟2 = 1, 𝑠2 > 0, то есть моном 𝑣′

вида 𝑤′𝑋2
𝑗 (𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠2𝑤′′. С помощью тождеств (7) на границе следующих

за 𝑋2
𝑗 скобок соберем произведение 𝑋2

𝑘 , 𝑘 ̸= 𝑗, и, упорядочив операторы, получим моном̃︀𝑤′(𝑋1 . . . ̂︁𝑋𝑘 . . . 𝑋𝑚)𝑋2
𝑘(𝑋1 . . . ̂︁𝑋𝑘 . . . 𝑋𝑚)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑠2−1𝑤′′, в котором 𝑟1 = 1. Таким образом,

моном 𝑥0𝑣(𝑋1, . . . , 𝑋𝑡) равен линейной комбинации мономов вида (14).
Покажем, что ненулевой моном 𝑥0𝑣

′ вида (14) в зависимости от полистепени 𝑣′ можно
привести к виду (12) или (13). Пусть 𝑡 = 𝑚 и 𝜆𝑚 > 2, deg 𝑣′ > 2𝑚. Так как deg 𝑣′ > 2𝑚, то
в мономе 𝑣′ в силу (6), (7) слева или справа от 𝑋2

𝑗 находятся 𝑚 − 1 различных операторов
𝑋𝑖, 𝑖 ̸= 𝑗, то есть 𝑟1 = 1 или 𝑟2 = 1. В силу симметрии примем 𝑟1 = 0 и рассмотрим моном
𝑣′ = 𝑤′𝑋2

𝑗𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚𝑤
′′, 𝑗 ̸= 𝑚. Пусть сначала deg𝑋𝑚

𝑤′ = 1, 𝑗 ̸= 𝑚, тогда с помощью

тождеств (6), (7) представим 𝑣′ в виде ̃︀𝑤′𝑋𝑚𝑋𝑗𝑋𝑗𝑋𝑚𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚−1𝑤
′′. Воспользуемся ра-

венством (11) и тождеством (4),

𝑥0𝑋𝑚𝑋𝑗𝑋𝑗𝑋𝑚 ≡ 𝑥0𝑋2
𝑚𝑋

2
𝑗 + 𝑥0𝑋𝑗𝑋𝑚𝑋𝑚𝑋𝑗 + 𝑥0𝑋

2
𝑗𝑋

2
𝑚 ≡ 𝑥0𝑋𝑗𝑋𝑚𝑋𝑚𝑋𝑗 , 𝑚 > 3, (15)

и приведем полученные мономы к виду (12), упорядочив все остальные операторы с помо-
щью тождеств (6), (7). Пусть теперь deg𝑋𝑚

𝑤′′ = 1, тогда с помощью тождества (7) приведем

моном 𝑣′ к виду 𝑤′𝑋2
𝑗𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚𝑋𝑚 ̃︀𝑤′′ и, упорядочив операторы, снова получим требу-

емое. Рассмотрим случай 𝑟1 = 𝑟2 = 1. Если 𝑠1 > 1 или 𝑠1 = 1 и 𝑗 ̸= 𝑚, то с помощью
тождества (6) соберем произведение 𝑋2

𝑚 на границе первых двух скобок, следующих за 𝑤′,
и, упорядочив остальные операторы, получим моном вида (12), в котором 𝑠 = 𝑠1 + 𝑠2. Если
𝑠1 = 0 и 𝑗 ̸= 𝑚 или 𝑠1 = 1 и 𝑗 = 𝑚, то с помощью тождеств (6), (7) представим 𝑣′ в виде
𝑤′(𝑋1 . . . ̂︁𝑋𝑘 . . . 𝑋𝑚𝑋𝑘𝑋𝑘𝑋𝑚 . . . ̂︁𝑋𝑘 . . . 𝑋𝑚−1) . . ., 𝑘 ̸= 𝑚, и применим тождество (15).

Пусть 𝑡 < 𝑚, тогда в мономе 𝑥0𝑣′ вида (14) имеем 𝑟𝑖 = 𝑠𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, и из условия
𝜆1 > 2 (считая 𝑗 ̸= 1) и полилинейности 𝑤′, 𝑤′′ следуют равенства deg𝑋1

𝑤′ = deg𝑋1
𝑤′′ = 1.

Тогда с помощью тождеств (6), (7) соберем произведение . . . 𝑋1𝑋𝑗𝑋𝑗𝑋1 . . . и по аналогии с
рассмотренными случаями получим моном вида (13).

Если 𝑡 = 𝑚 и 𝜆𝑚 = 1, то возможны следующие два случая. Пусть сначала в мономе (14)
либо 𝑟1 ̸= 0, либо 𝑟2 ̸= 0. В силу симметрии примем 𝑣′ = 𝑤′𝑋2

𝑗𝑋1 . . .̂︁𝑋𝑗 . . . 𝑋𝑚𝑤
′′ и получим

аналогичный рассмотренному выше случай, в котором достаточно заменить 𝑋𝑚 на 𝑋1. При
𝑟1 = 𝑟2 = 0 достаточно применить рассуждения для случая 𝑡 < 𝑚.

Покажем, что все мономы 𝑥0𝑣
′ вида (12), (13) не равны тождественно нулю в алгебре

𝐴𝑚. Пусть в них моном 𝑤′ = 𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑠 , 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑠 6 𝑚, 𝑠 < 𝑡, или deg𝑤′ = 0.
Рассмотрим следующие подстановки элементов алгебры 𝐴𝑚. Если 𝑟1 = 1 в записи 𝑥0𝑣′, тогда
вместо 𝑥0 подставим 𝑧𝑎1 . . .̂︀𝑎𝑖1 . . .̂︀𝑎𝑖2 . . .̂︀𝑎𝑖𝑠 . . . 𝑎𝑚. Пусть 𝑟1 = 0, тогда вместо 𝑥0 в моном вида
(12) подставим 𝑧𝑎1 . . .̂︀𝑎𝑖1 . . .̂︀𝑎𝑖2 . . .̂︀𝑎𝑖𝑠 . . . 𝑎𝑚−1 и подставим 𝑧𝑎2 . . .̂︀𝑎𝑖1 . . .̂︀𝑎𝑖2 . . .̂︀𝑎𝑖𝑠 . . . 𝑎𝑚 в моном
(13). Вместо 𝑥𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑚, везде подставим соответственно 𝑎𝑖. В каждом случае результат
подстановки окажется с точностью до знака равным элементу вида 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

𝑘𝑎𝑗1 . . . 𝑎𝑗𝑟
или 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

𝑘, 𝑘 > 1, 1 6 𝑟 < 𝑚, 1 6 𝑗1 < . . . < 𝑗𝑟 6 𝑚. Доказательство предложения
завершено.

Предложение 5. Неравенство 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) > 0, где 𝑚 > 3, выполняется тогда и только

тогда, когда разбиение 𝜆 ⊢ 𝑛 > 1 удовлетворяет одному из следующих условий:

1. 𝜆 = (1𝑘), 1 6 𝑘 6 𝑚;

2. 𝜆 =
(︀
(s+ 1)𝑘, s𝑚−𝑘

)︀
, s > 1, 1 6 𝑘 6 𝑚;
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3. 𝜆 =
(︀
(s+ 2)𝑘1 , (s+ 1)𝑘2 , s𝑚−𝑘1−𝑘2

)︀
, s > 0, 𝑘1 > 1, 𝑘2 > 0, 𝑘1 + 𝑘2 6 𝑚− 1.

Доказательство. Пусть 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑡), 𝑡 > 𝑚+ 1, тогда для любой таблицы Юнга 𝑇𝜆
полилинейный многочлен 𝑒𝑇𝜆

(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑛) равен сумме многочленов

𝜎
∑︁

𝜏∈𝐶𝑇𝜆

(−1)𝜏𝑥0𝑋𝜏(1) . . . 𝑋𝜏(𝑛), 𝜎 ∈ 𝑅𝑇𝜆
,

кососимметричных по более чем 𝑚 образующим. Все такие многочлены тождественно равны
нулю в силу (2).

Определим подстановку 𝜑 элементов алгебры 𝐴𝑚,

𝜑(𝑥0) = 𝑧, 𝜑(𝑥𝑖) = 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Тогда 𝑚𝐿
(1𝑘)

(𝐴𝑚) = 1, 1 6 𝑘 6 𝑚, так как 𝜑(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑘) = 𝑘!𝑧𝑎1 . . . 𝑎𝑘 по определяющим
соотношениям 3 алгебры 𝐴𝑚.

Пусть теперь 𝑡 6 𝑚 и 𝜆1 > 2. Так как характеристика поля Φ равна нулю, то рассмотрим
полиоднородный многочлен 𝑔𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑡) ∈ 𝐿𝜆, который получен из соответствующего
полилинейного многочлена 𝑓𝑇𝜆

= 𝑒𝑇𝜆
(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑛), 𝑓𝑇𝜆

̸≡ 0, в результате отождествления об-
разующих, индексы которых находятся в одних и тех же строках таблицы 𝑇𝜆. По предложению
4 многочлен 𝑔𝑇𝜆

по модулю тождеств многообразия Nm, 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) ⊆ Nm, равен линейной ком-
бинации мономов вида (12) или (13), поэтому deg𝑋1

𝑔𝑇𝜆
− deg𝑋𝑚

𝑔𝑇𝜆
6 2. Таким образом, если

𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) > 0, 𝜆1 > 2, то 𝜆 удовлетворяет либо условию 2, либо условию 3. Покажем, что

𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) > 0 для всех таких разбиений 𝜆.
Пусть 𝜆 =

(︀
(s+ 1)𝑘, s𝑚−𝑘

)︀
, s > 1, 1 6 𝑘 6 𝑚, и в таблице 𝑇𝜆 числа от 1 до

s𝑚 + 𝑘 выписаны в столбец в порядке возрастания, тогда 𝑔𝑇𝜆
= 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s ̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑘 и

𝜑(𝑔𝑇𝜆
) = 𝑘!(𝑚!)s𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

s𝑎1 . . . 𝑎𝑘.
Пусть 𝜆 удовлетворяет условию 3, тогда обозначим через 𝑙1 высоту крайнего справа столбца

таблицы 𝑇𝜆, 𝑙1 = 𝑘1, и пусть 𝑙2 — высота второго справа столбца, 𝑙2 = 𝑘1 + 𝑘2. В многочлен

𝑔𝑇𝜆
= 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s ̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑙2𝑋1 . . . 𝑋 𝑙1

вместо 𝑥0 подставим 𝑧𝑎𝑙2+1 . . . 𝑎𝑚 и 𝑎𝑖 вместо 𝑥𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑚. Результат подстановки равен
((𝑚− 𝑙2)!)s(𝑙2!)s+1𝑙1!𝑧(𝑅𝑎𝑙2+1

. . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙2
)s+1𝑎1 . . . 𝑎𝑙1 , и предложение доказано.

Предложение 6. Если 𝜆 = (s𝑚), 𝑚 > 3, s > 2, то 𝑚𝐿
𝜆 (Nm) 6 𝑚.

Доказательство. Зафиксируем таблицу Юнга 𝑇𝜆, 𝜆 = (s𝑚), и по модулю тождеств
многообразия Nm оценим сверху максимальное число линейно независимых полиоднород-
ных элементов ℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), полученных из соответствующих полилинейных элементов
𝑒𝑇𝜆

𝜎(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑛), 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, в результате отождествления образующих, индексы которых при-
надлежат одним и тем же строкам таблицы 𝑇𝜆. Так как поле Φ нулевой характеристики, то
данная оценка будет оценкой сверху значения 𝑚𝐿

𝜆 (Nm).
По предложению 4 любой элемент пространства 𝐿𝜆(Nm), s > 2, является линейной комби-

нацией элементов, соответствующих мономам (12). В случае s = 2 разобьем множество всех
различных по модулю тождеств (6), (7) мономов (12) на 𝑚 подмножеств 𝑆2

𝑡 , 𝑡 = 0, . . . ,𝑚− 1,
по числу 𝑡 операторов 𝑋𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑚, слева от произведения (𝑋1 . . . 𝑋𝑚) или (𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1),

𝑆2
𝑡 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋𝑚𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡 . . . 𝑋𝑚−1,

𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡−1𝑋𝑚(𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡−1 . . . 𝑋𝑚−1 |

1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡 6 𝑚− 1
}︀
,
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где 𝑆2
0 = {𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1}. При s > 3 множество всех различных по модулю

тождеств (6), (7) мономов (12) разобьем на 𝑚 подмножеств по значениям 𝑡 = 0, . . . ,𝑚 − 1
степени монома 𝑤′(𝑋1, . . . , 𝑋𝑚),

𝑆s
𝑡 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋

2
𝑚(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−3𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡 . . . 𝑋𝑚 |
1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡 6 𝑚

}︀
,

где 𝑆s
0 = {𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋

2
𝑚(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−2}. Заметим, что множество 𝑆s

𝑡 имеет(︀
𝑚
𝑡

)︀
элементов, s > 2, 𝑡 = 0, . . . ,𝑚− 1,

(︀
𝑚
𝑡

)︀
— биномиальный коэффициент.

Покажем, что для каждого фиксированного s > 2 все выписанные мономы по модулю
тождеств Nm являются линейно независимыми. Элементы множества 𝑆s

𝑡 , s > 2, обозначим
через ℎ𝑡,𝑗 , 1 6 𝑗 6

(︀
𝑚
𝑡

)︀
, и предположим, что в многообразии Nm выполняется тождество

𝑚−1∑︁
𝑡=0

(𝑚𝑡 )∑︁
𝑗=1

𝛼𝑡,𝑗ℎ𝑡,𝑗 ≡ 0, 𝛼𝑡,𝑗 ∈ Φ.

Заметим, что все мономы ℎ𝑡,𝑗 , кроме ℎ0,1, имеют либо deg𝑋1
𝑤′ = 1, либо deg𝑋1

𝑤′′ = 1, поэтому
умножим тождество справа на 𝑥1 и подставим произведение 𝑥0𝑥1 вместо 𝑥0. В силу (6), (7)
в полученном следствии останется единственный ненулевой моном с коэффициентом 𝛼0,1, то
есть 𝛼0,1 = 0. Зафиксируем индексы 𝑠 > 0, 𝑘 и покажем равенство 𝛼𝑠,𝑘 = 0. Заметим, что в ℎ𝑠,𝑘
моном 𝑤′′(𝑋1, . . . , 𝑋𝑚) может быть с точностью до порядка операторов единственным образом
дополнен до монома ̃︀𝑤′′, такого что deg𝑋𝑗

̃︀𝑤′′ = 1, где 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 при 𝑟2 = 1 (в записи ℎ𝑠,𝑘
(12)), и 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1 при 𝑟2 = 0. В результате умножения таким образом тождества справа
на различные 𝑥𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑚, в полученном следствии ненулевыми окажутся некоторые мономы̃︀ℎ𝑡,𝑗 , 𝑡 ̸= 𝑠, и ̃︀ℎ𝑠,𝑘. Если последней в цепочке умножений была образующая 𝑥𝑟, 1 6 𝑟 6 𝑚, то в
мономе ̃︀ℎ𝑠,𝑘 имеем deg𝑋𝑟

𝑤′′ = 0, и deg𝑋𝑟
𝑤′′ = 1 во всех остальных ̃︀ℎ𝑡,𝑗 . Умножим тождество

справа на 𝑥𝑟 и получим единственный ненулевой моном с коэффициентом 𝛼𝑠,𝑘. Таким образом,
для всех 𝑡, 𝑗 выполняются равенства 𝛼𝑡,𝑗 = 0. Следовательно, по предложению 4 для каждого
s > 2 элементы пространства 𝐿(s𝑚)(Nm), соответствующие мономам из 𝑆s

𝑡 , 𝑡 = 0, . . . ,𝑚 − 1,
образуют базис.

По определению ℎ𝑇𝜆
(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) для любой подстановки 𝜎 ∈ 𝑆𝑚 выполняется равенство

ℎ𝑇𝜆
(𝑥0, 𝑥𝜎(1), . . . , 𝑥𝜎(𝑚)) = (−1)𝜎sℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚).

При этом

ℎ𝑇𝜆
=

𝑚−1∑︁
𝑡=0

(𝑚𝑡 )∑︁
𝑗=1

𝛽𝑡,𝑗ℎ𝑡,𝑗 , 𝛽𝑡,𝑗 ∈ Φ.

Рассмотрим результаты действий подстановок 𝜎 ∈ 𝑆𝑚 на элементы множеств 𝑆s
𝑡 . Под

действием подстановки, как и в полилинейном случае, понимается перестановка индексов об-
разующих. Пусть s > 3, тогда с помощью рассуждений из доказательства предложения 4 для
любого 𝜎 ∈ 𝑆𝑚 получим тождество

𝜎(𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋
2
𝑚(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)) ≡ 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋

2
𝑚(𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1).

По модулю данного тождества и тождеств (6), (7) для каждого ℎ𝑡,𝑗 выполняется равенство

𝜎ℎ𝑡,𝑗 = ±ℎ𝑡,𝑘, (16)

где знак при ℎ𝑡,𝑘 зависит от 𝑗, 𝑡, 𝜎, 1 6 𝑘 6
(︀
𝑚
𝑡

)︀
, причем для любых ℎ𝑡,𝑗 , ℎ𝑡,𝑘 найдется такая

подстановка 𝜎.
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Пусть s = 2. Если 𝜎(𝑚) = 𝑚, то при помощи тождеств (6), (7) также получим равенства
(16). Если 𝜎(𝑚) = 𝑖, 𝑖 ̸= 𝑚, то в силу симметрии достаточно рассмотреть следующие два
случая:

𝜎(𝑥0 . . . (𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋𝑚 . . . 𝑋𝑖 . . .) = 𝑥0 . . . (𝑋1 . . . 𝑋𝑚 . . . 𝑋𝑖)𝑋𝑖 . . . 𝑋𝑚 . . . ,

𝜎(𝑥0 . . . 𝑋𝑖 . . . (𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋𝑚 . . .) = 𝑥0 . . . 𝑋𝑚 . . . (𝑋1 . . . 𝑋𝑚 . . . 𝑋𝑖)𝑋𝑖 . . . .

С помощью тождеств (6), (7), (15) приведем полученные мономы к виду (12) и видим, что для
s = 2 также выполняются равенства (16) с указанным условием. Так как при этом по модулю
тождеств Nm все мономы ℎ𝑡,𝑗 линейно независимы, то приходим к следующему выводу.

Пусть коэффициент 𝛽𝑡 = |𝛽𝑡,𝑗 | и 𝜃𝑡,𝑗 ∈ {0, 1}, 𝑡 = 0, . . . ,𝑚− 1, 𝑗 = 1, . . . ,
(︀
𝑚
𝑡

)︀
, тогда выпол-

няется тождество

ℎ𝑇𝜆
≡

𝑚−1∑︁
𝑡=0

𝛽𝑡

(𝑚𝑡 )∑︁
𝑗=1

(−1)𝜃𝑡,𝑗ℎ𝑡,𝑗 .

То есть в пространстве 𝐿𝜆(Nm) элементы, соответствующие многочленам ℎ𝑇𝜆
, являются

линейными комбинациями не более 𝑚 фиксированных элементов, поэтому 𝑚𝐿
𝜆 (Nm) 6 𝑚,

𝜆 = (s𝑚), 𝑚 > 3, s > 2. Предложение доказано.

3. Основные результаты

Теорема 1. Зафиксируем 𝑚 > 2. Если 𝜆 = (s𝑚), s > 2, то 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) = 𝑚, и
для любого 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 выполняются равенства 𝑚𝐿

(1𝑘)
(𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

(1𝑘)
(Nm) = 1.

Доказательство. В доказательстве предложения 5 получены неравенства𝑚𝐿
(1𝑘)

(𝐴𝑚) ̸=0,
𝑚 > 3, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, доказательство которых распространяется на случай 𝑚 = 2. И так как
𝐴𝑚 ∈ Nm, 𝑚𝐿

(1𝑘)
(Nm) 6 1, 𝑚 > 2, то выполняются равенства

𝑚𝐿
(1𝑘)(𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

(1𝑘)(Nm) = 1, 1 6 𝑘 6 𝑚.

Докажем неравенства 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑚 для 𝑚 > 2, s > 2. В случае s = 2 зафиксируем таблицу

𝑇 =

1 𝑚+ 1
...

...
𝑚 2𝑚

и по модулю тождеств многообразия 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) покажем линейную независимость следующих
𝑚 полилинейных многочленов

𝑓𝑖 = 𝑒𝑇 (𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑖𝑋𝑚+1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋𝑚𝑋𝑚+2 . . . 𝑋2𝑚), 𝑖 = 𝑚, . . . , 1,

где
𝑓𝑚 = 𝑒𝑇 (𝑥0𝑋1 . . . 𝑋2𝑚) =

∑︁
𝜎∈𝑅𝑇

𝑥0𝑋𝜎(1) . . . 𝑋𝜎(𝑚)
̃︀𝑋𝜎(𝑚+1) . . . ̃︀𝑋𝜎(2𝑚).

Заметим, что все 𝑓𝑖 удовлетворяют условию 𝜎𝑓𝑖 = 𝑓𝑖, 𝜎 ∈ 𝑅𝑇 . Предположим, что в алгебре
𝐴𝑚 выполняется тождество

∑︀𝑚
𝑖=1 𝛼𝑖𝑓𝑖 ≡ 0, 𝛼𝑖 ∈ Φ. В результате замены индексов образую-

щих на номера строк, в которых они находятся в таблице 𝑇 , из данного тождества получим
полиоднородное следствие

∑︀𝑚
𝑖=1 𝛼𝑖𝑔𝑖 ≡ 0,

𝑔𝑖 = 𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑖
̃︀𝑋1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋𝑚

̃︀𝑋2 . . . ̃︀𝑋𝑚, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1, (17)
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где 𝑔𝑚 = 𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑚
̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑚.

Определим 𝑚 подстановок 𝜑𝑖 элементов алгебры 𝐴𝑚, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1,

𝜑1(𝑥0) = 𝑧, 𝜑2(𝑥0) = 𝑧𝑎𝑚, . . . , 𝜑𝑚+1−𝑖(𝑥0) = 𝑧𝑎𝑖+1 . . . 𝑎𝑚, . . . , 𝜑𝑚(𝑥0) = 𝑧𝑎2 . . . 𝑎𝑚,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑥𝑗) = 𝑎𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
(18)

Результаты 𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔𝑗), 𝑖, 𝑗 = 𝑚, . . . , 1, выпишем в таблицу, строки которой пометим коэффи-
циентами 𝛼𝑗 , столбцы — значениями 𝜑𝑚+1−𝑖(𝑥0).

𝑧 𝑧𝑎𝑚 . . .

𝛼𝑚 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)( ̃︀𝑅𝑎1 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑚) 𝑧(𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . .)(𝑅𝑎𝑚

̃︀𝑅𝑎1 . . .)
̃︀𝑅𝑎𝑚 . . .

𝛼𝑚−1 𝑧(. . . 𝑅𝑎𝑚−1
̃︀𝑅𝑎1)(𝑅𝑎𝑚

̃︀𝑅𝑎2 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑚) 𝑧(𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚−1)(

̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑚 . . .) ̃︀𝑅𝑎𝑚 . . .

𝛼𝑚−2 𝑧(. . . ̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑚−1)(𝑅𝑎𝑚
̃︀𝑅𝑎2 . . .

̃︀𝑅𝑎𝑚) 𝑧(𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . .
̃︀𝑅𝑎1)(𝑅𝑎𝑚−1𝑅𝑎𝑚 . . .) ̃︀𝑅𝑎𝑚 . . .

. . . . . . . . . . . .

Таблица 1.

В силу определяющих соотношений 3 алгебры 𝐴𝑚 результаты подстановок в столбце
𝑧𝑎𝑖+1 . . . 𝑎𝑚, 𝑖 < 𝑚, с точностью до ненулевого коэффициента равны 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

2𝑎𝑖+1 . . . 𝑎𝑚
и 𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

2 в столбце 𝑧. Получили однородную систему линейных уравнений порядка
𝑚 с неизвестными 𝛼𝑖. Коэффициенты при неизвестных обозначим через 𝛾𝑖𝑗 , 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑚, и
соответственно их расположению в таблице 1 выпишем в матрицу Γ = (𝛾𝑖𝑗), которая будет
транспонированной матрицей рассматриваемой системы уравнений.

Вычислим коэффициенты, находящиеся на главной диагонали матрицы Γ,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔𝑖) = 𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖)(
̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚

̃︀𝑅𝑎2 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑖)

̃︀𝑅𝑎𝑖+1 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑚 =

𝛾(𝑚+1−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)
2𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚 ,

𝛾(𝑚+1−𝑖)(𝑚+1−𝑖) = (−1)𝑚−𝑖𝑖!𝑖!(𝑚− 𝑖)!(𝑚− 𝑖)!, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1.

Определим следующие элементы Γ под главной диагональю,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔𝑖−1) = 𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖−1
̃︀𝑅𝑎1)(𝑅𝑎𝑖 . . . 𝑅𝑎𝑚

̃︀𝑅𝑎2 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑖)

̃︀𝑅𝑎𝑖+1 . . .
̃︀𝑅𝑎𝑚 =

𝛾(𝑚+2−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)
2𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚 ,

𝛾(𝑚+2−𝑖)(𝑚+1−𝑖) = (−1)𝑚−𝑖𝑖!(𝑖− 1)!(𝑚− 𝑖+ 1)!(𝑚− 𝑖)!, 𝑖 = 𝑚, . . . , 2.

Заметим, что значения 𝛾𝑗𝑗 , 𝛾𝑗+1𝑗 одного знака, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚−1. При этом в силу определяющих
соотношений 3 алгебры 𝐴𝑚 выполняются равенства 𝛾𝑖𝑗 = −𝛾𝑖+1𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗, так как

𝑧𝑢𝑅𝑎𝑘𝑅𝑎1 = −𝑧𝑢𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑘 , 1 6 𝑘 6 𝑚, (19)

где остаток от деления deg 𝑢(𝑅𝑎1 , . . . , 𝑅𝑎𝑚) на 𝑚 не равен 𝑚− 1. Например, при 𝑚 = 2

𝑧(𝑅𝑎2𝑅𝑎1)(𝑅𝑎2
̃︀𝑅𝑎1)

̃︀𝑅𝑎2 = −𝑧(𝑅𝑎2𝑅𝑎1)(
̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎2)

̃︀𝑅𝑎2 .

В матрице

Γ =

⎛⎜⎜⎝
𝛾11 −𝛾22 𝛾33 . . .
𝛾21 𝛾22 −𝛾33 . . .
−𝛾21 𝛾32 𝛾33 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎠ (20)
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будем последовательно складывать строки с номерами 𝑖+1, 𝑖 и результат записывать в строку
𝑖+ 1, 𝑖 = 𝑚− 1, . . . , 1. Получим матрицу Γ′ = (𝛾′𝑖𝑗), 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑚,

Γ′ =

⎛⎜⎜⎝
𝛾11 −𝛾22 𝛾33 . . .

𝛾11 + 𝛾21 0 0 . . .
0 𝛾22 + 𝛾32 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎠ ,

в которой все элементы равны нулю, кроме элементов первой строки и 𝛾′𝑖+1𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1.
Следовательно, ранг Γ равен 𝑚, система уравнений имеет единственное решение 𝛼𝑖 = 0,

𝑖 = 𝑚, . . . , 1, и по предложению 1 выполняются неравенства 𝑚𝐿
(2𝑚)(𝐴𝑚) > 𝑚, 𝑚 = 2, 3, . . ..

Пусть s > 3, тогда зафиксируем таблицу

𝑇 ′ =

1 𝑚+ 1 . . . (s− 1)𝑚+ 1

. . . . . . . . . . . .

𝑚 2𝑚 . . . s𝑚

и по модулю тождеств 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) покажем линейную независимость 𝑚 многочленов

𝑓 ′𝑖 = 𝑒𝑇 ′(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑖𝑋𝑚+1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋𝑚𝑋𝑚+2 . . . 𝑋2𝑚 . . . 𝑋s𝑚), 𝑖 = 𝑚, . . . , 1,

где 𝑓 ′𝑚 = 𝑒𝑇 ′(𝑥0𝑋1 . . . 𝑋s𝑚). Соответствующие 𝑓 ′𝑖 полиоднородные многочлены 𝑔′𝑖 по таблице
𝑇 ′ определяются через многочлены 𝑔𝑖 (17),

𝑔′𝑖 = 𝑔𝑖(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−2, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1.

В результате рассуждений по аналогии с рассмотренным случаем s = 2 получим матрицу
коэффициентов, в каждом столбце которой элементы отличаются от соответствующих эле-
ментов матрицы Γ на ненулевой множитель, зависящий от номера столбца. Следовательно,
в полученной матрице сохраняются все установленные для матрицы Γ соотношения между
элементами, её ранг также равен 𝑚, и все элементы 𝑓 ′𝑖 линейно независимы, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1.

Таким образом, по предложению 1 выполняются неравенства 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑚, 𝑚 > 2, s > 2.

В работе [5] неравенства 𝑚𝐿
(s2)(𝐴2) 6 2, s > 2, доказаны посредством применения тожде-

ства (3) и его частичной линеаризации [5, Proposition 3]. То есть авторами также доказаны
неравенства 𝑚𝐿

(s2)(N2) 6 2, s > 2. И так как по предложению 6 𝑚𝐿
𝜆 (Nm) 6 𝑚, 𝜆 = (s𝑚), s > 2,

𝑚 > 3, то для всех 𝑚 = 2, 3, . . . получили требуемые равенства. Теорема доказана.

Теорема 2. Для разбиений 𝜆 =
(︀
(s+ 1)𝑙, s𝑚−𝑙

)︀
, 𝑚 > 3, 1 6 𝑙 6 𝑚−1, s > 1, выполняются

равенства 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) = 𝑚.

Доказательство. Сначала по аналогии с доказательством предложения 6 покажем нера-
венства 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) 6 𝑚. Рассмотрим несколько случаев.
Пусть s = 1, тогда разобьем соответствующее множество всех различных по модулю тож-

деств (6), (7) мономов (13) на 𝑚 подмножеств 𝑆1
1𝑡1
, 𝑆1

2𝑡2
, 𝑡1 = 0, . . . , 𝑙, 𝑡2 = 1, . . . ,𝑚 − 1 − 𝑙.

При 𝑙 = 𝑚 − 1 рассматриваются только 𝑚 множеств 𝑆s
1𝑡1
, s > 1. Элементами множества 𝑆1

1𝑡1
являются такие мономы, которые слева от произведения (𝑋1 . . . 𝑋𝑚) или (𝑋2 . . . 𝑋𝑚𝑋1) имеют
𝑡1 операторов 𝑋𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑙,

𝑆1
1𝑡1 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡1

(𝑋2 . . . 𝑋𝑚𝑋1)𝑋1𝑋2 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡1

. . . 𝑋𝑙,

𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡1−1𝑋1(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋2 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡1−1 . . . 𝑋𝑙 | 2 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡1 6 𝑙

}︀
,
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где 𝑆1
10 = {𝑥0(𝑋2 . . . 𝑋𝑚𝑋1)𝑋1 . . . 𝑋𝑙}, 𝑆1

1𝑙 = {𝑥0𝑋2 . . . 𝑋𝑙𝑋1(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)}. Все элементы множе-
ства 𝑆1

2𝑡2
имеют 𝑡2 операторов 𝑋𝑖, 𝑙+1 6 𝑖 6 𝑚, слева от произведения (𝑋2 . . . 𝑋𝑙𝑋

2
1𝑋2 . . . 𝑋𝑙),

𝑆1
2𝑡2 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡2

(𝑋2 . . . 𝑋𝑙𝑋
2
1𝑋2 . . . 𝑋𝑙)𝑋𝑙+1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡2
. . . 𝑋𝑚 |

𝑙 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡2 6 𝑚
}︀
.

В случае s = 2 множество всех различных по модулю тождеств (6), (7) мономов (12) разобьем
на 𝑚 подмножеств 𝑆2

1𝑡1
, 𝑆2

2𝑡2
,

𝑆2
1𝑡1 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡1

(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)(𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡1

. . . 𝑋𝑙 |
1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡1 6 𝑙

}︀
, 𝑡1 = 0, . . . , 𝑙,

𝑆2
2𝑡2 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡2

𝑋1 . . . 𝑋𝑙(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋𝑚𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡2

. . . 𝑋𝑚−1,

𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡2−1𝑋1 . . . 𝑋𝑙𝑋𝑚(𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡2−1 . . . 𝑋𝑚−1 |

𝑙 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡2 6 𝑚− 1
}︀
, 𝑡2 = 1, . . . ,𝑚− 1− 𝑙.

Если s > 3, то разобьем множество всех различных по модулю тождеств (6), (7) мономов (12)
на 𝑚 подмножеств

𝑆s
1𝑡1 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡1

(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)(𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−2𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .
̂︀𝑋𝑖𝑡1

. . . 𝑋𝑙 |
1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡1 6 𝑙

}︀
, 𝑡1 = 0, . . . , 𝑙,

𝑆s
2𝑡2 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 ...𝑋𝑖𝑡2

𝑋1...𝑋𝑙(𝑋1...𝑋𝑚)(𝑋𝑚𝑋1...𝑋𝑚−1)(𝑋1...𝑋𝑚)s−3𝑋1... ̂︀𝑋𝑖1 ...
̂︀𝑋𝑖𝑡2

...𝑋𝑚 |
𝑙 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡2 6 𝑚

}︀
, 𝑡2 = 1, . . . ,𝑚− 1− 𝑙.

Заметим, что для каждого s > 1, применив метод умножений из доказательства предложения
6, получим, что в пространстве 𝐿𝜆(Nm) элементы, соответствующие выписанным мономам,
образуют базис.

Для таблицы Юнга 𝑇𝜆 по аналогии с доказательством предложения 6 определим поли-
однородный элемент ℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ 𝐿𝜆. По определению ℎ𝑇𝜆
для любых подстановок

𝜎1 ∈ 𝑆𝑙, 𝜎2 ∈ 𝑆𝑙+1,𝑚 (𝑆𝑙+1,𝑚 — подгруппа 𝑆𝑚) выполняются равенства

ℎ𝑇𝜆
(𝑥0, 𝑥𝜎1(1), . . . , 𝑥𝜎1(𝑙), 𝑥𝜎2(𝑙+1), . . . 𝑥𝜎2(𝑚)) = (−1)𝜎1(s+1)(−1)𝜎2sℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚).

При этом, применив рассуждения из доказательства предложения 6, получим, что результат
действия подстановок 𝜎1, 𝜎2 на любой элемент множества 𝑆s

1𝑡1
или 𝑆s

2𝑡2
, s > 1, с точностью до

знака равен некоторому элементу этого же множества, причем такая подстановка 𝜎1 (или 𝜎2)
найдется для любой пары элементов из 𝑆s

1𝑡1
(или 𝑆s

2𝑡2
), 𝑡1 = 0, . . . , 𝑙, 𝑡2 = 1, . . . ,𝑚− 1− 𝑙.

Рассуждая по аналогии с доказательством предложения 6, ℎ𝑇𝜆
тождественно равен ли-

нейной комбинации не более 𝑚 фиксированных многочленов. Таким образом, выполняются
неравенства 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) 6 𝑚.
Покажем, что 𝑚𝐿

𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑚. При s > 2 определим 𝑚 многочленов

𝑔′𝑖 = 𝑔𝑖(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−2 ̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑙,

𝑔𝑖 — многочлены (17), и предположим, что алгебра 𝐴𝑚 удовлетворяет тождеству

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔
′
𝑖 ≡ 0, 𝛼𝑖 ∈ Φ. (21)

К данному тождеству применим рассуждения из доказательства теоремы 1 и получим мат-
рицу коэффициентов, в которой по определению многочленов 𝑔′𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, все элементы,
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находящиеся в одном и том же столбце, отличаются от соответствующих элементов матрицы
Γ (20) на ненулевой множитель. Поэтому заключаем, что 𝑚𝐿

𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑚, s > 2.
В случае s = 1 предположим, что в алгебре 𝐴𝑚 выполняется тождество (21), в котором

𝑔′𝑖 = 𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑖
̃︀𝑋1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋𝑚

̃︀𝑋2 . . . ̃︀𝑋𝑙, 𝑖 = 𝑚, . . . , 1. По аналогии с матрицей Γ определим
матрицу Θ = (𝜃𝑖𝑗), 1 6 𝑖, 𝑗,6 𝑚, коэффициентов, полученных в результате подстановок (18)
элементов алгебры 𝐴𝑚 в многочлены 𝑔′𝑖,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔
′
𝑖) = 𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖)

̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚
̃︀𝑅𝑎2 . . .

̃︀𝑅𝑎𝑙 ={︃
𝑖 6 𝑙, 𝜃(𝑚+1−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

2𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙 ,

𝑖 > 𝑙, 𝜃(𝑚+1−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚 ,
𝑖 = 𝑚, . . . , 1,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔
′
𝑖−1) = 𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖−1

̃︀𝑅𝑎1)𝑅𝑎𝑖 . . . 𝑅𝑎𝑚
̃︀𝑅𝑎2 . . .

̃︀𝑅𝑎𝑙 ={︃
𝑖 6 𝑙, 𝜃(𝑚+2−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)

2𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙 ,

𝑖 > 𝑙, 𝜃(𝑚+2−𝑖)(𝑚+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚 ,
𝑖 = 𝑚, . . . , 2.

𝜃(𝑚+1−𝑖)(𝑚+1−𝑖) =

{︃
𝑖 6 𝑙, (−1)𝑚−𝑖𝑖!𝑖!(𝑚− 𝑖)!(𝑙 − 𝑖)!,
𝑖 > 𝑙, (−1)(𝑚−𝑖)(𝑙+𝑖−1)𝑖!𝑙!(𝑚− 𝑖)!,

𝑖 = 𝑚, . . . , 1,

𝜃(𝑚+2−𝑖)(𝑚+1−𝑖) =

{︃
𝑖 6 𝑙, (−1)𝑚−𝑖𝑖!(𝑖− 1)!(𝑚− 𝑖+ 1)!(𝑙 − 𝑖)!,
𝑖 > 𝑙, (−1)(𝑚−𝑖)(𝑙+𝑖−1)𝑙!(𝑖− 1)!(𝑚− 𝑖+ 1)!,

𝑖 = 𝑚, . . . , 2.

Так как 𝜃𝑗𝑗 и 𝜃𝑗+1𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1, одного знака, то в силу соотношений (19) ранг матрицы
Θ равен 𝑚, и выполняются равенства 𝛼1 = . . . = 𝛼𝑚 = 0. Таким образом, для всех разбиений
𝜆 из условия выполняются неравенства 𝑚𝜆(𝐴𝑚) > 𝑚, 𝑚𝜆(Nm) 6 𝑚, и теорема доказана.

Теорема 3. Пусть 𝜆 =
(︀
(s+ 2)𝑘1 , (s+ 1)𝑘2 , s𝑚−𝑘1−𝑘2

)︀
, 𝑚 > 3, s > 0, 𝑘1 > 1, 𝑘2 > 0,

𝑘1 + 𝑘2 6 𝑚− 1. Обозначим через 𝑙1 высоту крайнего справа столбца диаграммы 𝜆, 𝑙1 = 𝑘1, и
пусть 𝑙2 — высота второго справа столбца, 𝑙2 = 𝑘1 + 𝑘2, тогда

𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) = 𝑘2 + 1 = 𝑙2 − 𝑙1 + 1.

Доказательство. Докажем теорему по аналогии с ранее рассмотренными случаями.
Сначала покажем неравенства 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) 6 𝑙2 − 𝑙1 + 1.
В случае s = 0 разобьем множество всех различных по модулю тождеств (6), (7) мономов

(13) на 𝑙2 − 𝑙1 + 1 подмножеств

𝑆0
𝑡 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡(𝑋2 . . . 𝑋𝑙1𝑋

2
1𝑋2 . . . 𝑋𝑙1)𝑋𝑙1+1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡 . . . 𝑋𝑙2 |
𝑙1 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡 6 𝑙2

}︀
, 𝑡 = 0, . . . , 𝑙2 − 𝑙1.

По предложению 3 и в силу тождеств (3), (6), (7) имеет место тождество

𝑥0𝑋1(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋1 ≡ (−1)𝑚−1𝑥0𝑋1(𝑋2 . . . 𝑋𝑚𝑋1)𝑋1,

поэтому при s = 1 следующие 𝑙2 − 𝑙1 + 1 множеств

𝑆1
𝑡 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡𝑋2 . . . 𝑋𝑙1𝑋1(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡 . . . 𝑋𝑙2 |
𝑙1 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡 6 𝑙2

}︀
, 𝑡 = 0, . . . , 𝑙2 − 𝑙1,

задают разбиение множества всех различных по модулю тождеств Nm мономов (13).
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Если s > 2, то соответствующее множество всех различных по модулю тождеств (6), (7)
мономов (12) разобьем на подмножества

𝑆s
𝑡 =

{︀
𝑥0𝑋𝑖1 . . . 𝑋𝑖𝑡𝑋1 . . . 𝑋𝑙1(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)(𝑋𝑚𝑋1 . . . 𝑋𝑚−1)(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s−2𝑋1 . . . ̂︀𝑋𝑖1 . . .

̂︀𝑋𝑖𝑡 . . . 𝑋𝑙2 |
𝑙1 + 1 6 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑡 6 𝑙2

}︀
, 𝑡 = 0, . . . , 𝑙2 − 𝑙1.

Заметим, что в каждом случае все перечисленные мономы являются линейно независимыми по
модулю тождеств Nm, в чем можно убедиться, применив метод умножений из доказательства
предложения 6.

Зафиксируем таблицу Юнга 𝑇𝜆 и рассмотрим соответствующий полиоднородный много-
член ℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) полистепени 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 по 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, где 𝑘 = 𝑚 при s > 1, иначе 𝑘 = 𝑙2.
В случае 𝑙2 = 𝑙1 для каждого s существует единственное множество 𝑆s

0 из одного элемента и
dim𝐿𝜆(Nm) 6 1. Так как 𝑚𝜆(𝐴𝑚) > 1, то 𝑚𝜆(Nm) = 𝑚𝜆(𝐴𝑚) = 1 при 𝑙2 = 𝑙1.

Далее на протяжении всего доказательства предполагается, что 𝑙2 > 𝑙1. Для всех под-
становок 𝜎 ∈ 𝑆𝑙1+1,𝑙2 (𝑆𝑙1+1,𝑙2 — подгруппа 𝑆𝑙2) в зависимости от значения полистепени ℎ𝑇𝜆

выполняются равенства

ℎ𝑇𝜆
(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝜎(𝑙1+1), . . . , 𝑥𝜎(𝑙2), . . .) = (−1)𝜎(s+1)ℎ𝑇𝜆

(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), 𝑘 = 𝑙2,𝑚.

При этом для любой подстановки 𝜎 ∈ 𝑆𝑙1+1,𝑙2 и элементов множества 𝑆s
𝑡 выполняются ра-

венства вида (16) с указанным условием. Следовательно, в пространстве 𝐿𝜆(Nm) полиодно-
родный элемент, соответствующий ℎ𝑇𝜆

, является линейной комбинацией не более 𝑙2 − 𝑙1 + 1
фиксированных элементов и 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) 6 𝑙2 − 𝑙1 + 1, s > 0, 𝑚 > 3.
По аналогии с доказательством теоремы 1 покажем неравенства 𝑚𝐿

𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑙2 − 𝑙1 + 1,
𝑚 = 3, 4, . . .. Пусть s = 0 и в алгебре 𝐴𝑚 выполняется тождество

𝑙2∑︁
𝑖=𝑙1

𝛼𝑖𝑔
′
𝑖 ≡ 0, 𝛼𝑖 ∈ Φ, 𝑔′𝑖 = 𝑥0𝑋1 . . . 𝑋𝑖

̃︀𝑋1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋 𝑙2
̃︀𝑋2 . . . ̃︀𝑋𝑙1 , 𝑖 = 𝑙2, . . . , 𝑙1,

где 𝑔′𝑙2 = 𝑥0𝑋1 . . . 𝑋 𝑙2
̃︀𝑋1 . . . ̃︀𝑋𝑙1 . Чтобы определить значения 𝛼𝑖, составим однородную систему

уравнений, в которой коэффициенты получим в результате подстановок 𝜑𝑚+1−𝑗 (18) элементов
алгебры 𝐴𝑚 в многочлены 𝑔′𝑖, 𝑖, 𝑗 = 𝑙2, . . . , 𝑙1. Коэффициенты запишем в матрицу Θ = (𝜃𝑖𝑗),
1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑙2 − 𝑙1 + 1, которая будет транспонированной матрицей рассматриваемой системы
уравнений. Определим значения 𝜃𝑖𝑖, 𝜃𝑖+1𝑖,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔
′
𝑖) =𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖)

̃︀𝑅𝑎1𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙2
̃︀𝑅𝑎2 . . .

̃︀𝑅𝑎𝑙1
=

𝜃(𝑙2+1−𝑖)(𝑙2+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙1
𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙2

𝜃(𝑙2+1−𝑖)(𝑙2+1−𝑖) = (−1)𝑖(𝑚−𝑖)+(𝑙1−1)(𝑙2−𝑖)𝑖!(𝑙2 − 𝑖)!𝑙1!, 𝑖 = 𝑙2, . . . , 𝑙1,

𝜑𝑚+1−𝑖(𝑔
′
𝑖−1) =𝑧(𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑚𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑖−1

̃︀𝑅𝑎1)𝑅𝑎𝑖 . . . 𝑅𝑎𝑙2
̃︀𝑅𝑎2 . . .

̃︀𝑅𝑎𝑙1
=

𝜃(𝑙2+2−𝑖)(𝑙2+1−𝑖)𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙1
𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙2

,

𝜃(𝑙2+2−𝑖)(𝑙2+1−𝑖) = (−1)𝑖(𝑚−𝑖)+(𝑙1−1)(𝑙2−𝑖)𝑙1!(𝑖− 1)!(𝑙2 + 1− 𝑖)!, 𝑖 = 𝑙2, . . . , 𝑙1 + 1.

Знаки элементов 𝜃𝑗𝑗 , 𝜃𝑗+1𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑙2 − 𝑙1, совпадают, причем во всех остальных случаях в
силу соотношений (19) имеем 𝜃𝑖𝑗 = −𝜃𝑖+1𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗. Следовательно, ранг Θ равен 𝑙2 − 𝑙1 + 1, и
система уравнений имеет единственное нулевое решение 𝛼𝑙1 = . . . = 𝛼𝑙2 = 0. Таким образом,
𝑚𝐿

𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑙2 − 𝑙1 + 1 для s = 0.
В случае s > 1 покажем линейную независимость по модулю тождеств 𝐴𝑚 многочленов

𝑔′′𝑖 = 𝑥0(𝑋1 . . . 𝑋𝑚)s𝑋1 . . . 𝑋𝑖
̃︀𝑋1𝑋𝑖+1 . . . 𝑋 𝑙2

̃︀𝑋2 . . . ̃︀𝑋𝑙1 , 𝑖 = 𝑙2, . . . , 𝑙1.
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Рассуждая по аналогии с рассмотренным случаем, результатами подстановок (18) 𝜑𝑚+1−𝑗(𝑔
′′
𝑖 ),

𝑙1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑙2, в алгебре 𝐴𝑚 являются 𝑙2 − 𝑙1 + 1 базисных элементов

𝑧(𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑚)
s+1𝑅𝑎1 . . . 𝑅𝑎𝑙1

𝑅𝑎𝑖+1 . . . 𝑅𝑎𝑙2
, 𝑖 = 𝑙2, . . . , 𝑙1,

с коэффициентами, которые отличаются от соответствующих элементов матрицы Θ на нену-
левой множитель, общий для всех элементов в одном и том же столбце. Таким образом, ранг
соответствующей данному случаю матрицы коэффициентов равен 𝑙2 − 𝑙1 + 1, и выполняются
неравенства 𝑚𝐿

𝜆 (𝐴𝑚) > 𝑙2 − 𝑙1 + 1, s = 0, 1, . . ., 𝑚 = 3, 4, . . .. Теорема доказана.
Заметим, что в работе [5] доказательства равенств

𝑚𝐿
𝜆 (𝐴2) =

{︃
2, 𝜆 = ((s+ 1), s), s > 1,

1, 𝜆 = ((s+ 2), s), s > 0

аналогичны доказательствам теорем 2, 3. То есть авторы с помощью тождеств многообра-
зия N2 оценивали данные кратности сверху и с помощью определения алгебры 𝐴2 получали
равную оценку снизу. Следовательно, для данных разбиений 𝜆 авторами доказаны равенства
𝑚𝐿

𝜆 (𝐴2) = 𝑚𝐿
𝜆 (N2). При этом для разбиений 𝜆, отличных от данных и от рассматриваемых в

теореме 1 при 𝑚 = 2, в той же работе доказаны равенства 𝑚𝐿
𝜆 (N2) = 0.

Таким образом, в силу равенств 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚) = 𝑚𝐿

𝜆 (Nm), 𝑚 = 2, 3, . . ., и по предложению 2

Теорема 4. Многообразие 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) и заданное системой тождеств (1)–(4) многообразие
Nm совпадают, 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚) = Nm, 𝑚 = 2, 3, . . ..

Суммируем, в том числе приведенные в работе [5], утверждения о кратностях 𝑚𝐿
𝜆 (Nm),

𝑚 = 2, 3, . . ., в следующей теореме.

Теорема 5. Кратности 𝑚𝐿
𝜆 (Nm), 𝑚 = 2, 3, . . ., определяются следующим образом:

1. если 𝜆 = (1𝑘), 1 6 𝑘 6 𝑚, то 𝑚𝐿
𝜆 (Nm) = 1;

2. если 𝜆 =
(︀
(s+ 1)𝑘, s𝑚−𝑘

)︀
, s > 1, 1 6 𝑘 6 𝑚, то 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) = 𝑚;

3. если 𝜆 =
(︀
(s+ 2)𝑘1 , (s+ 1)𝑘2 , s𝑚−𝑘1−𝑘2

)︀
, s > 0, 𝑘1 > 1, 𝑘2 > 0, 𝑘1 + 𝑘2 6 𝑚 − 1, то

𝑚𝐿
𝜆 (Nm) = 𝑘2 + 1;

4. 𝑚𝐿
𝜆 (Nm) = 0 для всех остальных 𝜆.

Заметим, что в работе [13] доказаны равенства

𝑐𝑛+1(𝐴𝑚) = (𝑛+ 1) dim𝐿𝑛(𝐴𝑚) = (𝑛+ 1)
∑︁
𝜆⊢𝑛

𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚)𝑑𝜆, 𝑛 > 1, 𝑚 > 2,

позволяющие вычислять коразмерности 𝑐𝑛(Nm), 𝑛 > 2, без знания кратностей 𝑚𝜆(Nm). По-
этому вопрос определения кратностей 𝑚𝜆(Nm) представляет отдельный интерес.

Теорема 6. Все ненулевые кратности 𝑚𝜆(Nm), 𝑚 > 2, определяются следующим обра-
зом:

1. если удалением одной клетки из диаграммы 𝜆 может быть получена единственная
диаграмма 𝜇, для которой 𝑚𝐿

𝜇(Nm) > 0, то 𝑚𝜆(Nm) = 𝑚𝐿
𝜇(Nm);

2. если удалением одной клетки из диаграммы 𝜆 могут быть получены две различные диа-
граммы 𝜇1, 𝜇2, для которых𝑚

𝐿
𝜇1
(Nm),𝑚𝐿

𝜇2
(Nm) > 0, то𝑚𝜆(Nm)=𝑚𝐿

𝜇1
(Nm)+𝑚𝐿

𝜇2
(Nm).
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Доказательство. Для каждого 𝑛 > 1 определим пространство 𝐿𝑛,𝑛+1
∼= 𝐿𝑛, все

элементы которого в мономах на первой позиции вместо 𝑥0 имеют 𝑥𝑛+1, и Φ𝑆𝑛-модуль
𝐿𝑛,𝑛+1(Nm) ∼= 𝐿𝑛(Nm). Тогда Φ𝑆𝑛+1-модуль 𝑃𝑛+1(Nm) является индуцированным модулем
𝐿𝑛,𝑛+1(Nm), и все кратности𝑚𝜆(Nm), 𝜆 ⊢ 𝑛+1, определяются с помощью правила Литтлвуда-
Ричардсона (см. напр. [2], с. 114),

𝑚𝜆(Nm) 6
𝑡∑︁

𝑖=1

𝑚𝐿
𝜇𝑖
(Nm), 𝑡 = 𝑡(𝜆) 6 2,

где диаграммы Юнга 𝜇𝑖 получены из диаграммы 𝜆 в результате удаления одной клетки. При
этом 𝑡 6 2, так как для каждого 𝑛 существует не больше двух таких удовлетворяющих усло-
виям теоремы 5 диаграмм 𝜇𝑖, 𝜇𝑖 ⊢ 𝑛, из которых в результате присоединения одной клетки
получим одну и ту же диаграмму 𝜆.

При 𝑡 = 1, 𝜇 = 𝜇1, в пространстве 𝐿𝑛,𝑛+1 зафиксируем m = 𝑚𝐿
𝜇(Nm) линейно независимых

по модулю тождеств Nm элементов 𝑒𝑇 𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1), 𝑇 = 𝑇𝜇, 𝑗 = 1, . . . ,m. Обозначим через
T таблицу Юнга с диаграммой 𝜆, полученную из таблицы 𝑇 добавлением клетки с числом
𝑛+ 1. Предположим, что в многообразии Nm выполняется тождество

m∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑒T𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) ≡ 0, 𝛼𝑗 ∈ Φ, 𝑓𝑗 ∈ 𝐿𝑛,𝑛+1.

Представим слагаемое 𝑒T𝑓𝑗 в виде 𝑒T𝑓𝑗 = 𝑒𝑇 𝑓𝑗 + 𝑓 ′𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1), где во всех мономах мно-
гочлена 𝑓 ′𝑗 образующая 𝑥𝑛+1 находится не на первой позиции. По предложению 2 получили
следствие

m∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑒𝑇 𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) ≡ 0

и в силу линейной независимости равенства 𝛼𝑗 = 0, 𝑗 = 1, . . . ,m. Следовательно, элемен-
ты 𝑒T𝑓𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,m, по модулю тождеств Nm линейно независимы, и по предложению 1
выполняется неравенство 𝑚𝜆(Nm) > m. Таким образом, 𝑚𝜆(Nm) = m.

При 𝑡 = 2 зафиксируем следующую таблицу Юнга T = T𝜆, которая по теореме 5 имеет
форму

𝑚

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

...
}︀
𝑙1

n + 1
...

}︀
𝑙2

s
...
}︀
𝑙3

𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 > 0, 𝑠 6 𝑛.

Рисунок 1.

Обозначим через 𝑇𝑛+1 таблицу Юнга с диаграммой 𝜇1, которая получается из таблицы T
в результате удаления клетки с числом 𝑛 + 1, и пусть таблица 𝑇𝑠 с диаграммой 𝜇2 получена
из T удалением клетки с числом 𝑠.

Пусть пространство 𝐿𝑛,𝑠 получено из 𝐿𝑛,𝑛+1 транспозицией образующих 𝑥𝑛+1 и 𝑥𝑠 во
всех мономах, 𝐿𝑛,𝑠

∼= 𝐿𝑛,𝑛+1. То есть все мономы из 𝐿𝑛,𝑠 имеют 𝑥𝑠 на первой позиции.
И пусть симметрическая группа 𝐺 действует на множестве {1, . . . , ̂︀𝑠, . . . , 𝑛 + 1}, 𝐺 ∼= 𝑆𝑛.
Тогда Φ𝐺-модуль 𝐿𝑛,𝑠(Nm) = 𝐿𝑛,𝑠/(𝐿𝑛,𝑠 ∩ 𝐼𝑑(Nm)) и Φ𝑆𝑛-модуль 𝐿𝑛,𝑛+1(Nm) изоморф-
ны. Зафиксируем m1 = 𝑚𝐿

𝜇1
(Nm) линейно независимых по модулю тождеств Nm эле-

ментов 𝑒𝑇𝑛+1𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) ∈ 𝐿𝑛,𝑛+1 и m2 = 𝑚𝐿
𝜇2
(Nm) линейно независимых элементов
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𝑒𝑇𝑠ℎ𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) ∈ 𝐿𝑛,𝑠, 𝑖 = 1, . . . ,m1, 𝑗 = 1, . . . ,m2. Предположим, что имеет место тожде-
ство

m1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑒T𝑓𝑖 +

m2∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝑒Tℎ𝑗 ≡ 0, 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 ∈ Φ, 𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑛,𝑛+1, ℎ𝑗 ∈ 𝐿𝑛,𝑠,

которое представим в виде

m1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑒𝑇𝑛+1𝑓𝑖 + 𝑓 ′𝑖) +

m2∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗(𝑒𝑇𝑠ℎ𝑗 + ℎ′𝑗) ≡ 0,

где 𝑒𝑇𝑛+1𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑛,𝑛+1, 𝑓 ′𝑖 /∈ 𝐿𝑛,𝑛+1, 𝑒𝑇𝑠ℎ𝑗 ∈ 𝐿𝑛,𝑠, ℎ′𝑗 /∈ 𝐿𝑛,𝑠. В таблице T число 𝑛+1 находится вы-
ше 𝑠, и каждое из них расположено в угловых клетках, поэтому для всех 𝜎 ∈ 𝑅T, 𝜏 ∈ 𝐶T имеем
неравенство 𝜎𝜏(𝑛 + 1) ̸= 𝑠, и так как 𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑛,𝑛+1, то 𝑓 ′𝑖 /∈ 𝐿𝑛,𝑠, 𝑖 = 1, . . . ,m1. Следовательно,
только 𝑒𝑇𝑠ℎ𝑗 ∈ 𝐿𝑛,𝑠, 𝑗 = 1, . . . ,m2, и по предложению 2 получаем следствие

m2∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝑒𝑇𝑠ℎ𝑗 ≡ 0,

в котором по условию все 𝛽𝑗 = 0. Следовательно, также выполняются равенства 𝛼𝑖 = 0,
𝑖 = 1, . . . ,m1. Таким образом, по предложению 1 выполняется неравенство 𝑚𝜆(Nm) > m1+m2.
Теорема доказана.

Определим все значения кодлин 𝑙𝐿𝑛 (Nm), 𝑙𝑛(Nm) для модулей 𝐿𝑛(Nm) и 𝑃𝑛(Nm) соответ-
ственно. Будем обозначать через ⌊𝑘⌋ — наибольшее целое число, меньшее или равное 𝑘, ⌈𝑘⌉ —
наименьшее целое число, большее или равное 𝑘.

Теорема 7. Пусть 𝑚 > 2. При 𝑛 > 𝑚 положим 𝑟 = 𝑛 −
⌊︀
𝑛
𝑚

⌋︀
, если 𝑚 не делит 𝑛, и

𝑟 = 𝑚 если 𝑚 делит 𝑛. Тогда выполняются следующие равенства

𝑙𝐿𝑛 (Nm) =

{︃
𝑚+

⌊︀
𝑟
2

⌋︀ ⌈︀
𝑟
2

⌉︀
+
⌊︀
𝑚−𝑟
2

⌋︀ ⌈︀
𝑚−𝑟
2

⌉︀
, 𝑛 > 𝑚,

1 +
⌊︀
𝑛
2

⌋︀ ⌈︀
𝑛
2

⌉︀
, 𝑛 6 𝑚.

Доказательство. По теореме 5 все диаграммы, которым соответствуют ненулевые крат-
ности 𝑚𝐿

𝜆 (Nm), имеют не более 𝑚 строк. Зафиксируем такую диаграмму 𝜆 ⊢ 𝑛, 𝑛 > 𝑚, име-
ющую не более одного неполного (высоты меньше 𝑚) столбца, тогда высота крайнего справа
столбца диаграммы 𝜆 равна 𝑟. Так как диаграммы, соответствующие разбиениям из условия
теоремы 5, имеют не более двух неполных столбцов, то все другие такие диаграммы получа-
ются из 𝜆 разбиением крайнего справа столбца на два столбца и при 𝑟 6 𝑚 − 2 разбиением
находящегося в строках с номерами с 𝑟 + 1 по 𝑚 крайнего справа столбца на два. Таким
образом, в силу теоремы 5 при 𝑛 > 𝑚 выполняются равенства

𝑙𝐿𝑛 (Nm) = 𝑚+

⌊ 𝑟2⌋∑︁
𝑖=1

(𝑟 − 2𝑖+ 1) +

⌊𝑚−𝑟
2 ⌋∑︁

𝑖=1

(𝑚− 𝑟 − 2𝑖+ 1),

где 𝑚 = 𝑚𝐿
𝜆 (Nm), 𝑛 > 𝑚, и в скобках выписаны значения кратностей для диаграмм с двумя

неполными столбцами. Так как

⌊ 𝑘2⌋∑︁
𝑖=1

(𝑘 + 1− 2𝑖) =

⌊︂
𝑘

2

⌋︂⌈︂
𝑘

2

⌉︂
, (22)

то получаем требуемые равенства.
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При 𝑛 6 𝑚 диаграмма 𝜆 состоит из одного столбца, 𝜆 = (1𝑛), 𝑚𝐿
(1𝑛)(Nm) = 1, поэтому

𝑙𝐿𝑛 (Nm) = 1 +

⌊𝑛2 ⌋∑︁
𝑖=1

(𝑛− 2𝑖+ 1) = 1 +
⌊︁𝑛
2

⌋︁ ⌈︁𝑛
2

⌉︁
.

Теорема доказана.
Для определения значений 𝑙𝑛(Nm) используем так называемую нотацию Айверсона

(см. напр. [16], с. 42). Пусть 𝐵 — утверждение, которое является либо истинным, либо ложным,
тогда

[𝐵] =

{︃
1, если 𝐵 истинно,

0, если 𝐵 ложно.

Например, если число 𝑟 четное, то [2 | 𝑟] = 1, иначе [2 | 𝑟] = 0.

Теорема 8. Пусть 𝑚 > 2. Выполняется равенство 𝑙1(Nm) = 1. Если натуральное
𝑛 6 𝑚, то

𝑙𝑛+1(Nm) = 2 + 3
⌊︁𝑛
2

⌋︁ ⌈︁𝑛
2

⌉︁
− [2 | 𝑛] .

Пусть 𝑛 > 𝑚, положим 𝑟 = 𝑛−
⌊︀
𝑛
𝑚

⌋︀
, если 𝑚 не делит 𝑛, и 𝑟 = 𝑚 если 𝑚 делит 𝑛, тогда

𝑙𝑛+1(Nm) = 𝛼𝑚+ 𝛽
⌊︁𝑟
2

⌋︁ ⌈︁𝑟
2

⌉︁
− [2 | 𝑟] + 𝛾

⌊︂
𝑚− 𝑟

2

⌋︂⌈︂
𝑚− 𝑟

2

⌉︂
− [𝑟 6 𝑚− 2 и 2 | 𝑚− 𝑟] ,

где 𝛼 = 3, 𝛽 = 4, 𝛾 = 3 при 𝑚 < 𝑛 < 2𝑚. Если 𝑛 > 2𝑚, то 𝛼 = 3− [𝑟 = 𝑚], 𝛽 = 4, 𝛾 = 4.

Доказательство. Равенство 𝑙1(Nm) = 1 очевидно. По теореме 6 значение 𝑙𝑛+1(Nm)
равно сумме всех кратностей 𝑚𝐿

𝜇(Nm) > 0, 𝜇 ⊢ 𝑛, взятых столько раз, сколько существует
способов добавления одной клетки к соответствующим диаграммам 𝜇.

Существует два способа добавления одной клетки к любой прямоугольной диаграмме и три
способа для диаграммы 𝜇 ⊢ 𝑛 > 𝑚 с одним неполным (высоты меньше 𝑚) столбцом, поэтому
при 𝑛 6 𝑚 имеем 𝑚(1𝑛)(Nm) = 2, при 𝑚 < 𝑛 < 2𝑚 коэффициент 𝛼 = 3, и 𝛼 = 3− [𝑟 = 𝑚] при
𝑛 > 2𝑚.

Пусть диаграмма 𝜇 состоит из двух неполных столбцов и 𝑛 6 𝑚, тогда существует три
способа добавления клетки к диаграмме 𝜇, если столбцы имеют разную высоту, и два способа,
если столбцы одной высоты. При этом для любой диаграммы 𝜆, 𝜆 ⊢ 𝑛, 𝑛 > 2, с двумя непол-
ными столбцами равной высоты, такой что 𝑚𝐿

𝜆 (Nm) > 0, по теореме 5 выполняется равенство
𝑚𝐿

𝜆 (Nm) = 1. Следовательно, в рассматриваемом случае для краткости сумму кратностей
(22), где 𝑘 = 𝑛, можем умножить на три и вычесть единицу, если 𝑛 четно. Получим требуе-
мые равенства для 𝑛 6 𝑚. Рассуждения при 𝑛 > 𝑚 для всех диаграмм 𝜇 с двумя неполными
столбцами аналогичны. Теорема доказана.

4. Заключение

В работе для многообразий 𝑣𝑎𝑟(𝐴𝑚), 𝑚 = 2, 3, . . ., определенных на основе алгебр 𝐴𝑚, по-
лучены системы определяющих тождеств. В случае 𝑚 = 2 определены значения кратностей
𝑚𝐿

(s2)(𝐴2) = 2, s > 2, и все кратности 𝑚𝐿
𝜆 (𝐴𝑚), 𝑚 > 3, с помощью которых могут быть непо-

средственно вычислены требуемые значения коразмерностей 𝑐𝑛(𝐴𝑚), 𝑚 > 2. Таким образом, в
качестве частного случая получили все заявленные основными результаты работы [12]. Также
определены значения всех кодлин 𝑙𝐿𝑛 (𝐴𝑚) и приведен метод вычисления кратностей 𝑚𝜆(𝐴𝑚),
с помощью которого определены кодлины 𝑙𝑛(𝐴𝑚), 𝑚 > 2.

Автор выражает благодарность профессору Мищенко С. П. за ценные замечания и вни-
мание к работе.
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