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Аннотация

В работе проведен расчет основных параметров процесса уплотнения порошков метал-
лических систем (металлов, сталей, цветных сплавов различных систем легирования) при
пластическом деформировании прессованием. Рассмотрены варианты вычисления распре-
деления давлений и плотностей в порошковых брикетах различного поперечного сечения
в различных системах координат. Установлено, что наибольшая плотность порошкового
брикета прямоугольного сечения после прессования наблюдается у стенки матрицы под
прессующим пуансоном, причем в середине короткой стороны прямоугольника плотность
выше, чем в середине длинной стороны; наименьшая плотность наблюдается у стенки мат-
рицы над неподвижным пуансоном, причем в середине короткой стороны прямоугольника
плотность ниже, чем в середине длинной стороны; наименьшая плотность под прессующим
пуансоном и наибольшая плотность над неподвижным пуансоном наблюдаются в центрах
соответствующих прямоугольных сечений. Показано, что в брикетах эллиптического сече-
ния из порошков металлических систем после прессования при положительной величине
𝜁 (𝜁 > 0) давление и плотность у концов большой оси эллипса больше, чем у концов ма-
лой оси и, наоборот, при 𝜁 < 0 давление и плотность у концов большой оси меньше, чем
у концов малой оси. Полученные результаты могут быть использованы при разработке
малоотходных и ресурсосберегающих процессов и технологий обработки промышленных
материалов в различных условиях и состояниях.

Ключевые слова: порошковый материал, уплотнение, прессование, пластическая дефор-
мация, поперечное сечение, давление, плотность.
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Abstract

The authors carried out the basic parameters calculation of compacting powders of
metallic systems (metals, steels, non-ferrous alloys of different alloying systems) during plastic
compression deformation. The paper considers variants of calculating the pressures and densities
distribution in powder compacts of various cross sections in different coordinate systems. The
authors found that the highest density of the rectangular cross-section powder compact after
pressing is observed near a die wall under the pressing punch, at the middle of the short side
of the rectangle the density is higher than in the middle of the long side; the lowest density
is observed at the die wall above the fixed punch, and in the middle of the short side of the
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rectangle the density is lower than in the middle of the long side; the lowest density under the
pressing punch and the highest density over the fixed punch are observed at the centers of the
corresponding rectangular sections. It is shown that in elliptical section compacts of the powders
of metal systems after pressing at positive value 𝜁 (𝜁 > 0) the pressure and density at the ends
of the ellipse major axis are higher than at the ends of the minor axis and, conversely, when the
𝜁 < 0 pressure and density at the ends of the major axis are less than at the ends of the minor
axis. The obtained results can be used to develop low-waste and resource-saving processes and
technologies for processing industrial materials under various conditions and states.

Keywords: powder material, sealing, pressing, plastic deformation, cross-section, pressure,
density.
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1. Введение

Необратимое изменение объема материала возникает во многих технологических процес-
сах. Учет необратимого изменения объема материала необходим при расчетах многих техно-
логических процессов, например, при обработки давлением и резанием пористых металлов,
уплотнении порошков металлических систем прессованием. На основании экспериментальных
и теоретических исследований, выполненных в нашей стране и за рубежом, разработаны мето-
ды расчета основных параметров процессов пластического деформирования порошковых ма-
териалов. Однако дальнейшее развитие техники выдвигает все более сложные задачи, эффек-
тивное решение которых связано изучением основных параметров процессов пластического
деформирования порошков металлических систем, которые являются основой для разработки
современных малоотходных ресурсосберегающих технологических процессов производства.

В работе рассмотрены варианты расчета распределения давлений и плотностей в брикетах
различного поперечного сечения при уплотнении порошков металлических систем (металлов,
сталей, сплавов различных систем легирования) прессованием.

2. Прямоугольное сечение

Для проведения расчета воспользуемся теорией пластичности дилатирующих сред, основ-
ные положения которой изложены в работе [1].

Пусть поперечное сечение брикета является прямоугольником со сторонами 2𝑎 и 2𝑏
(рис. 1𝑎).

Ввиду симметрии сечения относительно осей 𝑥 и 𝑦 полагаем, что произвольные постоянные

𝐴𝑛 = 𝐵𝑛 = 𝐶𝑛 = 0, 𝐷𝑛 ̸= 0.

Находим геометрические характеристики поперечного сечения брикета.

𝐻𝑛 =
4

𝑘𝑛𝑙𝑛
(𝑘𝑛𝑐ℎ𝑘𝑛𝑎𝑠ℎ𝑙𝑛𝑏+ 𝑙𝑛𝑠ℎ𝑘𝑛𝑎𝑐ℎ𝑙𝑛𝑏) (1)

𝑇𝑛 =
4

𝑘𝑛𝑙𝑛
𝑠ℎ𝑘𝑛𝑎𝑠ℎ𝑙𝑛𝑏 (2)

Поскольку эти и другие формулы должны быть справедливы и для квадратного сечения
(рис. 1,б), имеющего еще две оси симметрии, а именно, 𝑦 = ±𝑥, следует положить [1]

𝑘𝑛 = 𝑙𝑛 = 𝜈𝑛/
√
2 (3)

Формулы (1) и (2) принимают вид:
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𝐻𝑛 =
4

𝑘𝑛
𝑠ℎ𝑘𝑛(𝑎+ 𝑏), 𝑇𝑛 =

4

𝑘2𝑛
𝑠ℎ𝑘𝑛𝑎𝑠ℎ𝑘𝑛𝑏 (4)

Рис. 32: Сечения: а) прямоугольное, б) квадратное

Для 𝑞𝑛 получаем

𝑞𝑛 = 𝐷𝑛𝑐ℎ𝑘𝑛𝑥𝑐ℎ𝑘𝑛𝑦 (5)

Сначала построим первое приближение для 𝑝:

𝑝 = 𝑝0 +𝐷1𝑐ℎ𝑘1𝑥𝑐ℎ𝑘1𝑦𝑠ℎ(𝜁/ℎ) (6)

Коэффициент 𝐷1 определяем из условия коллокации для пары сечений 𝜁1 = 0 и 𝜁2 = ℎ,
записанного для случая 𝑁 = 1:

𝐷1𝑇1𝑠ℎ1− 𝜇𝜉ℎ𝐷1𝐻1(𝑐ℎ1− 1) = 𝜇𝜉𝑝0𝐿ℎ⇒

⇒ 𝐷1 =
𝜇𝜉𝐿ℎ𝑝0

𝑇1𝑠ℎ1− 𝜇𝜉ℎ𝐻1(𝑐ℎ1− 1)
. (7)

Возьмем следующие числовые данные

𝑎 = 2𝑏;ℎ = 4𝑏; 𝜉 = 0, 4;𝜇 = 0, 25.

Тогда
𝜈1 = 0, 395/𝑏; 𝑘1 = 𝑙1 = 0, 279/𝑏;𝐿 = 12𝑏;

𝑠ℎ𝑘1𝑎 = 0, 587; 𝑠ℎ𝑘1𝑏 = 0, 283; 𝑠ℎ𝑘1(𝑎+ 𝑏) = 0, 938;

𝐻1 = 13, 448𝑏;𝑇1 = 8, 536𝑏2.
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По формуле (7) получаем
𝐷1 = 0, 657𝑝0.

Согласно (6) имеем

𝑝 = 𝑝0

(︂
1 + 0, 675𝑐ℎ

0, 279𝑥

𝑏
𝑐ℎ

0, 279𝑦

𝑏
𝑠ℎ

𝜁

4𝑏

)︂
(8)

где нетто-давление 𝑝0, определяемое из условия постоянства массы, составляет

𝑝0 =
𝑀𝑚𝑝max

𝑉 𝑚𝜌𝑚𝑘
=

(︂
𝜌

𝜌𝑘

)︂𝑚

𝑝max, (9)

а 𝜌 - средняя плотность брикета.
Рассчитываем давления в различных точках сечения при одностороннем прессовании:
а) под прессующим пуансоном

𝑝(0, 0, ℎ) = 1, 793𝑝0, 𝑝(𝑎, 0, ℎ) = 1, 920𝑝0,

𝑝(0, 𝑏, ℎ) = 1, 824𝑝0, 𝑝(𝑎, 𝑏, ℎ) = 1, 956𝑝0;

б) в среднем сечении

𝑝(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑝0∀(𝑥, 𝑦) ∈ [−𝑎, 𝑎]× [−𝑏, 𝑏] ;

в) над неподвижным пуансоном

𝑝(0, 0− ℎ) = 0, 207𝑝0, 𝑝(𝑎, 0,−ℎ) = 0, 080𝑝0,

𝑝(0, 𝑏,−ℎ) = 0, 176𝑝0, 𝑝(𝑎, 𝑏,−ℎ) = 0, 044𝑝0.

Рассчитаем по этим данным отношение наибольшей плотности Θ1 в брикете к наименьшей
плотности Θ2. Используя

𝑝 = 𝑝maxΘ
𝑚,

где 𝑝max- давление прессования, обеспечивающее получение беспористой заготовки; 𝑚 - кон-
станта, причем, согласно [2], для любых металлических порошков 𝑚 > 3, получаем

𝑝(𝑎, 𝑏, ℎ)

𝑝(𝑎, 𝑏,−ℎ)
=

(︂
Θ1

Θ2

)︂2

⇒ Θ1

Θ2

𝑚
√︀

44, 45, (10)

что, например, при 𝑚 = 6 дает Θ1 = 1, 88Θ2, т.е. наибольшая плотность превышает наимень-
шую на 88 %.

Теперь построим второе приближение для 𝑝:

𝑝 = 𝑝0 +𝐷1𝑐ℎ𝑘1𝑥𝑐ℎ𝑘1𝑦𝑠ℎ
𝜁

2ℎ
+𝐷2𝑐ℎ𝑘2𝑥𝑐ℎ𝑘2𝑦𝑠ℎ

𝜁

ℎ
(11)

При тех же исходных числовых данных имеем:

𝜈1 = 0, 198/𝑏⇒ 𝑘1 = 𝑙1 = 0, 140𝑏,

𝜈2 = 0, 395/𝑏⇒ 𝑘2 = 𝑙2 = 0, 279/𝑏,

𝑠ℎ𝑘1𝑎 = 0, 283, 𝑠ℎ𝑘1𝑏 = 0, 140, 𝑠ℎ𝑘1(𝑎+ 𝑏) = 0, 432,

𝑠ℎ𝑘2𝑎 = 0, 587, 𝑠ℎ𝑘2𝑏 = 0, 283, 𝑠ℎ𝑘2(𝑎+ 𝑏) = 0, 938,
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𝐻1 = 12, 343𝑏, 𝑇1 = 8, 086𝑏2, 𝐻2 = 13, 448𝑏, 𝑇2 = 8, 536𝑏2.

Для нахождения 𝐷1 и 𝐷2 формулируем при 𝑁 = 2 условия коллокации, используя следу-
ющие пары сечений:

а) 𝜁1 = 0 и 𝜁2 = ℎ, б) 𝜁1 = 0 и 𝜁2 12ℎ[︂
𝑇1𝑠ℎ

1

2
− 2𝜇𝜉ℎ𝐻1

(︂
𝑐ℎ

1

2
− 1

)︂]︂
𝐷1 ++ [𝑇2𝑠ℎ1− 𝜇𝜉ℎ𝐻2 (𝑐ℎ1− 1)]𝐷2 = 𝜇𝜉𝑝0𝐿ℎ;

[︂
𝑇1𝑠ℎ

1

4
− 2𝜇𝜉ℎ𝐻1

(︂
𝑐ℎ

1

4
− 1

)︂]︂
𝐷1 ++

[︂
𝑇2𝑠ℎ

1

2
− 𝜇𝜉ℎ𝐻2

(︂
𝑐ℎ

1

2
− 1

)︂]︂
𝐷2 =

1

2
𝜇𝜉𝑝0𝐿ℎ.

Эти условия после преобразований принимают вид

2, 949𝐷1 + 7, 109𝐷2 = 4, 8𝑝0
1, 740𝐷1 + 3, 758𝐷2 = 2, 4𝑝0

}︂
, (12)

откуда по правилу Крамера находим

𝐷1 = −0, 759𝑝0, 𝐷2 = 0, 990𝑝0.

Внося эти значения коэффициентов в (11), получаем

𝑝 = 𝑝0

(︂
1− 0, 759𝑐ℎ

0, 140𝑥

𝑏
𝑐ℎ

0, 140𝑦

𝑏
𝑠ℎ

𝜁

8𝑏
+ 0, 990𝑐ℎ

0, 279𝑥

𝑏
𝑐ℎ

0, 279

𝑏
𝑠ℎ

𝜁

4𝑏

)︂
(13)

По формуле (13) рассчитываем давления в различных точках поперечного сечения при
одностороннем прессовании:

а) под прессующим пуансоном

𝑝(0, 0, ℎ) = 1, 767𝑝0, 𝑝(𝑎, 0, ℎ) = 1, 938𝑝0,

𝑝(0, 𝑏, ℎ) = 1, 808𝑝0, 𝑝(𝑎, 𝑏, ℎ) = 1, 986𝑝0;

б) в среднем сечении

𝑝(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑝0∀(𝑥, 𝑦) ∈ [−𝑎, 𝑎]× [−𝑏, 𝑏] ;

в) над неподвижным пуансоном

𝑝(0, 0,−ℎ) = 0, 233𝑝0, 𝑝(𝑎, 0,−ℎ) = 0, 062𝑝0,

𝑝(0, 𝑏,−ℎ) = 0, 192𝑝0, 𝑝(𝑎, 𝑏,−ℎ) = 0, 014𝑝0.

Из рассмотрения результатов, полученных на основе обоих приближений (8) и (13), выте-
кают следующие выводы:

- наибольшая плотность наблюдается у стенки матрицы под прессующим пуансоном, при-
чем в середине короткой стороны прямоугольника плотность выше, чем в середине длинной
стороны;

- наименьшая плотность наблюдается у стенки матрицы над неподвижным пуансоном,
причем в середине короткой стороны прямоугольника плотность ниже, чем в середине длинной
стороны;

- наименьшая плотность под прессующим пуансоном и наибольшая плотность над непо-
движным пуансоном наблюдаются в центрах соответствующих прямоугольных сечений.
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Рис. 33: Эллипс в декартовых и эллиптических координатах.

3. Эллиптическое сечение

Сечение в виде эллипса с полуосями 𝑎 и 𝑏 показано на рис. 2.
Для вычисления 𝑞𝑛 принимаем выражение (5), и рассчитываем геометрические характери-

стики сечения, учитывая (3). При этом используем параметрическое представление уравнения
эллипса

𝑥 = 𝑎 cos𝜙, 𝑦 = 𝑏 sin𝜙∀𝜙 ∈ [0, 2𝜋] .

Очевидно,

𝑑𝐿2 = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 =
(︀
𝑎2 cos2 𝜙+ 𝑏2 sin2 𝜙

)︀
𝑑𝜙2.

Поэтому

𝐻𝑛 = 4

𝜋/2∫︁
0

𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑎 cos𝜙) 𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑏 sin𝜙)

√︁
𝑎2 cos2 𝜙+ 𝑏2 sin2 𝜙𝑑𝜙.

Интеграл вычисляем по правилу трех восьмых [3].
Обозначим

𝜓(𝜙) = 𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑎 cos𝜙) 𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑏 sin𝜙)

√︁
𝑎2 cos2 𝜙+ 𝑏2 sin2 𝜙. (14)

Находим значения 𝜓 в точках 0, 𝜋/6, 𝜋/3, 𝜋/2:

𝜓(0) = 𝑎𝑐ℎ𝑘𝑛𝑎, 𝜓
(︁𝜋
6

)︁
=

1

2

√︀
3𝑎2 + 𝑏2𝑐ℎ

(︃√
3

2
𝑘𝑛𝑎

)︃
𝑐ℎ

(︂
1

2
𝑘𝑛𝑏

)︂
,

𝜓
(︁𝜋
3

)︁
=

1

2

√︀
𝑎2 + 3𝑏2𝑐ℎ

(︂
1

2
𝑘𝑛𝑎

)︂
𝑐ℎ

(︃√
3

2
𝑘𝑛𝑏

)︃
, 𝜓
(︁𝜋
2

)︁
= 𝑏𝑐ℎ𝑘𝑛𝑏.

Окончательно для 𝐻𝑛 получаем
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𝐻𝑛 =
𝜋

4

{︃
𝑎𝑐ℎ𝑘𝑛𝑎+ 𝑏𝑐ℎ𝑘𝑛𝑏+

3

2

[︃√︀
3𝑎2 + 𝑏2𝑐ℎ

(︃√
3

2
𝑘𝑛𝑎

)︃
𝑐ℎ

(︂
1

2
𝑘𝑛𝑏

)︂
+

+
√︀
𝑎2 + 3𝑏2𝑐ℎ

(︂
1

2
𝑘𝑛𝑎

)︂
𝑐ℎ

(︃√
3

2
𝑘𝑛𝑏

)︃]︃}︃
. (15)

Для 𝑇𝑛 предварительно имеем:

𝑇𝑛 =
4

𝑘𝑛

𝑎∫︁
0

𝑐ℎ𝑘𝑛𝑥𝑠ℎ

(︃
𝑘𝑛𝑏

√︂
1− 𝑥2

𝑎2

)︃
𝑑𝑥.

Снова применяем правило трех восьмых.
Обозначим

𝜒(𝑥) = 𝑐ℎ𝑘𝑛𝑥𝑠ℎ

(︃
𝑘𝑛𝑏

√︂
1− 𝑥2

𝑎2

)︃
. (16)

Находим 𝜒 в точках 0, 𝑎/3, 2𝑎/3, 𝑎:

𝜒(0) = 𝑠ℎ𝑘𝑛𝑏, 𝜒
(︁𝑎
3

)︁
= 𝑐ℎ

𝑘𝑛𝑎

3
𝑠ℎ

2
√
2𝑘𝑛𝑏

3
,

𝜒

(︂
2𝑎

3

)︂
= 𝑐ℎ

2𝑘𝑛𝑎

3
𝑠ℎ

√
5𝑘𝑛𝑏

3
, 𝜒(𝑎) = 0.

Окончательно для 𝑇𝑛 получаем

𝑇𝑛 =
𝑎

2𝑘𝑛

[︃
𝑠ℎ𝑘𝑛𝑏+ 3

(︃
𝑐ℎ
𝑘𝑛𝑎

3
𝑠ℎ

2
√
2𝑘𝑛𝑏

3
+ 𝑐ℎ

2𝑘𝑛𝑎

3
𝑠ℎ

√
5𝑘𝑛𝑏

3

)︃]︃
. (17)

Ограничимся рассмотрением первого приближения для 𝑝 при следующих числовых дан-
ных:

𝑎 = 2𝑏, ℎ = 𝑏, 𝜉 = 0, 4, 𝜇 = 0, 25.

Как известно [4], длина 𝐿 обвода эллипса выражается полным эллиптическим интегралом
2-го рода

𝐿 = 4𝑎E(𝜀), (18)

где эксцентриситет эллипса вычисляется по формуле

𝜀 =

√
𝑎2 − 𝑏2
𝑎

. (19)

При указанных выше числовых данных получаем

𝜀 =

√
3

2
⇒ E

(︃√
3

2

)︃
= 1, 211⇒ 𝐿 = 9, 688.

Если применить правило трех восьмых, то найдем

𝐿 = 4

𝜋/2∫︁
0

√︁
𝑎2 cos2 𝜙+ 𝑏2 sin2 𝜙𝑑𝜙 =

𝜋

4

[︂
𝑎+ 𝑏+

3

2

(︁√︀
3𝑎2 + 𝑏2 +

√︀
𝑎2 + 3𝑏2

)︁]︂
= 9, 721
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с относительной погрешностью 0,34 %, что в практических расчетах вполне приемлемо.
Далее согласно (3) получаем

𝜈1 = 1, 581/𝑏⇒ 𝑘1 = 1, 118/𝑏.

Проводим вычисления по формулам (15) и (17):

𝐻1 =
𝜋

4
𝑏 [2𝑐ℎ2, 236 + 𝑐ℎ1, 118 + 1, 5 (3, 606×

×𝑐ℎ1, 936𝑐ℎ0, 559 + 2, 646𝑐ℎ1, 118𝑐ℎ0, 968)] = 34, 144𝑏,

𝑇1 =
𝑏2

1, 118
[𝑠ℎ1, 118 + 3 (𝑐ℎ0, 745𝑠ℎ1, 054 +𝑐ℎ1, 491𝑠ℎ0, 833)] = 11, 429𝑏2.

Расчет по формуле (7) дает
𝐷1 = 0, 084𝑝0.

Следовательно

𝑝 = 𝑝0

(︂
1 + 0, 084𝑐ℎ

1, 118𝑥

𝑏
𝑐ℎ

1, 118𝑦

𝑏
𝑠ℎ
𝜁

𝑏

)︂
. (20)

По этой формуле определяем давления в различных точках сечения при одностороннем
прессовании:

а) под прессующим пуансоном

𝑝(0, 0, ℎ) = 1, 099𝑝0, 𝑝(𝑎, 0, ℎ) = 1, 468𝑝0, 𝑝(0, 𝑏, ℎ) = 1, 168𝑝0;

б) в среднем сечении
𝑝(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑝0∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐹 ;

в) над неподвижным пуансоном

𝑝(0, 0,−ℎ) = 0, 901𝑝0, 𝑝(𝑎, 0,−ℎ) = 0, 532𝑝0, 𝑝(0, 𝑏,−ℎ) = 0, 832𝑝0.

Вычисляем отношение наибольшей плотности Θ1 в брикете к наименьшей плотности Θ2:

𝑝(𝑎, 0, ℎ)

𝑝(𝑎, 0,−ℎ)
=

(︂
Θ1

Θ2

)︂𝑚

⇒ Θ1

Θ2
= 𝑚
√︀
2, 76,

что, например, при 𝑚 = 6 составляет 1,184, т.е. наибольшая плотность превышает наимень-
шую на 18,4 %.

Приведенные расчеты показывают, что под прессующим пуансоном плотность возле кон-
цов большой оси эллипса выше, чем возле концов малой оси, а над неподвижным пуансоном
плотность возле концов большой оси эллипса ниже, чем возле концов малой оси. Аналогичные
результаты получаются и при рассмотрении второго и последующих приближений.

Рассмотрим важный частный случай эллиптического сечения – сечение в виде круга ра-
диуса 𝑅.

Полагая 𝑎 = 𝑏 = 𝑅 в формулах (15) и (17), находим

𝐻𝑛 =
𝜋

2
𝑅

(︃
𝑐ℎ𝑘𝑛𝑅+ 3𝑐ℎ

𝑘𝑛𝑅

2
𝑐ℎ

√
3𝑘𝑛𝑅

2
, (21)

𝑇𝑛 =
𝑅

2𝑘𝑛

[︃
𝑠ℎ𝑘𝑛𝑅+ 3

(︃
𝑐ℎ
𝑘𝑛𝑅

3
𝑠ℎ

2
√
2𝑘𝑛𝑅

3
+ 𝑐ℎ

2𝑘𝑛𝑅

3
𝑠ℎ

√
5𝑘𝑛𝑅

3

)︃]︃
. (22)
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Возьмем следующие числовые данные:

ℎ = 𝑅, 𝜉 = 0, 4, 𝜇 = 0, 25, 𝐿 = 2𝜋𝑅.

Отметим, что точное значение длины окружности получается и по правилу трех восьмых:

𝐿 =
𝜋

4

[︂
𝑅+𝑅+

3

2

(︁√︀
3𝑅2 +𝑅2 +

√︀
𝑅2 + 3𝑅2

)︁]︂
= 2𝜋𝑅.

Далее в рамках первого приближения имеем:

𝜈1 = 1, 581/𝑏⇒ 𝑘1 = 1, 118/𝑏.

Проводим вычисления по формулам (15) и (17):

𝐻1 =
𝜋

2
𝑅 (𝑐ℎ1, 118 + 3𝑐ℎ0, 559𝑐ℎ0, 968) = 10, 891𝑅,

𝑇1 =
𝑅2

2 · 1, 118
[𝑠ℎ1, 118 + 3 (𝑐ℎ0, 373𝑠ℎ1, 054+

+𝑐ℎ0, 745𝑠ℎ0, 833)] = 4, 036𝑅2.

𝐷1 = 0, 151𝑝0.

Таким образом,

𝑝 = 𝑝0

(︂
1 + 0, 151𝑐ℎ

1, 118𝑥

𝑅
𝑐ℎ

1, 118𝑦

𝑅
𝑠ℎ
𝜁

𝑅

)︂
. (23)

По этой формуле получаем

𝑝(0, 0, ℎ) = 1, 177𝑝0, 𝑝(0, 0,−ℎ) = 0, 823𝑝0.

Справедливо приближенное равенство

𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑅 cos𝜙) 𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑅 sin𝜙) ≈ 𝑐ℎ𝑘𝑛𝑅∀𝜙 ∈ [0, 2𝜋] .

Поэтому на контуре сечения под прессующим пуансоном и над неподвижным пуансоном
соответственно имеем

𝑝max = 1, 3𝑝0, 𝑝min = 0, 7𝑝0.

В среднем сечении 𝑝 = 𝑝0.
Отношение наибольшей плотности в брикете к наименьшей плотности составляет

Θ1

Θ2
= 𝑚

√︂
𝑝max

𝑝min
⇒ Θ1

Θ2
= 𝑚
√︀
1, 857.

Например, при 𝑚 = 6 наибольшая плотность превышает наименьшую на 10,9%.
Найдем решение для брикета с круговым сечением в круговых цилиндрических коорди-

натах 𝑟, 𝜙, 𝜁. Ввиду осевой симметрии уравнение для вычислений согласно [1] записывается в
следующей форме

1

𝑟

𝑑𝑞𝑛
𝑑𝑟

+
𝑑2𝑞𝑛
𝑑𝑟2

= 𝜈2𝑛𝑞𝑛, (𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁), (24)

где 𝜈𝑛 вычисляется по методике [1].
Решение уравнения (24) представляется в бесселевых функциях [5]
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𝑞𝑛(𝑟) = 𝐶𝑛1𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑟) + 𝐶𝑛2𝑁0 (𝑖𝜈𝑛𝑟) , (25)

где 𝑖 =
√
−1, 𝐽0 и 𝑁0 — бесселевы функции нулевого порядка соответственно первого и второго

рода.
Поскольку решение (25) должно быть конечным в точке 𝑟 = 0, то постоянную следует

взять равной нулю. Тогда

𝑞𝑛(𝑟) = 𝐶𝑛1𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑟) (26)

и находим

𝑝(𝑟, 𝜁) = 𝑝0 +
𝑁∑︁

𝑛=1

𝐶𝑛1𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑟) 𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
. (27)

Для расчета констант 𝐶𝑛(𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁) необходимо сформулировать систему 𝑁 уравне-
ний. Предварительно получаем ∫︁

𝐿

𝑞𝑛𝑑𝐿 = 2𝜋𝐶𝑛1𝑅𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑅) , (28)

∫︁∫︁
𝐹

𝑞𝑛𝑑𝐹 = 2𝜋𝐶𝑛1

𝑅∫︁
0

𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = −
2𝜋

𝜈𝑛
𝐶𝑛1𝑖𝐽1 (𝑖𝜈𝑛𝑅) , (29)

где 𝐽1 — бесселева функция первого порядка первого рода.
Уравнение с учетом (28) и (29) принимает вид:

𝜇𝜉

[︃
𝑝0 (𝜁2 − 𝜁1) +𝑁ℎ

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛1

𝑛

(︂
𝑐ℎ
𝑛𝜁2
𝑁ℎ
− 𝑐ℎ𝑛𝜁1

𝑁ℎ

)︂
𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑅)

]︃
+

+𝑖
𝑁∑︁

𝑛=1

𝐶𝑛1

𝜈𝑛

(︂
𝑠ℎ
𝑛𝜁2
𝑁ℎ
− 𝑠ℎ𝑛𝜁1

𝑁ℎ

)︂
𝐽1 (𝑖𝜈𝑛𝑅) = 0. (30)

Условие коллокации (30) для пары сечений 𝜁1 = 0 и 𝜁2 = ℎ записывается в виде

𝜇𝜉ℎ

[︃
𝑝0 +𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛1

𝑛

(︁
𝑐ℎ
𝑛

𝑁
− 1
)︁
𝐽0 (𝑖𝜈𝑛𝑅)

]︃
+ 𝑖

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛1

𝜈𝑛
𝐽1 (𝑖𝜈𝑛𝑅) 𝑠ℎ

𝑛

𝑁
= 0. (31)

Ограничимся рассмотрением первого приближения, - тогда вместо (27) и (31) будем иметь:

𝑝(𝑟, 𝜁) = 𝑝0 + 𝐶11𝐽0 (𝑖𝜈1𝑟) 𝑠ℎ
𝜁

ℎ
, (32)

𝜇𝜉ℎ [𝑝0 + 𝐶11 (𝑐ℎ1− 1) 𝐽0 (𝑖𝜈1𝑅)] + 𝑖
𝑠ℎ1

𝜈1
𝐽1 (𝑖𝜈1𝑅)𝐶11 = 0. (33)

При тех же числовых данных находим:

𝐽0 (𝑖𝜈1𝑅) = 𝐽0(1, 118𝑖) = 1, 3378,

−𝑖𝐽1 (𝑖𝜈1𝑅) = −𝑖𝐽1(1, 118) = 0, 6510,
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𝑠ℎ1 = 1, 1752, 𝑐ℎ1 = 1, 5430.

Решаем относительно 𝐶11 уравнение (33):

𝐶11 = 0, 163𝑝0.

Внося это в (32), получаем

𝑝(𝑟, 𝜁) = 𝑝0

[︂
1 + 0, 163𝐽0

(︂
1, 118𝑟

𝑅
𝑖

)︂
𝑠ℎ
𝜁

ℎ

]︂
. (34)

По таблицам [10] находим значения бесселевой функции 𝐽0 в характерных точках сечения:

𝐽0(0) = 1, 𝐽0(0, 559𝑖) = 1, 0797, 𝐽0(1, 118𝑖) = 1, 3378.

Теперь получаем

𝑝 (0, ℎ) = 1, 191𝑝0, 𝑝

(︂
𝑅

2
, ℎ

)︂
= 1, 207𝑝0, 𝑝 (𝑅, ℎ) = 1, 256𝑝0,

𝑝 (0,−ℎ) = 0, 809𝑝0, 𝑝

(︂
𝑅

2
,−ℎ

)︂
= 0, 793𝑝0, 𝑝 (𝑅,−ℎ) = 0, 744𝑝0,

𝑝(𝑟, 0) = 𝑝0∀𝑟 ∈ [0, 𝑅] .

Как видно, результаты расчетов в декартовых и круговых цилиндрических координатах
достаточно хорошо согласуются между собой.

Рассмотрим задачу о прессовании брикета с сечением в виде эллипса в эллиптических
цилиндрических координатах (рис. 2).

С учетом симметрии и равенства (3) получаем

𝑝(𝛼, 𝛽, 𝜁) = 𝑝0 +

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐷𝑛𝑐ℎ (𝑘𝑛 ∋ 𝑐ℎ𝛼 cos𝛽) 𝑐ℎ (𝑘𝑛 ∋ sin𝛼 sin𝛽) 𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
. (35)

На оси брикета

𝑝
(︁
𝛼,±𝜋

2
, 𝜁
)︁
= 𝑝0 +

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐷𝑛𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
.

На контуре сечения

𝑝
(︁
𝐴𝑟𝑐ℎ

𝑎

∋
, 𝛽, 𝜁

)︁
= 𝑝0 +

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐷𝑛𝑐ℎ (𝑘𝑛𝛼 cos𝛽) 𝑐ℎ (𝑘𝑛𝑏 sin𝛽) 𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
.

У концов малой оси эллипса

𝑝
(︁
𝐴𝑟𝑐ℎ

𝑎

∋
,±𝜋

2
, 𝜁
)︁
= 𝑝0 +

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐷𝑛𝑐ℎ𝑘𝑛𝑏𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
.

У концов большой оси эллипса

𝑝
(︁
𝐴𝑟𝑐ℎ

𝑎

∋
, 0, 𝜁

)︁
= 𝑝

(︁
𝐴𝑟𝑐ℎ

𝑎

𝜀
,±𝜋, 𝜁

)︁
= 𝑝0 +

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐷𝑛𝑐ℎ𝑘𝑛𝑎𝑠ℎ
𝑛𝜁

𝑁ℎ
.

Очевидно, при 𝜁 > 0 давление и плотность у концов большой оси эллипса больше, чем у
концов малой оси и, наоборот, при 𝜁 < 0 давление и плотность у концов большой оси меньше,
чем у концов малой оси.
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4. Заключение

В работе приведены примеры расчета распределения давлений и плотностей в порошковых
брикетах из металлических систем различного поперечного сечения для различных систем
координат с использованием теории пластичности дилатирующих сред.

Результаты проведенных исследований дают возможность определять основные количе-
ственные характеристики параметров процессов уплотнения и пластического деформирования
порошков различных металлических систем, и совершенствовать методы расчета, которые яв-
ляются основой для разработки малоотходных ресурсосберегающих технологий.

Полученные результаты могут быть использованы при разработке ресурсосберегающих
процессов и технологий обработки промышленных материалов в различных условиях и состо-
яниях с использованием новых наноконструкционных смазок и покрытий [6–34].

Работа выполнена по Федеральной целевой программе «Исследования и разработки по
приоритетным направлениям развития научно-технологического комплекса России на 2014–
2020 годы» по проекту «Разработка прототипа инженерного программного обеспечения (ИПО)
на основе высокопроизводительных вычислений для оценки механических характеристик из-
делия, изготовленного с использованием аддитивных технологий (методом селективного ла-
зерного спекания) с учетом стратегии изготовления изделия» (уникальный идентификатор
проекта RFMEF 157717X0271).
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