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Аннотация

Проблема разделимости дифференциальных операторов впервые исследовался в рабо-
тах В. Н. Эверитта и М. Гирца в начале семидесятых годов прошлого столетия. В своих
работах они в основном исследовали разделимость оператора Штурма-Лиувилля и его сте-
пеней. Позже этой проблемой занимались К. Х. Бойматов, М. Отелбаев, Ф. B. Аткинсон
(F. V. Atcinson), В. Д. Эванс (W. D. Evans), А. Цеттл (A. Zettl) и др. Основная часть опуб-
ликованных работ по этому направления относятся к случаю линейных операторов (как
обыкновенных дифференциальных операторов, так и операторов с частными производ-
ными). Разделимость нелинейных дифференциальных операторов, в основном, рассмат-
ривалась в случае, когда исследуемый оператор является слабым возмущением линейного
оператора. Случай, когда исследуемый оператор не являются слабым возмущением линей-
ного оператора, рассмотрен лишь в некоторых отдельных работах. Результаты настоящей
работы, также относятся к этому малоизученному случаю. Она посвящена изучению ко-
эрцитивных свойств нелинейных дифференциальных операторов вида

𝐿[𝑢(𝑥)] = −𝑢𝑉 𝐼(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥)

в гильбертовом пространстве 𝐿2(𝑅) и доказана теорема о разделимости этого оператора.
Исследуемый оператор 𝐿[𝑢(𝑥)] является строго нелинейным, то есть его нельзя пред-

ставить в виде слабого возмущения линейного оператора.

Ключевые слова: нелинейный дифференциальный оператор, коэрцитивная оценка, тео-
рема разделимости, гильбертово пространство.
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COERCIVE ESTIMATE AND SEPARATION THEOREM FOR
ONE NONLINEAR DIFFERENTIAL OPERATOR IN A

HILBERT SPACE
O. Kh. Karimov (Dushanbe)

Abstract

Problem of separation for differential operators was first investigated by W. N. Everitt and
M. Giertz in the beginning of seventieth of the last century. They mainly have investigated,
in their works, separation of Sturm–Liouville operator operator and its powers. Later, this
problem was investigated by K. Kh. Boimatov, M. Otelbaev, F. V. Atcinson, W. D. Evans,
A. Zettl and others. The main part of papers published in this direction concerns with the
case of linear operators(both ordinary differential operators and partial differential operators).
Separation of nonlinear differential operators was mainly investigated in case when operator
under consideration was a weak perturbation of linear one. The case when operator under
consideration is not a weak perturbation of linear one was investigated only in some works.
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Results of this paper also concerns with this poorly studied case. The paper is devoted to
studying coercive properties of nonlinear differential operator of the form

𝐿[𝑢(𝑥)] = −𝑢𝑉 𝐼(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥)

in Hilbert space 𝐿2(𝑅) and separation theorem for this operator is proved.
The investigated operator 𝐿[𝑢(𝑥)] is strictly nonlinear, in the sense that in the general case

it cannot be represented as a weak perturbation of a linear operator.

Keywords: nonlinear differential operator, coercive estimate, separation theorem, Hilbert
space.

Bibliography: 19 titles.

1. Введение

Термин «разделимость» впервые введен В. Н. Эвериттом и М. Гирцом [1], где исследова-
лась разделимость оператора Штурма–Лиувилля

𝐿[𝑦] = −𝑦′′
(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼,

в пространстве 𝐿2(𝐼), 𝐼 — некоторый отрезок вещественной оси. В последующих своих работах
(см., например, [2]-[4] ) они также исследовали разделимость степеней оператора Штурма–
Лиувилля. В дальнейшем в исследовании и развитие данной теории внесли свой вклад
К. Х. Бойматов, М. Отелбаев и их ученики (см.[5]–[11] и имеющиеся там ссылки).

Впервые разделимость дифференциальных выражений с частными производными иссле-
довалась К.Х. Бойматовым [5]. Из последних работ, посвященных разделимости линейных
операторов с частными производными, отметим [12]–[15] и [16]. В статье [12] рассматривается
разделимость линейного оператора Гельмгольца

𝐴𝑢(𝑥) = (−Δ+ 𝑘2)𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)

в гильбертовом пространстве.
В работах [13] и [16] исследовалась разделимость линейного бигармонического оператора

𝐿[𝑢(𝑥)] = Δ2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥) в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛). Случай линейного трижды гармониче-

ского дифференциального оператора

𝐿[𝑢(𝑥)] = −Δ3𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥)

рассматривался в статье [14]. Работа [15] посвящена исследованию разделимости и разреши-
мости уравнения Лапласа–Бельтрами в пространстве 𝐿2(𝑅

𝑛).
Следует отметить, что разделимость нелинейных дифференциальных операторов, в ос-

новном, рассматривалась тогда, когда исследуемый оператор является слабым возмущением
линейного оператора (см., например, [8] и [10]). Лишь в отдельных работах (см., например,
[7], [17] — [19]) изучалась разделимость строго нелинейных дифференциальных операторов,
то есть операторов не представляющихся в виде слабого возмущения линейного оператора. В
работах [7] и [8] изучались коэрцитивные свойства нелинейного оператора Шредингера и Ди-
рака, в статье [17] рассматривается вопрос о разделимости нелинейного дифференциального
операторов второго порядка с матричными коэффициентами. В работе [19] изучались коэр-
цитивные свойства и разделимость нелинейного бигармонического оператора с матричным
потенциалом

𝐿[𝑢(𝑥)] = Δ2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥)
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во всём 𝑛-мерном евклидовом пространстве.
Здесь мы исследуем разделимость нелинейного дифференциального оператора

𝐿[𝑢(𝑥)] = −𝑢𝑉 𝐼(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅 = (−∞,+∞),

в гильбертовом пространстве 𝐿2(𝑅). То есть, как в [7], [17], [18], [19] рассматриваемый нами
оператор является строго нелинейным.

2. Формулировка основного результата

В пространстве 𝐿2(𝑅) рассмотрим дифференциальный оператор

𝐿[𝑢(𝑥)] = −𝑢𝑉 𝐼(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), (1)

где 𝑉 (𝑥, 𝑧)-положительная функция. За областью определения оператора (1) примем множе-
ство всех 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) ∩𝑊 6

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) таких, что 𝐿[𝑢(𝑥)] ∈ 𝐿2(𝑅).
Представим функцию 𝑉 (𝑥, 𝑧) в виде

𝑉 (𝑥, 𝑧) = 𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂), 𝜉 = 𝑅𝑒𝑧, 𝜂 = 𝐼𝑚𝑧.

Определение 1. Уравнение (1) (и соответствующий ему дифференциальный оператор
𝐿[𝑢]) называется разделимым в 𝐿2(𝑅), если

𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅)

для всех 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) ∩𝑊 6
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅).

Предположим, что 𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂) ∈ 𝐶3(𝑅3) и для всех 𝑥 ∈ 𝑅, 𝜔 = 𝜉 + 𝑖𝜂 ∈ 𝐶, Ω = 𝜇 + 𝑖𝜈 ∈ 𝐶,
𝑢 ∈𝑊 2

2 (𝑅) выполняется следующие неравенства

‖𝐹− 1
2𝐹

′′′
𝑥𝑥𝑥𝐹

−1;𝐿2(𝑅)‖ 6 𝜎1, (2)

‖𝐹− 1
2𝐹

′′
𝑥𝑥𝑢

′
(𝑥);𝐿2(𝑅)‖ 6 𝜎2‖𝐹𝑢;𝐿2(𝑅)‖, (3)

‖𝐹− 1
2𝐹

′
𝑥𝑢

′′
(𝑥);𝐿2(𝑅)‖ 6 𝜎3‖𝐹𝑢;𝐿2(𝑅)‖, (4)

‖𝐹− 1
2 (𝐹

′
𝜉𝜇+ 𝐹

′
𝜂𝜈)𝜔;𝐶‖ 6 𝛿3‖𝐹

1
2Ω;𝐶‖, (5)

‖𝐹− 1
2 (𝐹

′′
𝜉𝜉𝜇

2 + 𝐹
′
𝜉𝜇

′
𝑥 + 2𝐹

′′
𝑥𝜉𝜇+ 2𝐹

′′
𝜉𝜂𝜇𝜈 + 2𝐹

′′
𝑥𝜂𝜈+

+ 𝐹
′
𝜂𝜈

′
𝑥 + 𝐹

′′
𝜂𝜂𝜈

2)𝜔;𝐶‖ ≤ 𝛿2‖𝐹
1
2Ω;𝐶‖; (6)

‖𝐹− 1
2 (𝐹

′′′
𝜉𝜉𝜉𝜇

3 + 𝐹
′
𝜉𝜇

′′
𝑥𝑥 + 3𝐹

′′′
𝑥𝑥𝜉𝜇+ 3𝐹

′′′
𝑥𝑥𝜂𝜈 + 3𝐹

′′′
𝑥𝜉𝜉𝜇

2+

+ 3𝐹
′′′
𝜉𝜉𝜂𝜇

2𝜈 + 3𝐹
′′
𝜉𝜉𝜇𝜇

′
𝑥 + 3𝐹

′′
𝑥𝜉𝜇

′
𝑥 + 6𝐹

′′′
𝑥𝜉𝜂𝜇𝜈 + 3𝐹

′′′
𝑥𝜂𝜂𝜈

2+

+ 3𝐹
′′
𝜉𝜂𝜈𝜇

′
𝑥 + 3𝐹

′′′
𝜉𝜂𝜂𝜇𝜈

′
𝑥 + 3𝐹

′′
𝑥𝜂𝜈

′
𝑥 + 3𝐹

′′
𝜂𝜂𝜈𝜈

′
𝑥 + 3𝐹

′′′
𝜉𝜂𝜂𝜇𝜈

2+

+ 𝐹
′
𝜂𝜈

′′
𝑥𝑥 + 𝐹

′′′
𝜂𝜂𝜂𝜈

3)𝜔;𝐶‖ ≤ 𝛿1‖𝐹
1
2Ω;𝐶‖. (7)

Сформулируем основной результат работы

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2)-(7) и пусть числа 𝜎𝑗 𝑗 = 1, 3 ,
𝛿𝑖 𝑖 = 1, 3 такие, что

3𝜎1 + 9𝜎2 + 9𝜎3 + 4𝛿1 + 12𝛿2 + 12𝛿3 < 4. (8)
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Тогда нелинейный оператор (1) разделяется в пространстве 𝐿2(𝑅) и для всех функций
𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) ∩ 𝑊 6

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) уравнения (1) с правой частью 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅) справедливо выклю-
чения

𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑉
1
2 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢

′′′
(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅).

При этом имеет место коэрцитивное неравенство

‖𝑢𝑉 𝐼(𝑥);𝐿2(𝑅)‖+ ‖𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥);𝐿2(𝑅)‖+

+ ‖𝑉
1
2 (𝑥, 𝑢)𝑢

′′′
(𝑥);𝐿2(𝑅)‖ ≤𝑀‖𝑓(𝑥);𝐿2(𝑅)‖, (9)

где положительное число М не зависит от 𝑢(𝑥) и 𝑓(𝑥).

3. Вспомогательные леммы.

Далее мы часто воспользуемся следующей леммой, которая доказывается интегрированием
по частям.

Лемма 1. Пусть 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅), тогда для любых двух функций 𝑢(𝑥),

𝜗(𝑥) ∈𝑊 1
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅) выполняется равенство

⟨𝜔′
1, 𝜓𝜔2⟩ = −⟨𝜔1, 𝜓

′
𝜔2⟩ − ⟨𝜔1, 𝜓𝜔

′
2⟩, (𝜔1, 𝜔2 ∈𝑊 1

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅), 𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅)). (10)

Лемма 2. Пусть в уравнении (1) функция 𝑓(𝑥) принадлежит пространству 𝐿2(𝑅), и
функция 𝑢(𝑥) принадлежит классу 𝐿2(𝑅)∩𝑊 6

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅). Тогда функции 𝑉
1/2(𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑢

′′′
(𝑥)

принадлежат пространству 𝐿2(𝑅).
Доказательство. Пусть 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (𝑅) - фиксированная неотрицательная функция,
обращающаяся в единицу при |𝑥| < 1. Для любого положительного числа 𝜀 положим
𝜙𝜀(𝑥) = 𝜙(𝜀𝑥).

Имеет место равенство

⟨𝑓(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩ = ⟨𝑢𝑉 (𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
𝑢(𝑥)⟩+

+ ⟨𝑢𝑉 (𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢
′
(𝑥)⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩, (11)

где ⟨, ⟩ - скалярное произведение в пространстве 𝐿2(𝑅).
Далее несколько раз применяя лемму 1 из равенства (11) получим

⟨𝑓(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩ = ⟨𝑢
′′′
(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))

′′′
𝑢(𝑥)⟩+ 3⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
)𝑢

′
(𝑥))+

+3⟨𝑢′′′
(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))

′
𝑢

′′
(𝑥)⟩+⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢
′′′
(𝑥)⟩+

+⟨𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝑢(𝑥)⟩. (12)

Так как функция 𝜙𝜀(𝑥) вещественнозначная, и⃒⃒⃒
(𝜙𝜀(𝑥))

′
⃒⃒⃒
≤𝑀0𝜀,

⃒⃒⃒
(𝜙𝜀(𝑥))

′′
⃒⃒⃒
≤𝑀1𝜀

2,
⃒⃒⃒
(𝜙𝜀(𝑥))

′′′
⃒⃒⃒
≤𝑀2𝜀

3, ∀𝑥 ∈ 𝑅,

где
𝑀0 = sup |𝜙′

(𝑥)|, 𝑀1 = sup |𝜙′′
(𝑥)|, 𝑀2 = sup |𝜙′′′(𝑥)|,

то из равенство (12) переходя к пределу при 𝜀 → 0, используя неравенство Коши-
Буняковского находим

‖𝑓(𝑥)‖‖𝑢(𝑥)‖ ≥ Re ⟨𝑓(𝑥), 𝑢(𝑥)⟩ ≥ ⟨𝑢′′′
(𝑥), 𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)⟩,

что и доказывает лемму 2.
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4. Доказательство теоремы 1

Для любого 𝜈 > 0 выполняется равенство

⟨𝑓(𝑥), 𝜙𝜀𝑓(𝑥)⟩ = ⟨𝐹𝑢(𝑥), 𝜙𝜀𝐹𝑢(𝑥)⟩+ 𝜈⟨𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝜙𝜀𝑢
𝑉 𝐼(𝑥)⟩+𝐴𝜀

1(𝑢)−𝐴𝜀
2(𝑢), (13)

где

𝐴𝜀
1(𝑢) = −(1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝜙𝜀𝐹𝑢(𝑥)⟩

𝐴𝜀
2(𝑢) = (1− 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 𝐼(𝑥), 𝜙𝜀𝑓(𝑥)⟩

Для любого 𝛼1 > 0 справедливо неравенство

|𝐴𝜀
2(𝑢)| ≤

𝛼1|1− 𝜈|
2

‖𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2 + |1− 𝜈|
2𝛼1

‖𝜙
1
2
𝜀 (𝑥)𝑓(𝑥)‖2,

где ‖, ‖ - норма в пространстве 𝐿2(𝑅).
Далее, имеем

𝐴𝜀
1(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 (𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))

′
𝐹𝑢(𝑥)⟩+

+ (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 (𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢(𝑥)⟩+ (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢𝑉 (𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝐹𝑢

′
(𝑥)⟩.

Используя лемму 1, после несложных преобразований находим

𝐴𝜀
1(𝑢) =(1 + 𝜈)⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢
′′′
(𝑥)⟩+𝐵𝜀

1(𝑢)+

+𝐵𝜀
2(𝑢) + 3𝐵𝜀

3(𝑢) + 3𝐵𝜀
4(𝑢) + 3𝐵𝜀

5(𝑢)+

+ 6𝐵𝜀
6(𝑢) + 3𝐵7(𝜀) + 3𝐵𝜀

8(𝑢) + 3𝐵𝜀
9(𝑢), (14)

где

𝐵𝜀
1(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
2(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]

]︂]︂
𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
3(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′ 𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
4(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
5(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
[︂
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]

]︂]︂
𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
6(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′ 𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
7(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
8(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)

[︂
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]

]︂]︂
𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
9(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝑢)]𝑢

′′
(𝑥)⟩.

Учитывая, что

𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)] =

𝜕

𝜕𝑥
[𝐹 (𝑥,𝑅𝑒𝑢(𝑥), 𝐼𝑚𝑢(𝑥)] = 𝐹

′
𝑥 + 𝐹

′
𝜉 ·𝑅𝑒𝑢

′
𝑥 + 𝐹

′
𝜂 · 𝐼𝑚𝑢

′
𝑥
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преобразуем функционалы 𝐵𝑖(𝑢), 𝑖 = 1, 9 к следующему виду:

𝐵𝜀
1(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
2(𝑢)=(1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)

(︂
𝐹

′′′
𝑥𝑥𝑥+𝐹

′′′
𝜉𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁3
+𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′′′
(𝑥) +3𝐹

′′′
𝑥𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)+

+3𝐹
′′′
𝑥𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥) + 3𝐹

′′′
𝑥𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2

+ 3𝐹
′′′
𝜉𝜉𝜂

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)+

+3𝐹
′′
𝜉𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥) + 3𝐹

′′
𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥) + 6𝐹

′′′
𝑥𝜉𝜂𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)+

+3𝐹
′′′
𝑥𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2

+ 3𝐹
′′
𝜉𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥) + 3𝐹

′′′
𝜉𝜂𝜂𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥)+

+3𝐹
′′
𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥) + 3𝐹

′′
𝜂𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥) + 3𝐹

′′′
𝜉𝜂𝜂𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2

+

+𝐹
′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′′′
(𝑥) + 3𝐹

′′′
𝜂𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁3)︂

𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
3(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
(︁
𝐹

′
𝑥 + 𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥) + 𝐹

′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁
𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
4(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
5(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙
′
𝜀(𝑥)

(︂
𝐹

′′
𝑥𝑥+𝐹

′′
𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2
+𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥)+2𝐹

′′
𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)+

+2𝐹
′′
𝜉𝜂𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥) + 2𝐹

′′
𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)+𝐹

′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥)+𝐹

′′
𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2)︂

𝑢(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
6(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙
′
𝜀(𝑥)

(︁
𝐹

′
𝑥 + 𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥) + 𝐹

′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁
𝑢

′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
7(𝑢) = (1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), (𝜙𝜀(𝑥))
′
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢

′′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
8(𝑢) =(1 + 𝜈)𝑅𝑒⟨𝑢′′′

(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)

(︂
𝐹

′′
𝑥𝑥 +𝐹

′′
𝜉𝜉

(︁
𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)
)︁2
+𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′′
(𝑥)+ 2𝐹

′′
𝑥𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)+

+2𝐹
′′
𝜉𝜂𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥)𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)+2𝐹

′′
𝑥𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥) + 𝐹

′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′′
(𝑥)+𝐹

′′
𝜂𝜂

(︁
𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁2)︂

𝑢
′
(𝑥)⟩,

𝐵𝜀
9(𝑢) = ⟨𝑢

′′′
(𝑥), 𝜙𝜀(𝑥)

(︁
𝐹

′
𝑥 + 𝐹

′
𝜉𝑅𝑒𝑢

′
(𝑥) + 𝐹

′
𝜂𝐼𝑚𝑢

′
(𝑥)
)︁
𝑢

′′
(𝑥)⟩.

Здесь и далее значения 𝐹 , 𝐹
′
𝑥, 𝐹

′
𝜉 , 𝐹

′
𝜂, 𝐹

′′
𝑥𝜉, 𝐹

′′
𝑥𝜂, 𝐹

′′
𝑥𝑥, 𝐹

′′
𝜉𝜂, 𝐹

′′′
𝑥𝑥𝜉, 𝐹

′′′
𝑥𝜉𝜉, 𝐹

′′′
𝑥𝜂𝜂, 𝐹

′′′
𝑥𝑥𝜂,

𝐹
′′′
𝑥𝜉𝜂, 𝐹

′′′
𝜂𝜂𝜉, 𝐹

′′′
𝜂𝜉𝜉, 𝐹

′′′
𝑥𝑥𝑥 взяты в точке (𝑥, Re𝑢(𝑥), Im𝑢(𝑥)).

Оцениваем каждый член равенства (14), используя неравенство Коши - Буняковского

𝑅𝑒⟨𝑢, 𝑓⟩ ≤ |⟨𝑢, 𝑓⟩| ≤ ‖𝑢‖‖𝑓‖.

Функционалы 𝐵𝜀
1(𝑢), 𝐵

𝜀
3(𝑢), 𝐵

𝜀
4(𝑢), 𝐵

𝜀
5(𝑢), 𝐵

𝜀
6(𝑢) и 𝐵

𝜀
7(𝑢) в силу леммы 2 стремятся к нулю

при 𝜀→ 0.
При оценки функционалов 𝐵𝜀

2(𝑢), 𝐵
𝜀
8(𝑢) и 𝐵

𝜀
9(𝑢) для любого 𝑥 ∈ 𝑅, 𝜔 = 𝜉 + 𝑖𝜂, Ω = 𝜇+ 𝑖𝜈

и 𝑢 ∈𝑊 3
2 (𝑅), учитывая, что для любого 𝛼 > 0 и для любых 𝑦1 и 𝑦2 справедливо неравенство

𝑦1𝑦2 ≤
𝛼

2
|𝑦1|2 +

1

2𝛼
|𝑦2|2 (15)

получим следующие оценки:

|𝐵𝜀
2(𝑢)| ≤

𝛼

2
⟨𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥), 𝜙𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ 𝜎1

2𝛼
(𝐹𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢) + 𝛿1‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2, (16)
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|𝐵𝜀
8(𝑢)| ≤

𝛼

2
⟨𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥), 𝜙𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ 𝜎2

2𝛼
⟨𝐹𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩+ 𝛿2‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2, (17)

|𝐵𝜀
9(𝑢)| ≤

𝛼

2
⟨𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥), 𝜙𝜀𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)⟩+ 𝜎3

2𝛼
⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩+ 𝛿3‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2. (18)

Здесь 𝛼 - произвольное положительное число, а 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝛿1,𝛿2 и 𝛿3 - константы из условий
(2) – (7).

На основе полученных оценок из равенства (13), учитывая неравенство

−|𝑍| ≤ 𝑅𝑒𝑍 ≤ |𝑍|

переходим к неравенству при любых 𝜈, 𝛽 > 0:⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑓(𝑥))

⃦⃦⃦⃦2
≥ ‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹𝑢(𝑥)‖2 + 𝜈‖𝜙

1
2
𝜀 𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2+

− 𝛼1|1− 𝜈|
2

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2 − |1− 𝜈|
2𝛼1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑓(𝑥)‖2+

+ (1 + 𝜈)

{︂
‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2 − |𝐵2(𝜀)| − |𝐵8(𝜀)| − |𝐵9(𝜀)|

}︂
Далее имея ввиду неравенств (16) – (18) при любых 𝜈, 𝛼1, 𝛼 > 0 получим неравенство⃦⃦⃦⃦

𝜙
1
2
𝜀 𝑓(𝑥))

⃦⃦⃦⃦2
≥ ‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹𝑢(𝑥)‖2 + 𝜈‖𝜙

1
2
𝜀 𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2−

− 𝛼1|1− 𝜈|
2

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑢

𝑉 𝐼(𝑥)‖2 − |1− 𝜈|
2𝛼1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑓(𝑥)‖2+

+ (1 + 𝜈)

{︂
‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2−

−(3𝛼
2

+ 𝛿1 + 3𝛿2 + 3𝛿3)‖𝜙
1
2
𝜀 𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2 − 𝜎1 + 3𝜎2 + 3𝜎3

2𝛼
‖𝜙

1
2
𝜀 𝐹𝑢(𝑥)‖2

}︂
Окончательно переходя к приделу при 𝜀→ 0 получим(︂

1 +
|1− 𝜈|
2𝛼1

)︂
‖𝑓(𝑥))‖2 ≥

(︂
1− (1 + 𝜈)(𝜎1 + 3𝜎2 + 3𝜎3)

2𝛼

)︂
‖𝐹𝑢(𝑥)‖2+

+

(︂
𝜈−𝛼1|1−𝜈|

2

)︂
‖𝑢𝑉 𝐼(𝑥)‖2+(1+𝜈)

(︂
1−3𝛼+2𝛿1+6𝛿2+6𝛿3

2

)︂
‖𝐹

1
2𝑢

′′′
(𝑥)‖2

Отсюда очевидно, что если |1 − 𝜈| < 2𝛼1, 𝛼1|1 − 𝜈| < 2𝜈, (1 + 𝜈)(𝜎1 + 3𝜎2 + 3𝜎3) < 2𝛼
и 3𝛼 + 2𝛿1 + 6𝛿2 + 6𝛿3 < 2 , то коэрцитивная оценка (9) имеет место. Существование чисел
𝛼1, 𝛼, 𝜈 > 0 выводится из неравенства (8).

Разделимость нелинейного оператора (1) в пространстве 𝐿2(𝑅) следует из коэрцитивного
неравенства (9).

Теорема 1 доказана.

5. Заключение.

В работе установлены коэрцитивные оценки для нелинейного дифференциального опера-
тора вида (1). Найдены достаточные условия разделимости строго нелинейного оператора в
гильбертовом пространстве.
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