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Аннотация

В работе рассматривается новый класс рядов Дирихле — дзета-функции моноидов на-
туральных чисел. Изучаются обратные ряды Дирихле для дзета-функции моноидов нату-
ральных чисел. Показано, что вопрос о существовании эйлерова произведения для дзета-
функции моноида связан с однозначностью разложения на простые множители в этом
моноиде.

Вводится понятие взаимно простых множеств натуральных чисел и показано, что для
таких множеств имеет место мультипликативность минимальных моноидов и соответству-
ющих дзета-функций моноидов.

Показано, что если все простые элементы моноида являются простыми числами, то ха-
рактеристическая функция моноида будет мультипликативной функцией и в этом случае
дзета-функция моноида будет обобщённой L-функцией.

Рассматриваются различные примеры моноидов и соответствующих дзета-функций мо-
ноидов. Изучена связь вопросов обращения дзета-функции моноида и обобщённой функ-
ции Мёбиуса на моноиде как частично упорядоченном множестве с помощью отношения
делимости натуральных чисел. Получены ряд свойств дзета-функций моноидов натураль-
ных чисел с однозначным разложением на простые множители.

В работе рассмотрен вопрос о логарифмировании эйлерова произведения, как функции
комплексного аргумента. Показано, что непрерывная функция, задающая значение лога-
рифма эйлерового произведения вблизи полюса пробегает все ветви бесконечно-значной
функции логарифма. Получены следствия о значения комплекснозначной функции специ-
ального вида вблизи особой точки. Из этих свойств вытекают утверждения о значенияx
дзета-функции Римана вблизи границы области абсолютной сходимости.

С помощью постулата Бертрана введены бесконечные экспоненциальные последова-
тельности простых чисел. Показано, что соответствующие дзета-функции моноидов нату-
ральных чисел абсолютно сходятся во всей полуплоскости с положительной действитель-
ной частью. Так как такие дзета-функции моноидов натуральных чисел во всей области
абсолютной сходимости раскладываются в эйлерово произведение, то они во всей полу-
плоскости с положительной действительной частью не имеют нулей.

В заключении рассмотрены актуальные задачи с дзета-функциями моноидов натураль-
ных чисел, требующие дальнейшего исследования.

Ключевые слова: дзета-функция Римана, ряд Дирихле, дзета-функция моноида нату-
ральных чисел, эйлерово произведение, логарифм эйлерова произведения.
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Abstract

In this paper we consider a new class of Dirichlet series, the zeta functions of monoids
of natural numbers. The inverse Dirichlet series for the zeta function of monoids of natural
numbers are studied. It is shown that the existence of an Euler product for the zeta function of
a monoid is related to the uniqueness of the factorization into prime factors in this monoid.

The notion of coprime sets of natural numbers is introduced and it is shown that for such
sets the multiplicativity of minimal monoids and corresponding zeta-functions of monoids takes
place.

It is shown that if all prime elements of a monoid are prime numbers, then the characteristic
function of the monoid is a multiplicative function and in this case the zeta function of the
monoid is a generalized L-function.

Various examples of monoids and corresponding zeta functions of monoids are considered.
The relation between the inversion of the zeta function of a monoid and the generalized Möbius
function on a monoid as a partially ordered set is studied by means of the divisibility of natural
numbers. A number of properties of the zeta functions of monoids of natural numbers with a
unique decomposition into prime factors are obtained.

The paper deals with taking the logarithm of an Eulerian product as a function of a complex
argument. It is shown that a continuous function that determines the value of the logarithm
of an Euler product runs through all branches of the infinite-valued function of the logarithm
near its pole. The corollaries on the value of a complex-valued function of a special form near a
singular point are obtained. These properties imply statements about the values of the Riemann
zeta function near the boundary of the region of absolute convergence.

Using Bertrand’s postulate, infinite exponential sequences of prime numbers are introduced.
It is shown that corresponding zeta-functions of monoids of natural numbers converge absolutely
in the whole half-plane with a positive real part. Since such zeta-functions of monoids of natural
numbers can be decomposed into an Euler product in the whole region of absolute convergence,
they do not have zeros in the entire half-plane with a positive real part.

In conclusion, topical problems with zeta-functions of monoids of natural numbers that
require further investigation are considered.

Keywords: Riemann zeta function, Dirichlet series, zeta function of the monoid of natural
numbers, Euler product, logarithm of the Euler product.
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1. Введение

Для любого множества 𝐴 натуральных чисел определим дзета-функцию 𝜁(𝐴|𝛼) равенством

𝜁(𝐴|𝛼) =
∑︁
𝑥∈𝐴

1

𝑥𝛼
(𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1). (1)
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Если множество 𝐴 конечное, то равенство (1) задает дзета-функцию 𝜁(𝐴|𝛼) на всей ком-
плексной 𝛼-плоскости. Если множество 𝐴 бесконечное, то равенство (1) задает дзета-функцию
𝜁(𝐴|𝛼) только при 𝜎 > 𝜎𝐴, при этом обязательно в точке 𝛼 = 𝜎𝐴 будет полюс первого порядка
и 0 6 𝜎𝐴 6 1, так как это следует из свойств дзета-ряда для дзета-функции 𝜁(𝛼) (см. [13],
[14]). Отметим, что при 𝜎 > 𝜎𝐴 ряд абсолютно сходится, а при 𝜎 > 𝜎0 для любого 𝜎0 > 𝜎𝐴 ряд
равномерно сходится.

Будем через 𝑀(𝐴) обозначать минимальный мультипликативный моноид, содержащий
множество 𝐴. Таким образом, мы имеем:

𝑀(𝐴) = {𝑎1 . . . 𝑎𝑙|𝑎1, . . . , 𝑎𝑙 ∈ 𝐴, 𝑙 > 0}.

Здесь мы используем естественное соглашение, что пустое произведение равно 1.

Будем говорить, что два множества натуральных чисел 𝐴 и 𝐵 взаимно просты, если для
любых 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑏 ∈ 𝐵 выполнено (𝑎, 𝑏) = 1. В этом случае будем писать (𝐴,𝐵) = 1.

Нетрудно видеть, что при (𝐴,𝐵) = 1 справедливы равенства

𝑀(𝐴 ·𝐵) =𝑀(𝐴) ·𝑀(𝐵), 𝜁(𝑀(𝐴 ·𝐵)|𝛼) = 𝜁(𝑀(𝐴)|𝛼)𝜁(𝑀(𝐵)|𝛼). (2)

Ясно, что последнее равенство имеет место при 𝜎 > 𝜎𝑀(𝐴·𝐵) и 𝜎𝑀(𝐴·𝐵) = max(𝜎𝑀(𝐴), 𝜎𝑀(𝐵)).
Равенство (2) следует из того, что при (𝐴,𝐵) = 1 представление 𝑛 = 𝑛1𝑛2, где 𝑛 ∈ 𝑀(𝐴 · 𝐵),
𝑛1 ∈𝑀(𝐴) и 𝑛2 ∈𝑀(𝐵), единственное.

Если через 𝜁*(𝐴|𝛼) обозначается обратный ряд, то есть 𝜁*(𝐴|𝛼) = 𝜁−1(𝐴|𝛼), то нетрудно
понять, что если 1 ∈ 𝐴, то

𝜁*(𝐴|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝐴)

𝑥𝐴(𝑛)

𝑛𝛼
, (3)

где коэффициенты 𝑥𝐴(𝑛) удовлетворяют соотношениям

𝑥𝐴(1) = 1,
∑︁

𝑚|𝑛,𝑚∈𝐴

𝑥𝐴

(︁ 𝑛
𝑚

)︁
= 0 (𝑛 ∈𝑀(𝐴), 𝑛 > 1). (4)

Обозначим через 𝜎𝐴,1 число, такое что для 𝐴* = 𝐴 ∖ {1} и

𝑆(𝐴,𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝐴*

1

𝑛𝛼

выполнено |𝑆(𝐴,𝛼)| < 1 при 𝜎 > 𝜎𝐴,1, тогда

𝜁−1(𝐴|𝛼) = 1

1 + 𝑆(𝐴,𝛼)
=

∞∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝑆𝜈(𝐴,𝛼) =

= 1−
∑︁
𝑛∈𝐴*

1

𝑛𝛼
+

∞∑︁
𝜈=2

(−1)𝜈
∑︁

𝑛1,...,𝑛𝜈∈𝐴*

1

(𝑛1 . . . 𝑛𝜈)𝛼
=

∑︁
𝑛∈𝑀(𝐴)

𝑥𝐴(𝑛)

𝑛𝛼

и для 𝑥𝐴(𝑛) выполнены соотношения

𝑥𝐴(1) = 1, 𝑥𝐴(𝑛) =
∑︁
𝜈>1

(−1)𝜈𝑦𝜈(𝑛) 𝑛 ∈𝑀*(𝐴),

где 𝑦𝜈(𝑛) — количество решений уравнения 𝑛 = 𝑛1 . . . 𝑛𝜈 в натуральных 𝑛1, . . . , 𝑛𝜈 ∈ 𝐴*.
Таким образом, если 𝜎*𝐴 определяет правую полуплоскость 𝜎 > 𝜎*𝐴 абсолютной сходимости

обратного ряда 𝜁*(𝐴|𝛼), то 𝜎*𝐴 6 𝜎𝐴,1.
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Если 𝑀1 и 𝑀2 — два взаимно простых моноида2 (𝑀1,𝑀2) = 1, то из равенства

𝜁(𝑀1 ·𝑀2)|𝛼) = 𝜁(𝑀1|𝛼)𝜁(𝑀2|𝛼)

вытекает

𝜁*(𝑀1 ·𝑀2)|𝛼) = 𝜁*(𝑀1|𝛼)𝜁*(𝑀2|𝛼),
𝑥𝑀1·𝑀2(𝑛1𝑛2) = 𝑥𝑀1(𝑛1)𝑥𝑀2(𝑛2), 𝑛𝜈 ∈𝑀𝜈 (𝜈 = 1, 2).

Пусть 𝑀 — произвольный мультипликативный моноид натуральных чисел. Будем через
𝑃 (𝑀) обозначать множество его простых элементов. Понятно, что если через P мы обозначаем
множество простых чисел, то𝑀

⋂︀
P ⊂ 𝑃 (𝑀). Кроме простых чисел, попавших в𝑀 , множество

простых элементов 𝑃 (𝑀) состоит из псевдопростых чисел. Если любые два простых элемента
из 𝑃 (𝑀) взаимнопросты, то моноид 𝑀 имеет однозначное разложение на простые элементы.
Это достаточное условие однозначности разложения на простые элементы, но оно не является
необходимым.

Обозначим через 𝑃 (𝑀 |𝛼) эйлерово произведение:

𝑃 (𝑀 |𝛼) =
∏︁

𝑟∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑟𝛼

)︂−1

,

тогда для произвольного моноида𝑀 натуральных чисел с однозначным разложением на про-
стые элементы справедливо равенство

𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝑃 (𝑀 |𝛼).

Будем называть каноническим разложением элемента 𝑥 из мультипликативного моноида
𝑀 натуральных чисел представление вида

𝑥 = 𝑟𝛼1
1 . . . 𝑟𝛼𝑘

𝑘 , 1 < 𝑟1 < . . . < 𝑟𝑘, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘 ∈ 𝑃 (𝑀).

Через 𝑘(𝑥) будем обозначать количество различных канонических представлений числа 𝑥,
тогда эйлерово произведение 𝑃 (𝑀 |𝛼) будет раскладываться в следующий ряд Дирихле

𝑃 (𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑥∈𝑀

𝑘(𝑥)

𝑥𝛼
.

Таким образом, равенство эйлерова произведения и дзета-функции моноида 𝑀 равносильно
однозначности разложения на простые элементы в этом моноиде.

Для произвольной мультипликативной функции 𝑓(𝑛) через 𝐿(𝛼, 𝑓) будем обозначать обоб-
щенную 𝐿-функцию, если ряд Дирихле

𝐿(𝛼, 𝑓) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛)

𝑛𝛼
(5)

абсолютно сходится в некоторой полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎0 > 1. В этой полуплоскости
будет справедливо разложение в эйлерово произведение

𝐿(𝛼, 𝑓) =
∏︁
𝑝

(︃ ∞∑︁
𝜈=0

𝑓(𝑝𝜈)

𝑝𝜈𝛼

)︃
.

2Как правило здесь и далее слово мультипликативный будем опускать, так как все моноиды в данной работе
мультипликативные.
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Если выполнено дополнительное условие 𝑓(𝑝𝜈) = 𝑓𝜈(𝑝), то эйлерово произведение будет иметь
более компактный вид

𝐿(𝛼, 𝑓) =
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝑓(𝑝)

𝑝𝛼

)︂−1

.

Если выполнено другое дополнительное условие 𝑓(𝑝𝜈) = 𝑎𝑓𝜈1 (𝑝) при 𝜈 > 1, то эйлерово произ-
ведение будет иметь другой компактный вид

𝐿(𝛼, 𝑎, 𝑓1) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝜈(𝑛)𝑓1(𝑛)

𝑛𝛼
=
∏︁
𝑝

(︂
1 +

𝑎𝑓1(𝑝)

𝑝𝛼 − 𝑓1(𝑝)

)︂
.

Если для мультипликативной функции 𝑓(𝑛) выполнено соотношение 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛𝜀) для
произвольного 𝜀 > 0, то ряд Дирихле (5) абсолютно сходится в полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡,
𝜎 > 1 и равномерно в полуплоскости 𝜎 > 𝜎0 > 1.

Обозначим через 𝜒𝑀 (𝑛) характеристическую функцию мультипликативного моноида 𝑀
натуральных чисел:

𝜒𝑀 (𝑛) =

{︂
1, при 𝑛 ∈𝑀,
0, при 𝑛 ∈ N ∖𝑀.

Если 𝑃 (𝑀) ⊂ P, то 𝜒𝑀 (𝑛) — мультипликативная функция и мультипликативный моно-
ид 𝑀 имеет однозначное разложение на простые множители. В этом случае дзета-функция
𝜁(𝑀 |𝛼) является обобщённой 𝐿-функцией 𝐿(𝛼, 𝜒𝑀 ).

Цель данной статьи — изучить свойства дзета-функций мультипликативных моноидов на-
туральных чисел с однозначным разложением на простые множители и её логарифмов.

2. Примеры моноидов и обобщённая функция Мёбиуса

Простейшем примером моноида натуральных чисел является геометрическая прогрессия.
Пусть 𝐴 = {1, 𝑎} и 𝑎 > 1, тогда 𝑀(𝐴) = {𝑎𝜈 |𝜈 > 0}, 𝑃 (𝑀(𝐴)) = {𝑎},

𝜁(𝐴|𝛼) = 1 +
1

𝑎𝛼
, 𝜁*(𝐴|𝛼) =

∞∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈

𝑎𝜈𝛼
=

∑︁
𝑛∈𝑀(𝐴)

𝜇𝐴(𝑛)

𝑛𝛼
,

где 𝜇𝐴(𝑛) — обобщённая функция Мёбиуса на моноиде 𝑀(𝐴):

𝜇𝐴(𝑛) = (−1)𝜈 при 𝑛 = 𝑎𝜈 .

Для моноида 𝑀(𝐴) имеем:

𝜁(𝑀(𝐴)|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝐴)

1

𝑛𝛼
=

(︂
1− 1

𝑎𝛼

)︂−1

, 𝜁*(𝑀(𝐴)|𝛼) = 1− 1

𝑎𝛼
.

Будем для любого простого числа 𝑝 ∈ P через𝑀(𝑝) обозначать геометрическую прогрессию
со знаменателем 𝑝 и первым членом 1. Теорему о разложении любого натурального числа в
произведение простых чисел можно записать следующим образом

N =
∏︁
𝑝∈P

𝑀(𝑝),

а теорема об однозначности такого разложения означает, что 𝑘(𝑛) = 1 — число канонических
разложений для натурального числа 𝑛.
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Таким образом, наиболее известными моноидами натуральных чисел с однозначным раз-
ложением на простые множители являются N и𝑀(𝑝) (𝑝 ∈ P). Для случая𝑀(𝑝) обратный ряд
𝜁*(𝑀(𝑝)|𝛼) для 𝜁(𝑀(𝑝)|𝛼) выписан выше, а для случая N он хорошо известен:

𝜁(N|𝛼) = 𝜁(𝛼), 𝜁*(N|𝛼) = 𝜁−1(𝛼) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜇(𝑛)

𝑛𝛼
,

где 𝜇(𝑛) — обычная функция Мёбиуса.

Рассмотрим ещё два примера. Пусть (𝑎, 𝑏) = 𝑑, 𝑎 = 𝑑𝑎1, 𝑏 = 𝑑𝑏1, 𝑎1 > 1, 𝑏1 > 1 и
𝐴(𝑎, 𝑏) = {1, 𝑎, 𝑏}. Ясно, что

𝑀(𝐴(𝑎, 𝑏)) = {𝑎𝜈𝑏𝜇|𝜈, 𝜇 > 0}, 𝑃 (𝑀(𝐴(𝑎, 𝑏))) = {𝑎, 𝑏}

и 𝑀(𝐴(𝑎, 𝑏)) — моноид с однозначным разложением на простые множители.

Лемма 1. Справедливо равенство

𝜁*(𝐴(𝑎, 𝑏)) =
∞∑︁

𝜈,𝜇=0

𝐶𝜈
𝜈+𝜇(−1)𝜈+𝜇

(𝑎𝜈𝑏𝜇)𝛼
.

Доказательство. Действительно, перемножая ряды Дирихле, получим

𝜁(𝐴(𝑎, 𝑏))𝜁*(𝐴(𝑎, 𝑏)) =
∞∑︁

𝜈,𝜇=0

𝐶𝜈
𝜈+𝜇(−1)𝜈+𝜇

(𝑎𝜈𝑏𝜇)𝛼
+

∞∑︁
𝜈,𝜇=0

𝐶𝜈
𝜈+𝜇(−1)𝜈+𝜇

(𝑎𝜈+1𝑏𝜇)𝛼
+

∞∑︁
𝜈,𝜇=0

𝐶𝜈
𝜈+𝜇(−1)𝜈+𝜇

(𝑎𝜈𝑏𝜇+1)𝛼
= 1+

+
∞∑︁
𝜈=1

(−1)𝜈 + (−1)𝜈−1

(𝑎𝜈)𝛼
+

∞∑︁
𝜇=1

(−1)𝜇 + (−1)𝜇−1

(𝑏𝜇)𝛼
+

∞∑︁
𝜈,𝜇=1

(−1)𝜈+𝜇(𝐶𝜈
𝜈+𝜇 − 𝐶𝜈

𝜈+𝜇−1 − 𝐶
𝜈−1
𝜈+𝜇−1)

(𝑎𝜈𝑏𝜇)𝛼
= 1,

что и доказывает утверждение леммы. 2

Пусть 𝑎 > 1 и 𝜈 > 1, тогда для 𝐴(𝑎, 𝑎𝜈) имеем:

𝑀(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈)) = {𝑎𝜇|𝜇 > 0}, 𝑃 (𝑀(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈))) = {𝑎}

и 𝑀(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈)) — моноид с однозначным разложением на простые множители.

Лемма 2. Справедливо равенство

𝜁*(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈)) =

∞∑︁
𝜇=0

𝑥(𝜇)

(𝑎𝜇)𝛼
,

где 𝑥(𝜇) = (−1)𝜇 при 0 6 𝜇 6 𝜈 − 1 и 𝑥(𝜇) = −𝑥(𝜇− 1)− 𝑥(𝜇− 𝜈) при 𝜇 > 𝜈.

Доказательство. Действительно, перемножая ряды Дирихле, получим

𝜁(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈))𝜁*(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈)) =
∞∑︁
𝜇=0

𝑥(𝜇)

(𝑎𝜇)𝛼
+

∞∑︁
𝜇=0

𝑥(𝜇)

(𝑎𝜇+1)𝛼
+

∞∑︁
𝜇=0

𝑥(𝜇)

(𝑎𝜈+𝜇)𝛼
= 1+

+

𝜈−1∑︁
𝜇=1

𝑥(𝜇) + 𝑥(𝜇− 1)

(𝑎𝜇)𝛼
+

∞∑︁
𝜇=𝜈

𝑥(𝜇) + 𝑥(𝜇− 1) + 𝑥(𝜇− 𝜈)
(𝑎𝜇)𝛼

= 1.

Отсюда следует, что 𝑥(𝜇) = (−1)𝜇 при 0 6 𝜇 6 𝜈 − 1 и 𝑥(𝜇) = −𝑥(𝜇− 1)− 𝑥(𝜇− 𝜈) при 𝜇 > 𝜈,
что и доказывает утверждение леммы. 2
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Из доказанной леммы следует, что при всех значениях 𝜈 > 2 минимальные моноиды
𝑀(𝐴(𝑎, 𝑎𝜈)) совпадают, а коэффициенты в числителях отличаются.

Если 𝑀 — моноид с однозначным разложением на простые множители, то существует
эйлерово произведение и мы легко находим обратный ряд

𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝑃 (𝑀 |𝛼) =
∏︁

𝑟∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑟𝛼

)︂−1

,

𝜁*(𝑀 |𝛼) =
∏︁

𝑟∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑟𝛼

)︂
=
∑︁
𝑛∈𝑀

𝜇𝑀 (𝑛)

𝑛𝛼
,

где 𝜇𝑀 (𝑛) — обобщённая функция Мёбиуса, заданная равенствами

𝜇𝑀 (𝑛) =

⎧⎨⎩
1, при 𝑛 = 1,
(−1)𝜈 , при 𝑛 = 𝑟1 . . . 𝑟𝜈 , 𝑟1 < . . . 𝑟𝜈 ,
0, при 𝑛 = 𝑟2𝑛1, 𝑟, 𝑛1 ∈𝑀.

В общем случае, описываемым формулами (3) и (4), для нахождения явного вида коэф-
фициентов 𝑥𝐴(𝑛) нам потребуется обобщённая функция Мёбиуса на частично упорядоченном
моноиде 𝑀(𝐴).

Рассмотрим на 𝑀(𝐴) естественное частичное упорядочение индуцированное отношением
делимости натуральных чисел.

Определение 1. Говорим, что для 𝑎, 𝑏 ∈𝑀(𝐴) выполнено 𝑎 ≺ 𝑏, если 𝑎|𝑏, 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑎 < 𝑏.
Соотношение 𝑎 ⪯ 𝑏 означает, что либо 𝑎 ≺ 𝑏, либо 𝑎 = 𝑏.

Воспользуемся известными обозначениями и фактами из комбинаторной теории (см. [12],
[1]):
дельта функция Кронекера

𝛿(𝑥, 𝑦) =

{︂
1, если 𝑥 = 𝑦,
0, если 𝑥 ̸= 𝑦;

дзета-функция

𝜁(𝑥, 𝑦) =

{︂
1, если 𝑥 ⪯ 𝑦,
0, если 𝑥 ̸⪯ 𝑦;

функция Мёбиуса
𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜁−1(𝑥, 𝑦).

Последнее равенство означает, что

(𝜁 * 𝜇)(𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥⪯𝑧⪯𝑦

𝜁(𝑥, 𝑧)𝜇(𝑧, 𝑦) =
∑︁

𝑥⪯𝑧⪯𝑦

𝜇(𝑧, 𝑦) = 𝛿(𝑥, 𝑦),

(𝜇 * 𝜁)(𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥⪯𝑧⪯𝑦

𝜇(𝑥, 𝑧)𝜁(𝑧, 𝑦) =
∑︁

𝑥⪯𝑧⪯𝑦

𝜇(𝑥, 𝑧) = 𝛿(𝑥, 𝑦).

Если

𝑔(𝑥) =
∑︁
𝑦⪯𝑥

𝑓

(︂
𝑥

𝑦

)︂
,

то

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑦⪯𝑥

𝑔

(︂
𝑥

𝑦

)︂
𝜇(𝑦, 𝑥).
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Лемма 3. Для коэффициентов 𝑥𝐴(𝑛) справедливо равенство

𝑥𝐴(𝑛) = 𝜇(1, 𝑛)

для любого 𝑛 ∈𝑀(𝐴).

Доказательство. Действительно, перемножим ряды 𝜁(𝐴|𝛼) и 𝜁*(𝐴|𝛼), получим

𝜁(𝐴|𝛼)𝜁*(𝐴|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(𝐴)

1

𝑛𝛼

∑︁
𝑚⪯𝑛

𝑥
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
= 1.

Отсюда следует, что ∑︁
𝑚⪯𝑛

𝑥
(︁ 𝑛
𝑚

)︁
= 𝛿(1, 𝑛).

Поэтому
𝑥(𝑛) =

∑︁
𝑚⪯𝑛

𝛿(1,𝑚)𝜇(𝑚,𝑛) = 𝜇(1, 𝑛),

что доказывает утверждение леммы. 2

3. Логарифм эйлерова произведения

3.1. Лемма о ветвях логарифма

Будем в этом разделе через (ln 𝑧) обозначать, следуя [9], главное значение ln 𝑧. Таким об-
разом, если 𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝜙, 𝜌 > 0, −𝜋 < 𝜙 6 𝜋, то (ln 𝑧) = ln 𝜌+ 𝑖𝜙, где ln 𝜌 — обычный вещественный
логарифм, изменяющийся от −∞ до ∞. Отсюда следует, что

𝜙 = −𝑖
(︂
ln

𝑧

|𝑧|

)︂
.

Приведём важное тождество для главного значения логарифма произведения:

𝑧𝑗 = 𝜌𝑗𝑒
𝑖𝜙𝑗 , 𝜌𝑗 > 0, −𝜋 < 𝜙𝑗 6 𝜋 (𝑗 = 1, 2), (6)

(ln 𝑧1𝑧2) = (ln 𝑧1) + (ln 𝑧2) + 2𝜋𝑛𝑖, (7)

𝑛 = 𝑛(𝜙1, 𝜙2) =

⎧⎨⎩
0, при − 𝜋 < 𝜙1 + 𝜙2 6 𝜋,
1, при − 2𝜋 < 𝜙1 + 𝜙2 6 −𝜋,
−1, при 𝜋 < 𝜙1 + 𝜙2 6 2𝜋.

(8)

Нетрудно видеть, что

𝑛 = 𝑛(𝜙1, 𝜙2) =

[︂
−𝜙1 + 𝜙2

2𝜋
+

1

2

]︂
,

(ln 𝑧1𝑧2) = (ln 𝑧1) + (ln 𝑧2) + 2𝜋

[︂
−𝜙1 + 𝜙2

2𝜋
+

1

2

]︂
𝑖 =

= (ln 𝑧1) + (ln 𝑧2) + 2𝜋

⎡⎣𝑖
(︁
ln 𝑧1

|𝑧1|

)︁
+
(︁
ln 𝑧2

|𝑧2|

)︁
2𝜋

+
1

2

⎤⎦ 𝑖.
Так как все ветви многозначной функции ln 𝑧 выражаются через главную ветвь, то мы

пронумеруем все ветви номерами 𝑘 от −∞ до ∞ следующим образом:

ln𝑘 𝑧 = (ln 𝑧) + 2𝑘𝜋𝑖 (𝑘 ∈ Z).
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Тождество (7) можно обобщить следующим образом

ln𝑘1+𝑘2 𝑧1𝑧2 = ln𝑘1 𝑧1 + ln𝑘2 𝑧2 + 2𝜋

⎡⎣𝑖
(︁
ln 𝑧1

|𝑧1|

)︁
+
(︁
ln 𝑧2

|𝑧2|

)︁
2𝜋

+
1

2

⎤⎦ 𝑖.
Как известно (см. [9], стр. 81) каждая ветвь ln𝑘 𝑧 — регулярная ветвь в области 𝐷, со-

стоящей из всех точек комплексной плоскости, за исключением точек отрицательной части
действительной оси (в том числе и точки 𝑧 = 0). При переходе через этот разрез происходит
переход с одной ветви на другую соседнюю, согласно нумерации.

Лемма 4. (О логарифме) Пусть в окрестности точки 𝛼0 логарифм аналитической
функции 𝑓(𝛼) задан непрерывной функцией ℎ(𝛼): ln 𝑓(𝛼) = ℎ(𝛼). Если в точке 𝛼0 функция
ℎ(𝛼) переходит с одной ветви логарифма на другую, то значение 𝑓(𝛼0) — отрицательное.

Доказательство. Рассмотрим малую 𝜀-окрестность точки 𝛼0: |𝛼 − 𝛼0| < 𝜀, в которой
непрерывная функция ℎ(𝛼) принимает либо значение ln𝑘 𝑓(𝛼), либо ln𝑘+1 𝑓(𝛼). Так как зна-
чения ветви ln𝑘 𝑓(𝛼) имеют вид 𝑎 + 𝑏𝑖, −𝜋 + 2𝜋𝑘 < 𝑏 6 𝜋 + 2𝜋𝑘, а значения ветви ln𝑘+1 𝑓(𝛼)
имеют вид 𝑎+ 𝑏𝑖, −𝜋 + 2𝜋(𝑘 + 1) < 𝑏 6 𝜋 + 2𝜋(𝑘 + 1), то равенство двух ветвей может дости-
гаться только в тех точках, где 𝑏 = 𝜋 + 2𝜋𝑘 = −𝜋 + 2𝜋(𝑘 + 1). Но если ℎ(𝛼) = 𝑎+ (𝜋 + 2𝜋𝑘)𝑖,
то значение 𝑓(𝛼) — отрицательное. Если мы через 𝛾 обозначим границу между областью
𝐷𝜈 = {𝛼|ℎ(𝛼) = ln𝜈 𝑓(𝛼), |𝛼 − 𝛼0| < 𝜀} (𝜈 = 𝑘, 𝑘 + 1), то для всех точек 𝛼 ∈ 𝛾 значение 𝑓(𝛼)
будет отрицательное. Так как по условию 𝛼0 ∈ 𝛾, то лемма полностью доказана. 2

Важно отметить, что если дано какое-то значение ln 𝑧 = 𝑎+ 𝑏𝑖, то легко определить номер
ветви логарифма и выразить главное значение, а именно

ln 𝑧 = ln𝑘 𝑧, 𝑘 = −
[︂
− 𝑏

2𝜋
+

1

2

]︂
,

(ln 𝑧) = ln 𝑧 + 2𝜋

[︂
− 𝑏

2𝜋
+

1

2

]︂
𝑖 = 𝑎+ 2𝜋

(︂
1

2
−
{︂
− 𝑏

2𝜋
+

1

2

}︂)︂
𝑖.

Замечание 1. Пользуясь этой формулой, можно легко указать как меняются ветви
логарифма и как выражаются главные значения, если ln 𝑓(𝛼) = ℎ(𝛼):

ln 𝑓(𝛼) = ln𝑘(𝛼) 𝑓(𝛼), 𝑘(𝛼) = −
[︂
−ℑℎ(𝛼)

2𝜋
+

1

2

]︂
,

(ln 𝑓(𝛼)) = ℎ(𝛼) + 2𝜋

[︂
−ℑℎ(𝛼)

2𝜋
+

1

2

]︂
𝑖.

3.2. Значения логарифмируемой функции

Лемма 5. Пусть при 1 < 𝛼 < 2 комплекснозначная функция

𝐹 (𝛼) = 𝑒−
𝑖
2
ln(𝛼−1)+𝑓(𝛼)

и непрерывная функция 𝑓(𝛼) ограничена константой 𝑐 > 0, |𝑓(𝛼)| 6 𝑐 < 2, тогда на ин-
тервале (1, 2) существует бесконечная последовательность 2 > 𝛼1 > 𝛼2 > . . . > 1 нулей
действительной части 𝐹 (𝛼):

ℜ(𝐹 (𝛼𝑗)) = 0 (𝑗 = 1, 2, . . .);

бесконечная последовательность 2 > 𝛽1 > 𝛽2 > . . . > 1 нулей мнимой части 𝐹 (𝛼):

ℑ(𝐹 (𝛽𝑗)) = 0 (𝑗 = 1, 2, . . .);
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бесконечная последовательность 2 > 𝜆1 > 𝜆2 > . . . > 1 отрицательных значений 𝐹 (𝛼):

𝐹 (𝜆𝑗) < 0 (𝑗 = 1, 2, . . .);

бесконечная последовательность 2 > 𝛿1 > 𝛿2 > . . . > 1 положительных значений 𝐹 (𝛼):

𝐹 (𝛿𝑗) > 0 (𝑗 = 1, 2, . . .).

Доказательство. Обозначим через 𝑔(𝛼) действительную часть 𝑓(𝛼), а через ℎ(𝛼) —
мнимую часть. Таким образом, 𝑓(𝛼) = 𝑔(𝛼) + 𝑖ℎ(𝛼), |𝑔(𝛼)| 6 𝑐, |ℎ(𝛼)| 6 𝑐.

Имеем:

𝐹 (𝛼) = 𝑒𝑔(𝛼)
(︂
cos

(︂
−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼)

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼)

)︂)︂
.

Так как для непрерывной функции −1
2 ln(𝛼−1)+ℎ(𝛼) на интервале (1, 2) выполнены условия

−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) > −𝑐, lim

𝛼→1+

(︂
−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼)

)︂
=∞,

то для любого 𝜙 с −𝜋 < 𝜙 6 𝜋 на каждом отрезке вида[︁
1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝑐, 1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘+2𝑐

]︁
имеется хотя бы один корень уравнения

−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) = 𝜙+ 2𝑘𝜋.

Действительно, если положить 𝛼 = 1+𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝛽 , то при 𝛽, пробегающем отрезок [−𝑐, 𝑐],
𝛼 будет пробегать отрезок

[︀
1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝑐, 1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘+2𝑐

]︀
. При этом уравнение

−1

2
ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) = 𝜙+ 2𝑘𝜋

перейдёт в уравнение

𝛽 + ℎ
(︁
1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝛽

)︁
= 0,

которое имеет хотя бы одно решение, так как график функции

𝑦(𝛽) = −ℎ
(︁
1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝛽

)︁
лежит в квадрате (𝛽, 𝑦) ∈ [−𝑐, 𝑐]2 и диагональ квадрата имеет с графиком хотя бы одну точку
пересечения, которая соответствует корню уравнения.

Так как все отрезки
[︀
1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘−2𝑐, 1 + 𝑒−2𝜙−4𝜋𝑘+2𝑐

]︀
при 𝑐−𝜙

2𝜋 6 𝑘 вложены в отрезок [1, 2]
и их объединение при 𝑘 > 0 вложено в отрезок

[︀
1, 1 + 𝑒−2𝜙+2𝑐

]︀
, то на отрезке [1, 2] имеется

бесконечное множество значений 𝛼, для которых arg𝐹 (𝛼) = 𝜙.
При 𝜙 = 𝜋

2 , −
𝜋
2 получаем первое утверждение леммы о бесконечном числе нулей действи-

тельной части 𝐹 (𝛼).
При 𝜙 = 0, 𝜋 получаем второе утверждение леммы о бесконечном числе нулей мнимой

части 𝐹 (𝛼).
При 𝜙 = 𝜋 получаем третье утверждение леммы о бесконечном числе отрицательных

значений 𝐹 (𝛼).
Наконец, при 𝜙 = 0 получаем последнее утверждение леммы о бесконечном числе поло-

жительных значений 𝐹 (𝛼). 2
Другой вариант леммы 5 звучит так.
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Лемма 6. Пусть 𝑁 — натуральное и при 1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5
2 < 𝛼 < 2 комплекснозначная

функция
𝐹 (𝛼) = 𝑒− ln(𝛼−1)+𝑓(𝛼)

и непрерывная функция 𝑓(𝛼) ограничена константой 𝑐 > 0, |𝑓(𝛼)| 6 𝑐 < 2, тогда на интер-

вале (1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5
2 , 2) существует последовательность 2 > 𝛼1 > 𝛼2 > . . . > 𝛼𝑁 > 1 нулей

действительной части 𝐹 (𝛼):

ℜ(𝐹 (𝛼𝑗)) = 0 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁);

последовательность 2 > 𝛽1 > 𝛽2 > . . . > 𝛽𝑁 > 1 нулей мнимой части 𝐹 (𝛼):

ℑ(𝐹 (𝛽𝑗)) = 0 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁);

последовательность 2 > 𝜆1 > 𝜆2 > . . . > 𝜆𝑁 > 1 отрицательных значений 𝐹 (𝛼):

𝐹 (𝜆𝑗) < 0 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁);

последовательность 2 > 𝛿1 > 𝛿2 > . . . > 𝛿𝑁 > 1 положительных значений 𝐹 (𝛼):

𝐹 (𝛿𝑗) > 0 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁).

Доказательство. Обозначим через 𝑔(𝛼) действительную часть 𝑓(𝛼), а через ℎ(𝛼) —
мнимую часть. Таким образом, 𝑓(𝛼) = 𝑔(𝛼) + 𝑖ℎ(𝛼), |𝑔(𝛼)| 6 𝑐, |ℎ(𝛼)| 6 𝑐.

Имеем:

𝐹 (𝛼) = 𝑒𝑔(𝛼) (cos (− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼)) + 𝑖 sin (− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼))) .

Так как для непрерывной функции − ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) на интервале

(1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5
2 , 2)

выполнены условия

− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) > −𝑐, lim
𝛼→1+

(− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼)) =∞,

то для любого 𝜙 с −𝜋 < 𝜙 6 𝜋 на каждом отрезке вида[︁
1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−𝑐, 1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘+𝑐

]︁
имеется хотя бы один корень уравнения

− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) = 𝜙+ 2𝑘𝜋.

Действительно, если положить 𝛼 = 1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−𝛽 , то при 𝛽, пробегающем отрезок [−𝑐, 𝑐],
𝛼 будет пробегать отрезок

[︀
1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−𝑐, 1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘+𝑐

]︀
. При этом уравнение

− ln(𝛼− 1) + ℎ(𝛼) = 𝜙+ 2𝑘𝜋

перейдёт в уравнение

𝛽 + ℎ
(︁
1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−𝛽

)︁
= 0,

которое имеет хотя бы одно решение, так как график функции

𝑦(𝛽) = −ℎ
(︁
1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−2𝛽

)︁
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лежит в квадрате (𝛽, 𝑦) ∈ [−𝑐, 𝑐]2 и диагональ квадрата имеет с графиком хотя бы одну точку
пересечения, которая соответствует корню уравнения.

Так как все отрезки
[︀
1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘−𝑐, 1 + 𝑒−𝜙−2𝜋𝑘+𝑐

]︀
при 1 6 𝑘 6 𝑁 вложены в отрезок

[1+𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5
2 , 2], то на отрезке [1+𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5

2 , 2] имеется бесконечное множество значений
𝛼, для которых arg𝐹 (𝛼) = 𝜙.

При 𝜙 = 𝜋
2 , −

𝜋
2 получаем первое утверждение леммы об 𝑁 нулях действительной части

𝐹 (𝛼).
При 𝜙 = 0, 𝜋 получаем второе утверждение леммы об 𝑁 нулях мнимой части 𝐹 (𝛼).
При 𝜙 = 𝜋 получаем третье утверждение леммы об 𝑁 отрицательных значениях 𝐹 (𝛼).
Наконец, при 𝜙 = 0 получаем последнее утверждение леммы об 𝑁 положительных значе-

ниях 𝐹 (𝛼). 2

3.3. Логарифм обобщённой L-функции с эйлеровым произведением

Пусть мультипликативная функция 𝑓(𝑛) удовлетворяет соотношениям

𝑓(𝑛) =
∏︁
𝑝|𝑛

𝑓(𝑝)𝛼𝑝 (𝑛 =
∏︁
𝑝|𝑛

𝑝𝛼𝑝), ∀𝜀 > 0 𝑓(𝑛) = 𝑂 (𝑛𝜀) ,

тогда обобщенная 𝐿-функция, заданная рядом Дирихле

𝐿(𝛼, 𝑓) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛)

𝑛𝛼
,

который абсолютно сходится в полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1, в этой полуплоскости имеет
разложение в эйлерово произведение

𝐿(𝛼, 𝑓) =
∏︁
𝑝

(︃ ∞∑︁
𝜈=0

𝑓(𝑝𝜈)

𝑝𝜈𝛼

)︃
=
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝑓(𝑝)

𝑝𝛼

)︂−1

.

Обобщённая 𝐿-функция 𝐿(𝛼, 𝑓) для 𝛼 = 𝜎+𝑖𝑡 при фиксированном значении 𝑡 и при 𝜎 →∞
имеет предел

lim
𝜎→∞

𝐿(𝛼, 𝑓) = 1.

Поэтому для главного значения логарифма обобщённой 𝐿-функции 𝐿(𝛼, 𝑓) справедливо
предельное соотношение

lim
𝜎→∞

(ln𝐿(𝛼, 𝑓)) = 0,

кроме того, всегда выполнено соотношение

(ln𝐿(𝛼, 𝑓)) = ln |𝐿(𝛼, 𝑓)|+ 𝑖𝜙(𝛼, 𝑓), −𝜋 < 𝜙(𝛼, 𝑓) 6 𝜋.

Для дальнейшего потребуется частный случай леммы о степенном ряде для главного зна-
чения логарифма.

Лемма 7. Главное значение (ln(1−𝑧)) логарифма при |𝑧| < 1 представляется сходящимся
степенным рядом

(ln(1− 𝑧)) = −
∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

𝑛
.

Доказательство. См. [9], стр. 79–81. 2
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3.4. Логарифм дзета-функции Римана

Нам потребуется некоторые простейшие свойства дзета-функции Римана, которые в силу
важности для дальнейшего кратко изложим.

Как известно, 𝜁(𝛼) аналитически продолжается на всю 𝛼-плоскость кроме точки 𝛼 = 1, в
которой полюс первого порядка.

Определим сумматорную функции 𝐴(𝑥): 𝐴(𝑥) =
∑︀𝑥

𝑛=1 1.

Лемма 8. При 𝑥 > 0 справедливо равенство

𝐴(𝑥) = 𝑥− {𝑥} .

Доказательство. Действительно,

𝐴(𝑥) =
∑︁

16𝑛6𝑥

1 = [𝑥] = 𝑥− {𝑥} .

2

Лемма 9. При 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 0 справедливо интегральное представление

𝜁(𝛼) =

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
− 𝛼

∞∫︁
1

{𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥.

Доказательство. Действительно, по теореме Абеля (см. [14], стр. 106) имеем:

𝜁(𝛼) = 𝛼

∞∫︁
1

𝐴(𝑥)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 = 𝛼

∞∫︁
1

𝑥− {𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥 =

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
− 𝛼

∞∫︁
1

{𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥

и все интегралы абсолютно сходятся, так как 𝜎 > 0. 2
Из доказанной леммы следует, что дзета-функция 𝜁(𝛼) аналитически продолжается с по-

мощью указанного интегрального представления на полуплоскость 𝜎 > 0 кроме точки 𝛼 = 1,
в которой полюс первого порядка с вычетом 1.

Лемма 10. При 𝛼 > 0 и для

𝜃(𝛼) = 𝛼

∞∫︁
1

{𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥

справедливы соотношения

𝜁(𝛼) =

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
− 𝜃(𝛼), 0 < 𝜃(𝛼) < 1, 𝛼 ̸= 1. (9)

При 𝜎 > 0 справедливы соотношения

𝜁(𝛼) =

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
+ 𝜃(𝛼), |𝜃(𝛼)| < |𝛼|

𝜎
, 𝛼 ̸= 1. (10)

Доказательство. Для числителя {𝑥} подынтегрального выражения справедливы нера-
венства 0 6 {𝑥} < 1. Поэтому для 𝜃(𝛼) при 𝛼 > 0 имеем соотношения

𝜃(𝛼) = 𝛼

∞∫︁
1

{𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥, 0 < 𝜃(𝛼) < 𝛼

∞∫︁
1

1

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 = 1
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и первое утверждение леммы доказано.
При 𝜎 > 0 имеем:

|𝜃(𝛼)| = |𝛼|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
∞∫︁
1

{𝑥}
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < |𝛼|

∞∫︁
1

1

𝑥𝜎+1
𝑑𝑥 =

|𝛼|
𝜎

и лемма полностью доказана. 2

Лемма 11. При 𝛼 > 1 справедливы неравенства

−ln(𝛼−1)< ln 𝜁(𝛼)<

{︂
−ln(𝛼−1)+ln(𝛼), при 1<𝛼<2,
ln 2, при 𝛼 > 2.

(11)

Доказательство. Действительно, из предыдущей леммы следует, что при 𝛼 > 1 спра-
ведливы неравенства

1

𝛼− 1
< 𝜁(𝛼) <

1

𝛼− 1
+ 1 =

𝛼

𝛼− 1
.

После логарифмирования получим соотношение (11). 2
Положим при 𝜎 > 1

𝜃1(𝛼) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛𝑝𝑛𝛼
.

Лемма 12. При 𝜎 > 1 функция 𝜃1(𝛼) — непрерывная функция, заданная абсолютно,
равномерно сходящемся рядом.

При 𝜎 > 1 справедливо неравенство

|𝜃1(𝛼)| <
1

2𝜎 − 1
− 1

2𝜎
+

1

3𝜎 − 1
< 1.

Доказательство. Нетрудно видеть, что |𝜃1(𝛼)| 6 𝜃1(𝜎), (𝜎 > 1). Далее имеем:

𝜃1(𝜎) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛𝑝𝑛𝜎
<
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=2

1

𝑝𝑛𝜎
=
∑︁
𝑝

1

𝑝𝜎(𝑝𝜎 − 1)
=

=
∑︁
𝑝

(︂
1

𝑝𝜎 − 1
− 1

𝑝𝜎

)︂
<

1

2𝜎 − 1
− 1

2𝜎
+

1

3𝜎 − 1
,

lim
𝜎→∞

𝜃1(𝛼) = 0, 0 < 𝜃1(𝜎) < 1 (𝜎 > 1).

2

Лемма 13. При 𝛼 > 1 справедливы соотношения

ln 𝜁(𝛼) =
∑︁
𝑝

1

𝑝𝛼
+ 𝜃1(𝛼), 0 < 𝜃1(𝛼) < 1, (12)

−ln(𝛼−1)− 1<
∑︁
𝑝

1

𝑝𝛼
<

{︂
−ln(𝛼−1)+ln(𝛼), при 1<𝛼<2,
ln 2, при 𝛼 > 2.

(13)

Доказательство. Действительно, при 𝛼 > 1 выполняются неравенства

0 <
1

𝑝𝛼
<

1

2
.
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Поэтому абсолютно и равномерно сходятся при 𝛼 > 1 следующие ряды для логарифмов:

ln

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂
= −

∞∑︁
𝜈=1

1

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈

и

ln𝑃 (𝛼) = ln

(︃∏︁
𝑝

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂−1
)︃

=
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝜈=1

1

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
.

Отсюда следует, что при 𝛼 > 1 справедливы оценки

0 < ln𝑃 (𝛼)−
∑︁
𝑝

1

𝑝𝛼
=
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝜈=2

1

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
<
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝜈=2

1

𝑝𝜈
=
∑︁
𝑝

1

𝑝(𝑝− 1)
< 1.

Таким образом,

ln 𝜁(𝛼)− 1 <
∑︁
𝑝

1

𝑝𝛼
< ln 𝜁(𝛼).

2

Хорошо известна формула для главного значения логарифма дзета-функции (см. [13], стр.
8):

(ln 𝜁(𝛼)) =
∞∑︁
𝑛=2

Λ1(𝑛)

𝑛𝛼
(𝜎 > 1), Λ1(𝑛) =

Λ(𝑛)

ln𝑛
(14)

и Λ(𝑛) — функция Мангольдта

Λ(𝑛) =

{︂
ln 𝑝, при 𝑛 = 𝑝𝑚,
0, при 𝜈(𝑛) > 1 или 𝜈(𝑛) = 0.

Формулу для главного значения логарифма дзета-функции можно переписать в следующем
виде:

(ln 𝜁(𝛼)) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝑝𝑚𝛼
= 𝐿(𝛼) + 𝜃1(𝛼) (𝜎 > 1),

𝐿(𝛼) =
∑︁
𝑝

1

𝑝𝛼
, 𝜃1(𝛼) =

∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛𝑝𝑛𝛼
.

В силу леммы 13 при 𝛼 > 1 справедливы неравенства

−ln(𝛼−1)− 1<𝐿(𝛼)<

{︂
−ln(𝛼−1)+ln(𝛼), при 1<𝛼<2,
ln 2, при 𝛼 > 2.

Формула (14) требует уточнения, которое дается с помощью следующих лемм.

Лемма 14. Для произвольного 𝑇 > 1, 𝜎0 > 1 и 𝜀 > 0 найдётся 𝜏 > 𝑇 такое что во всей
полуплоскости 𝜎 > 𝜎0 выполняются неравенства

|𝐿(𝛼+ 𝑖𝜏)− 𝑖𝐿(𝛼)| < 𝜀, |𝐿(𝛼− 𝑖𝜏) + 𝑖𝐿(𝛼)| < 𝜀.
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Доказательство. Для произвольного 𝜀 > 0 выберем 𝑃 = 𝑃 (𝜀, 𝜎0) такое, что∑︁
𝑝>𝑃

1

|𝑝𝛼|
<
𝜀

4
(𝜎 > 𝜎0 > 1),

тогда ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑝>𝑃

1

𝑝𝛼
−

∞∑︁
𝑝>𝑃

1

𝑝𝛼+𝑖𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀

2
.

В силу равномерной, абсолютной сходимости ряда, задающего 𝐿(𝛼), в полуплоскости 𝜎 > 𝜎0
это возможно.

Так как величины ln 2, . . . , ln𝑃 линейно независимые действительные числа, то по тео-
реме Кронекера (см. [13], стр. 180) найдётся такое 𝜏 > 𝑇 , что найдутся целые 𝑘𝑝 такие, что
выполнены условия ⃒⃒⃒⃒

𝜏
ln 𝑝

2𝜋
− 𝑘𝑝 +

1

4

⃒⃒⃒⃒
< 𝛿, при 𝑝 6 𝑃

которые можно переписать следующим образом

𝜏 ln 𝑝− 𝑘𝑝2𝜋 +
𝜋

2
= 𝛿𝑝, |𝛿𝑝| < 2𝜋𝛿, при 𝑝 6 𝑃.

Отсюда следует, что для любого 𝑝 6 𝑃 имеем

𝑝−𝑖𝜏 = 𝑒−𝑖𝜏 ln 𝑝, 𝑖 = 𝑒
𝑖𝜋
2 ,

𝑝−𝑖𝜏 = 𝑒
𝑖𝜋
2
−𝑖𝛿𝑝 = 𝑖𝑒−𝑖𝛿𝑝 ,⃒⃒

𝑝𝑖𝜏 + 𝑖
⃒⃒
=
⃒⃒
𝑝−𝑖𝜏 − 𝑖

⃒⃒
=
⃒⃒⃒
𝑒−𝑖𝛿𝑝 − 1

⃒⃒⃒
= |cos(𝛿𝑝)− 1− 𝑖 sin(𝛿𝑝)| =

=
√︁

2− 2 cos(𝛿𝑝) = 2

⃒⃒⃒⃒
sin

𝛿𝑝
2

⃒⃒⃒⃒
6 |𝛿𝑝| < 2𝜋𝛿.

Отсюда следует, что⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑝6𝑃

𝑖

𝑝𝛼
−
∑︁
𝑝6𝑃

1

𝑝𝛼+𝑖𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 2𝜋𝛿𝜁(𝜎0),

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑝6𝑃

−𝑖
𝑝𝛼
−
∑︁
𝑝6𝑃

1

𝑝𝛼−𝑖𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 2𝜋𝛿𝜁(𝜎0).

Полагая 𝛿 = 𝜀
4𝜋𝜁(𝜎0)

, получим

|𝐿(𝛼+ 𝑖𝜏)− 𝑖𝐿(𝛼)| < 𝜀, |𝐿(𝛼− 𝑖𝜏) + 𝑖𝐿(𝛼)| < 𝜀

и лемма полностью доказана. 2

Лемма 15. Для любого натурального 𝑁 существует 𝜏𝑁 , такое что на отрезке[︁
1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5

2 + 𝑖𝜏𝑁 ; 2 + 𝑖𝜏𝑁

]︁
найдутся точки 𝛼𝑘 = 𝜎𝑘 + 𝑖𝜏𝑁 , выражение для логарифма дзета-функции

ln 𝜁(𝛼) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝑝𝑚𝛼
,

в которых принимает значения для 𝑘-ой ветви ln𝑘 𝜁(𝛼), а на отрезке[︁
1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5

2 − 𝑖𝜏𝑁 ; 2− 𝑖𝜏𝑁
]︁

найдутся точки 𝛼−𝑘 = 𝜎−𝑘 − 𝑖𝜏𝑁 выражение для логарифма дзета-функции, в которых при-
нимает значения для −𝑘-ой ветви ln−𝑘 𝜁(𝛼) (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁).
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Доказательство. Во-первых, для любого вещественного 𝑡 имеем

| ln 𝜁(2 + 𝑖𝑡)| = |𝐿(2 + 𝑖𝑡) + 𝜃1(2 + 𝑖𝑡)| 6 ln 𝜁(2) = ln
𝜋2

6
= 0.498.. <

𝜋

6
,

поэтому для любого вещественного 𝑡 значение

ln 𝜁(2 + 𝑖𝑡) =
∑︁
𝑝

2∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝑝𝑚(2+𝑖𝑡)

— главное значение логарифма.
Возьмём в лемме 14 𝜎0 = 1 + 𝑒−2(𝑁+2)𝜋+ 5

2 и 𝜀 = 1
2 , тогда найдётся 𝜏𝑁 такое, что

|𝐿(𝜎)𝑖− 𝐿(𝜎 + 𝑖𝜏𝑛)| <
1

2
, | − 𝐿(𝜎)𝑖− 𝐿(𝜎 − 𝑖𝜏𝑛)| <

1

2

для любого 𝜎 > 𝜎0.
Действительная функция 𝐿(𝜎) монотонно убывает. При 𝜎 = 𝜎0 имеем

𝐿(𝜎0) > − ln(𝜎0 − 1)− 1 = 2(𝑁 + 2)𝜋 − 5

2
− 1.

Поэтому 𝐿(𝜎0 + 𝑖𝜏𝑛) + 𝜃1(𝜎0 + 𝑖𝜏𝑛) = 𝑎+ 𝑏𝑖 и

𝑏 = 𝐿(𝜎0) + 𝛿, |𝛿| < 3

2
, 𝑏 > 2(𝑁 + 1)𝜋 − 5

2
− 1− 3

2
= 2(𝑁 + 1)𝜋 − 5.

Но это означает, что величина 𝐿(𝜎0 + 𝑖𝜏𝑛) + 𝜃1(𝜎0 + 𝑖𝜏𝑛) = 𝑎 + 𝑏𝑖 принадлежит 𝑘-ой ветви
логарифма, где

𝑘 = −
[︂
− 𝑏

2𝜋
+

1

2

]︂
> −

[︂
−2(𝑁 + 1)𝜋 − 5

2𝜋
+

1

2

]︂
= 𝑁.

Отсюда следует, что непрерывная функция

ln 𝜁(𝜎 + 𝑖𝜏𝑁 ) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝑝𝑚(𝜎+𝑖𝜏𝑁 )

при изменении 𝜎 от 𝜎0 до 2 последовательно движется по ветвям ln𝑘 от 𝑘 = 𝑁 до 𝑘 = 0.
Аналогично доказывается второе утверждение леммы в силу сопряженности значения ло-

гарифма. 2

Теорема 1. Для любого натурального 𝑁 существует 𝜏𝑁 , такое что на отрезке[︁
1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5

2 + 𝑖𝜏𝑁 ; 2 + 𝑖𝜏𝑁

]︁
найдутся точки 𝛼𝑘 = 𝜎𝑘 + 𝑖𝜏𝑁 такие, что 𝜁(𝛼𝑘) — отрицательное число (𝑘 = = 1, . . . , 𝑁);

— 𝛼𝑘 = 𝜆𝑘 + 𝑖𝜏𝑁 такие, что 𝜁(𝛼𝑘) — положительное число (𝑘 = 1, . . . , 𝑁);
— 𝛼𝑘 = 𝛿𝑘 + 𝑖𝜏𝑁 такие, что 𝜁(𝛼𝑘) — чисто мнимое число (𝑘 = 1, . . . , 𝑁).

Доказательство. Действительно, в силу предыдущей леммы на отрезке[︁
1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5

2 + 𝑖𝜏𝑁 ; 2 + 𝑖𝜏𝑁

]︁
функция ln 𝜁(𝜎+ 𝑖𝜏𝑁 ) принимает последовательно значения из различных ветвей логарифми-
ческой функции. При переходе от одной ветви к другой логарифмируемая функция проходит
через отрицательное значение. Так как таких переходов не менее 𝑁 , то первое утверждение
теоремы доказано.

Два вторых утверждения следуют из лемм 6. 2
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3.5. Ветви логарифма одной обобщённой L-функции с Эйлеровым произве-
дением

Рассмотрим мультипликативную функцию ℎ(𝑛) = 𝑖
∑︀

𝑝|𝑛 𝛼𝑝 при 𝑛 =
∏︀

𝑝|𝑛 𝑝
𝛼𝑝 и ряд Дирихле

𝑀(𝛼, ℎ), заданный равенством

𝑀(𝛼, ℎ) =
∞∑︁
𝑛=1

ℎ(𝑛)

𝑛𝛼
=
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝑖

𝑝𝛼

)︂−1

.

Следующая лемма показывает, что почленное логарифмирование Эйлерова произведения
для 𝑀(𝛼, ℎ) не дает главного значения логарифма 𝑀(𝛼, ℎ).

Лемма 16. Существует 𝛿 > 0 такое, что при 1 < 𝜎 < 1 + 𝛿 справедливо неравенство

(ln𝑀(𝛼, ℎ)) ̸=
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=1

𝑖𝑛

𝑛𝑝𝑛𝛼
.

Доказательство. Прежде всего заметим, что при 𝜎 > 1 выполняются неравенства⃒⃒⃒⃒
𝑖

𝑝𝛼

⃒⃒⃒⃒
<

1

2
,

поэтому абсолютно и равномерно сходятся при 𝜎 > 1 следующие ряды для логарифмов:

ln

(︂
1− 𝑖

𝑝𝛼

)︂
= −

∞∑︁
𝜈=1

𝑖𝜈

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
, ln

(︂
1− 𝑖

𝑝𝛼

)︂−1

=
∞∑︁
𝜈=1

𝑖𝜈

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
,

которые в силу леммы 7 задают главные значения логарифмов. Таким образом(︂
ln

(︂
1− 𝑖

𝑝𝛼

)︂)︂
= −

∞∑︁
𝜈=1

𝑖𝜈

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
,

(︃
ln

(︂
1− 𝑖

𝑝𝛼

)︂−1
)︃

=

∞∑︁
𝜈=1

𝑖𝜈

𝜈 · 𝑝𝛼𝜈
.

Рассмотрим значение ln𝑀(𝛼, ℎ), заданное рядом

ln𝑀(𝛼, ℎ) =
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=1

𝑖𝑛

𝑛𝑝𝑛𝛼
= 𝑖𝐿(𝛼) +𝑅ℎ(𝛼), 𝑅ℎ(𝛼) =

∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=2

𝑖𝑛

𝑛𝑝𝑛𝛼
.

который получен почленным логарифмированием Эйлерова произведения.
Нетрудно видеть, что |𝑅ℎ(𝛼)| 6 𝑅(𝜎) < 1, (𝜎 > 1). 2

4. Экспоненциальная последовательность простых чисел

Пусть 𝑞 > 2 — произвольное натуральное число, тогда бесконечную последовательность
простых чисел 𝑝1 < 𝑝2 <. . .< 𝑝𝑛 <. . . будем называть экспоненциальной, если выполняются
соотношения 𝑞 6 𝑝1 < 𝑞2, 𝑞𝜈 < 𝑝𝜈 < 𝑞𝜈+1 (𝜈 > 2).

В силу постулата Бертрана, доказанного П. Л. Чебышёвым, (см. [14]) для любого 𝑞 > 2
существует бесконечно много экспоненциальных последовательностей простых чисел.

Теорема 2. Для любого 𝑞 > 2 и любой экспоненциальной последовательности простых
чисел 𝑃𝐸 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .} дзета ряд для дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑃𝐸))|𝛼) абсолютно схо-
дится для любого 𝛼 в полуплоскости 𝜎 > 0 и равномерно в полуплоскости 𝜎 > 𝜎0 для любого
𝜎0 > 0.
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Доказательство. Так как 𝑀(𝑃𝐸) — моноид с однозначным разложением на простые
множители, то в области абсолютной сходимости дзет-функция 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)) имеет эйлерово
произведение

𝑃 (𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) =
∞∏︁
𝜈=1

(︂
1− 1

𝑝𝛼𝜈

)︂−1

.

Для логарифма эйлерова произведения с помощью почленного логарифмирования получаем
равномерно, абсолютно сходящийся ряд

ln 𝜁(𝑀(𝑃𝐸))|𝛼) =
∞∑︁
𝜈=1

∞∑︁
𝜇=1

1

𝜇𝑝𝛼𝜇𝜈
,

так как для него при 𝜎 > 𝜎0, 𝜎0 > 0 имеется мажорирующий ряд

∞∑︁
𝜈=1

∞∑︁
𝜇=1

1

𝜇𝑞𝜎0𝜇𝜈
=

∞∑︁
𝜆=0

𝑛(𝜆)

𝑞𝜆𝜎0
,

где

𝑛(𝜆) =
∑︁
𝜇|𝜆

1

𝜇
< 1 + ln𝜆

и мажорирующий ряд равномерно сходится. Это доказывает утверждение теоремы. 2

Из существования эйлерова произведения вытекает, что для любой экспоненциальной по-
следовательности простых чисел в правой полуплоскости 𝜎 > 0 дзета-функция 𝜁(𝑀(𝑃𝐸))|𝛼)
не имеет нулей.

5. Заключение

Данная тема исследований возникла в связи с изучением гиперболической дзета-функции
решёток (см. [5, 6, 7], [17]). Другими источниками этих исследований были работы [2, 3, 4],
[8, 10, 13, 15, 16].

В следующих работах мы планируем рассмотреть естественно возникающие в данной об-
ласти проблемы, а именно:

� аналитическое продолжение для дзета-функции произвольного моноида натуральных
чисел;

� получение функционального уравнения;

� обратные ряды для дзета-функции моноида натуральных чисел без однозначного разло-
жения на простые множители.

Важным классом моноидов натуральных чисел без однозначного разложения на простые
множители на наш взгляд являются моноиды соответствующие подгруппам мультипликатив-
ной группы классов вычетов по произвольному модулю.

В заключении автор выражает свою глубокую признательность профессорам В. И. Ива-
нову и В. Н. Чубарикову за внимание к работе и полезные обсуждения.
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