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Аннотация

В работе получены оценки сверху и снизу количества нулей функций специально-
го вида, а также оценка меры множества точек в которых такие фукции принимают
малые значения. Пусть 𝑓1 (𝑥) , ..., 𝑓𝑛 (𝑥) функции определенные на интервале 𝐼, 𝑛 + 1
раз дифференцируемы и вронскиан из производных почти везде на 𝐼 отличен от 0.
Такие функции называются невырожденными. Задача о распределении нулей функции
𝐹 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑓𝑛 (𝑥) + ... + 𝑎1𝑓1 (𝑥) + 𝑎0, 𝑎𝑗 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 имеет важное значение в метриче-
ской теории диофантовых приближений.

Пусть𝑄 > 1 достаточно большое целое число, а интервал 𝐼 имеет длину𝑄−𝛾 , 0 ≤ 𝛾 < 1.
В работе получены оценки сверху и снизу для количества нулей функции 𝐹 (𝑥) на интер-
вале 𝐼, при |𝑎𝑗 | ≤ 𝑄, 0 ≤ 𝛾 < 1. При 𝛾 = 0 такие оценкибыли получены А. С. Пяртли,
В. Г. Спринджуком, В. И. Берником, В. В. Бересневичем, Н. В. Будариной.
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Abstract

The paper presents newly obtained upper and lower bounds for the number of zeros for
functions of a special type, as well as an estimate for the measure of the set where these
functions attain small values. Let 𝑓1 (𝑥) , ..., 𝑓𝑛 (𝑥) be functions differentiable on the interval
𝐼, 𝑛+1 times and Wronskian from derivatives almost everywhere on 𝐼 is different from 0. Such
functions are called nondegenerate. The problem of the distribution of the zeros of the function
𝐹 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑓𝑛 (𝑥) + ... + 𝑎1𝑓1 (𝑥) + 𝑎0, 𝑎𝑗 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 is important in the metric theory of
Diophantine approximations.

Let 𝑄 > 1 be a sufficiently large integer, and the interval 𝐼 has length 𝑄−𝛾 , 0 ≤ 𝛾 < 1. We
obtain upper and lower bounds for the number of zeros of the function 𝐹 (𝑥) on the interval
𝐼, with |𝑎𝑗 | ≤ 𝑄, 0 ≤ 𝛾 < 1. For 𝛾 = 0 such estimates were obtained by A. S. Pyartli,
V. G. Sprindzhuk, V. I. Bernik, V. V. Beresnevitch, N. V. Budarina.
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1. Введение

К задаче о количестве и распределении действительных нулей многочленов

𝑃 = (𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1 + ...+ 𝑎1𝑥+ 𝑎0

как в математическом анализе, теории чисел и теории вероятностей в последние годы прико-
вано большое внимание [1, 2, 3, 18, 19, 20, 21, 22].

Основой результатов статей [4, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17] является метриче-
ская теорема о свойствах множеств разрешимости неравенств вида |𝑃𝑛 (𝑥)| < 𝑄−𝑤, 𝑤 > 0 и
распределений действительных корней 𝑃𝑛(𝑥) при достаточно большом 𝑄 и многочленах 𝑃𝑛 (𝑥)
степени deg𝑃 = 𝑛 и высоты 𝐻 = 𝐻 (𝑃 ) = max

0≤𝑗≤𝑛
|𝑎𝑗 | ≤ 𝑄.

В данной работе мы обобщаем эти результаты на класс функций

ℱ𝑙

(︀
𝑄, 𝑓

)︀
= {𝐹𝑛 (𝑥) : 𝐻 (𝐹𝑛) ≤ 𝑄} , 𝑙𝑖 = max

𝑥∈𝐼
|𝑓𝑖 (𝑥)|, 𝑙 = max

0≤𝑖≤𝑛
{𝑙𝑖} (1)

где
𝐹𝑛 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑓𝑛 (𝑥) + ...+ 𝑎1𝑓1 (𝑥) + 𝑎0,

функции 𝑓1 (𝑥) , 𝑓2 (𝑥) , ..., 𝑓𝑛 (𝑥) — 𝑛+ 1-раз непрерывно-дифференцируемы и вронскиан их
производных

𝑊 (𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑓

′
1 (𝑥) ... 𝑓 ′𝑛 (𝑥)
𝑓 ′′1 (𝑥) ... 𝑓 ′′𝑛 (𝑥)
. . .

𝑓𝑛1 (𝑥) ... 𝑓𝑛𝑛 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

отличен от нуля для всех всех 𝑥 (в смысле меры Лебега) на интервале 𝐼. Такие функции
𝑓1 (𝑥) , ..., 𝑓𝑛 (𝑥) будем называть невырожденными на 𝐼.

2. Основной текст статьи

Теорема 1. На любом интервале 𝐼, 𝜇𝐼 = 𝑄−𝛾 , 0 ≤ 𝛾 ≤ 1 количество нулей функций
𝐹𝑛 (𝑥) ∈ ℱ𝑙

(︀
𝑄, 𝑓

)︀
не превосходит 𝑐1𝑛𝑙2

𝑛+3𝑄𝑛+1𝜇𝐼.

Теорема 2. Существует 𝑐2 > 0, что на любом интервале 𝐼, 𝜇𝐼 = 𝑄−𝛾 , 0 < 𝛾 < 𝛾0 не
менее 𝑐2𝑄

𝑛+1𝜇𝐼 количество нулей функций 𝐹2 (𝑥) ∈ ℱ𝑙

(︀
𝑄, 𝑓

)︀
.

Теорема 3. Обозначим через 𝑀2 (𝐼, 𝑄) множество 𝑥 ∈ 𝐼, для которых система нера-
венств

(|𝐹2 (𝑥)) | < 𝑄−2,
⃒⃒
𝐹 ′ (𝑥)

⃒⃒
< 𝛿0𝑄

имеет решение хотя бы для одной функции 𝐹2 ∈ ℱ2 (𝑄). Тогда при достаточно малом 𝛿0
справедливо неравенство

𝜇𝑀2 (𝐼, 𝑄) <
1

4
𝜇𝐼. (2)

Покажем как из теоремы 3 следует теорема 2. Введем множество 𝐵1 = 𝐼∖𝑀2 (𝐼, 𝑄). Из (2)
следует, что

𝜇𝐵1 ≥
3

4
𝜇𝐼. (3)

Пусть 𝑥 ∈ 𝐵1. С помощью принципа ящиков Дирихле нетрудно доказать, что существует
функция 𝐹2 ∈ ℱ2 (𝑄) такая, что

|𝐹2 (𝑥)| < 𝑐3𝑄
−2. (4)
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Так как 𝑥 ∈ 𝐵1, то наряду с (4) верно неравенство⃒⃒
𝐹 ′
2 (𝑥)

⃒⃒
≥ 𝛿0𝑄. (5)

Неравенство (5) определяет интервал 𝑇1 с центром в точке 𝑥1 меры

𝜇𝑇1 = 2𝑐3𝛿
−1
0 𝑄−3. (6)

Возьмем точку 𝑥2 ∈ 𝐵2 ⊂ 𝐼∖𝑀2 (𝐼, 𝑄) ∖𝑇1 и аналогичным образом найдем другую функ-
цию 𝐹2 ∈ ℱ2 (𝑄), у которой действительный корень 𝛼2 удовлетворяет неравенству

|𝑥2 − 𝛼2| < 𝑐4𝛿
−1
0 𝑄−3.

Такую процедуру можно продолжать и строить 𝑡 нулей функции 𝐹2 ∈ ℱ2 (𝑄) до тех пор, пока
выполняется неравенство 𝑡 · 2𝑐5𝛿−1

0 𝑄−3 < 3
4𝜇𝐼, откуда следует, что количество нулей не менее

|𝑥2 − 𝛼2| < 𝑐52
3𝛿−1

0 𝑄−3𝜇𝐼.

Прежде, чем приступить к доказательству теорем приведем несколько лемм о невырож-
денных функциях. Всюду в дальнейшем

max
𝑥∈(𝑎, 𝑏)

⃒⃒
𝑓 ′ (𝑥)

⃒⃒
< 𝑐6 (7)

Лемма 1. Пусть 𝛼0, ..., 𝛼𝑁−1, 𝛽1, ..., 𝛽𝑛 ∈ R∪{+∞} таковы, что 𝛼0 > 0, 𝛼𝑘 > 𝛽𝑘 ≥ 0,
𝑘 = 1, ..., 𝑁 − 1 и 0 < 𝛽 < ∞. Пусть 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R есть 𝑁 -раз непрерывно дифферен-
цируемая функция, такая, что inf

𝑥∈(𝑎, 𝑏)

⃒⃒
𝑓 (𝑁) (𝑥)

⃒⃒
≥ 𝛽𝑛. Тогда множество 𝐵2 тех 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏),

удовлетворяющих системе неравенств{︂
|𝑓 (𝑥) ≤ 𝛼0|
𝛽𝑘 ≤

⃒⃒
𝑓 (𝑘)

⃒⃒
≤ 𝛼𝑘 (𝑘 = 1, ..., 𝑁 − 1)

)︂
.

является объединением не более (𝑁 + 1) /2 интервалов длины не более

min
0≤𝑘≤𝑙≤𝑁

3𝑙−𝑘+1 (𝛼𝑘/𝛽𝑙)
1/𝑙−𝑘.

Лемма 1 следует из лемм 5 и 6 в [2].

Лемма 2 (6). Существует постоянная Δ0 = Δ0 (𝑐6, 𝑀) такая, что для любого интер-
вала 𝐾 длиной не более Δ0 для любой функции 𝐹𝑛 (𝑥) ∈ ℱ𝐼

(︀
𝑄, 𝑓

)︀
, 𝐻 (𝐹 )≫ 𝑄,

inf
𝑥∈𝐼

min
1≤𝑗≤𝑛

⃒⃒⃒
𝐹 (𝑗)

⃒⃒⃒
≫ 𝑄.

Лемма 3 (6). При условии 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) мера множества решений системы неравенств

|𝐹𝑛 (𝑥)| < 𝛿,
⃒⃒
𝐹 ′ (𝑥)

⃒⃒
< 𝐾, 𝐻 (𝐹 ) ≤ 𝑄 (8)

не превосходит 𝑐7
(︀
𝛿𝐾𝑄𝑛−1

)︀ 1
(𝑛+1)(2𝑛−1) .

При 𝑛 = 2 показатель степени в (8) равен 1/9.
Доказательство теоремы 1. Разложим функции 𝐹𝑗 (𝑥) на интервале 𝐼 в ряд Тейлора в нуле

𝛼1𝑗 функции 𝐹𝑗 (𝑥), лежащем в 𝐼.
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𝐹𝑗 (𝑥) = 𝐹𝑗 (𝛼1𝑗) + 𝐹 ′
𝑗 (𝛼1𝑗) (𝑥− 𝛼1𝑗) +

1

2
𝐹 ′′
𝑗 (𝜉) (𝑥− 𝛼1𝑗)

2 , 𝜉 ∈ (𝑥, 𝛼1𝑗) .

Так как 𝐹 (𝛼1𝑗) = 0, |𝑥− 𝛼1𝑗 | ≤ 𝜇𝐼 = 𝑄−𝛾 ,⃒⃒
𝐹 ′′
𝑗 (𝜉𝑗)

⃒⃒
< 𝑚1𝑛𝑄,

⃒⃒
𝐹 ′
𝑗 (𝛼1𝑗) (𝑥− 𝛼1𝑗)

⃒⃒
< 𝑛𝑙𝑄1−𝛾 ,

то при достаточно большом 𝑄 имеем для всех 𝑥 ∈ 𝐼 оценку

|𝐹𝑗 (𝑥)| < 2𝑛𝑙𝑄1−𝛾 . (9)

Введем вектор 𝑏̄ = (𝑎𝑛, ..., 𝑎1), состоящий из коэффициентов функции 𝐹𝑗 (𝑥) и множество
функций 𝐹𝑗 (𝑥) с одним и тем же вектором 𝑏̄ обозначим ℱ

(︀
𝑏̄
)︀
. При достаточно большом 𝑄

верно неравенство
#ℱ

(︀
𝑏̄
)︀
= (2𝑄+ 1)𝑛 < 2𝑛+1𝑄𝑛.

Занумеруем функции 𝐹𝑗 (𝑥) , 𝑗 = 0, 1, ..., 2𝑐8𝑛𝑙2
𝑛+1𝑄𝑛+1𝜇𝐼, нули которых лежат на интер-

вале 𝐼. образуем новые функции

𝑅𝑗 (𝑥) = 𝐹𝑗 (𝑥)− 𝐹0 (𝑥) = 𝑑𝑖

которые являются различными целыми числами и

max |𝑑𝑖| > 2𝑛𝑘𝑄1−𝛾

вопреки (9). Полученное противоречие доказывает теорему 1.
Доказательство теоремы 3 поделим на три этапа в зависимости от величин модуля про-

изводной |𝐹 ′
2 (𝑥)| на интервале 𝐼. Обозначим через ℒ (𝐼, 𝑄) множество 𝑥 ∈ 𝐼, для которого

выполняется неравенство
|𝐹2 (𝑥)| < 𝑄−2,

⃒⃒
𝐹 ′ (𝑥)

⃒⃒
< 𝑐9𝑄,

а через ℒ1 (𝐼, 𝑄) множество 𝑥 ∈ 𝐼, для которого выполняется система неравенств

|𝐹2 (𝑥)| < 𝑄−2, 𝑄
5
8 <

⃒⃒
𝐹 ′ (𝑥)

⃒⃒
< 𝛿0𝑄, (10)

Предложение 1. Справедливо неравенство

𝜇ℒ1 (𝐼, 𝑄) < 2−4𝜇𝐼. (11)

Доказательство. Будем считать, что система неравенств (10) рассматривается на интервале
монотонности функции 𝐹2 (𝑥). Тогда множество 𝑥 ∈ 𝐼, для которых верна система неравенств
(10) содержится в интервале, который можно записать в виде

𝜎 (𝐹 ) :=
{︀
𝑥 ∈ 𝐼 : |𝑥− 𝛼1 (𝐹 )| < 𝑐10𝑄

−2
⃒⃒
𝐹 ′ (𝛽1)

⃒⃒}︀
). (12)

Наряду с интервалами 𝜎 (𝐹 ) рассмотрим интервал

𝜎1 (𝐹 ) :=
{︀
𝑥 ∈ 𝐼 : |𝑥− 𝛼1 (𝐹 )| < 𝑐11

⃒⃒
𝐹 ′ (𝛽1)

⃒⃒}︀
). (13)

Из (12) и (13) следует неравенство

𝜇𝜎 (𝐹 ) < 𝑐11𝑐
−1
10 𝑄

−2𝜇𝜎1 (𝐹 ) . (14)

Зафиксируем вектор 𝑏̄ = (𝑎1, 𝑎2), координаты которого являются коэффициентами 𝐹2 (𝑥).
Интервалы 𝜎1 (𝐹 ), имеющие один и тот же вектор 𝑏̄ объединим в один класс ℱ2

(︀
𝑏̄
)︀
. Покажем,
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что при подходящем выборе 𝑐10 интервалы 𝜎1 (𝐹1) и 𝜎1 (𝐹2) не пересекаются. Предположим
противное:

𝑠1 = 𝜎1 (𝐹1) ∩ 𝜎1 (𝐹2) ̸=

и 𝑥0 ∈ 𝑠1. Разложим функцию 𝐹𝑗 (𝑥) , 𝑗 = 1, 2 на интервалах 𝜎1 (𝐹1) и 𝜎1 (𝐹2) в ряд Тейлора
и оценим значения |𝐹𝑗 (𝑥0)|. Имеем

|𝐹𝑗 (𝑥0)| ≤ |𝐹𝑗 (𝛼1)|+
⃒⃒⃒
𝐹 ′
𝑗 (𝛼1) (𝑥− 𝛼1) + 𝐹𝑗 (𝜉𝑗) (𝑥− 𝛼1)

2
⃒⃒⃒
, 𝜉𝑗 ∈ (𝑥0, 𝛼1) .

Нетрудно видеть, что
|𝐹𝑗 (𝑥0)| < 2𝑐10

и
𝑅 (𝑥0) = 𝑑 ∈ Z, 𝑑 ̸= 0,

|𝑅 (𝑥0)| = |𝐹2 (𝑥0)− 𝐹1 (𝑥0)| < 4𝑐10.
(15)

Неравенство (15) при 𝑐10 = 1
8 противоречиво. Из того, что интервалы 𝜎1 (𝐹 ) не пересекаются

следует, что ∑︁
𝐹∈ℱ(𝑏̄)

𝜇𝜎1 (𝐹 ) ≤ 𝜇𝐼. (16)

Воспользуемся неравенством (16). тогда из (14) и (16) следует∑︁
𝑏̄

∑︁
𝐹∈ℱ(𝑏̄)

𝜇𝜎 (𝐹 ) < 4𝑐−1
10 𝛿0𝜇𝐼 < 2−4𝜇𝐼,

поскольку из неравенства |𝐹 ′ (𝑥)| < 𝛿0𝑄 следует, что 𝑎1 принимает не более 𝛿𝑄 значений.

Предложение 2. Обозначим через ℒ (𝐼, 𝑄) множество 𝑥 ∈ 𝐼 для которых система
неравенств

|𝐹2 (𝑥)| < 𝑄−2, 1 ≤
⃒⃒
𝐹 ′ (𝑥)

⃒⃒
≤ 𝑄

5
8

имеет хотя бы одно решение в функциях 𝐹2 (𝑥) ∈ ℒ (𝐼, 𝑄). Тогда

𝜇ℒ2 (𝐼, 𝑄) < 2−4𝜇𝐼.

Доказательство. Введем при фиксированном 𝑏 = 𝑎2 класс функций с одним и тем же 𝑏,
который обозначим ℱ (𝑏). Определим интервалы

𝜎2 :=
{︁
𝑥 ∈ 𝐼 : |𝑥− 𝛼1| (𝐹 ) < 𝑐12𝑄

−1
⃒⃒
𝐹 ′ (𝛽1)

⃒⃒−1
}︁

(17)

из определения 𝜎 (𝐹 ) и 𝜎2 (𝐹 ) следует

𝜇𝜎 (𝐹 ) < 𝑐−1
12 𝜇𝜎2 (𝐹 ) . (18)

Интервал 𝜎2 (𝐹1) будем называть существенным, если не существует интервала 𝜎2 (𝐹2) ,
𝐹2 ∈ ℱ (𝑏), такого что

𝜇𝜎2 (𝐹1) sup𝜎2 (𝐹2) > 0.5𝜇𝜎2 (𝐹1) . (19)

Если же такой интервал найдется, т. е. при некотором 𝐹2 (𝑥) ∈ ℱ (𝑏) выполняется неравенство

𝜇𝜎2 (𝐹1) sup𝜎2 (𝐹2) > 0.5𝜇𝜎2 (𝐹1) ,

то интервал 𝜎2 (𝐹1) будем называть несущественным.
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В случае существенных интервалов воспользуемся (18). Тогда из
∑︀
𝐹∈ℱ

𝜇𝜎2 (𝐹 ) < 2𝜇𝐼 и (18)

получим ∑︁
𝑏

∑︁
𝐹∈ℱ(𝑏)

𝜇𝜎 (𝐹 ) < 𝑐13𝜇𝐼. (20)

В случае несущественных интервалов разложим функции 𝐹2 (𝑥) и 𝐹 ′
2 (𝑥) на интервале

𝜎2 (𝐹 ) в ряд Тейлора и оценим их модули сверху пользуяс (6). Получим систему неравенств

|𝑎1𝑥+ 𝑏| < 𝑐14𝑄
−1, |𝑎1| < 2𝑄

5
8 ,

откуда ⃒⃒⃒⃒
𝑥+

𝑏1
𝑎1

⃒⃒⃒⃒
< 𝑐14𝑄

−1𝑎−1
1 . (21)

Неравенство (21) выполняется для интервала с центром в точке − 𝑏1
𝑎1

длиной 2𝑐14𝑄
−1𝑎−1

1 .
Просуммируем эту величину по 𝑏1, количество которых не превосходит 𝑎1𝜇𝐼, а затем по
𝑎1, |𝑎1| < 2𝑄

5
8 . Получим оценку 𝑐15𝑄

5
8
−1𝜇𝐼, которая вместе с (20) завершает доказательство

предложения 2.

Предложение 3. Обозначим через 𝐵3 множество решений системы неравенств

|𝑎2𝑓 (𝑥) + 𝑎1𝑥+ 𝑎0| < 𝑐16𝑄
−2,

⃒⃒
𝑎2𝑓

′ (𝑥)
⃒⃒
< 𝑐14. (22)

Тогда
𝜇𝐵3 < 2−4𝜇𝐼.

Для доказательства предложения 3 применим к системе неравенств (10), (20) лемму 3 при
𝛿 = 𝑄−3, 𝑐16 = 𝐾. Получим

𝜇𝐵3 < 2−4𝑄
1
9

что меньше 2−4𝜇𝐼 при 0 ≤ 𝛾 < 1
9 и достаточно большом 𝑄. Из предложений 1—3 следует

теорема 3.

3. Заключение

В дальнейших работах авторы предполагают привести применения результатов статьи в
метрической теории диофантовых приближений и при получении оценок сверху для размер-
ности Хаусдорфа резонансных множеств.
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