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Аннотация

Дан анализ теории хрупкого разрушения Френкеля. Для анализа
использован аппарат теории катастроф. Посредством замены перемен-
ных уравнение потен-циальной энергии Френкеля приведено к канони-
ческому виду уравнения ката-строфы складки. Переменной состояния
в полученном уравнении складки явля-ется длина трещины. Прирав-
няв нулю первую и вторую производные от энер-гии по длине трещи-
ны, получили критическое значение силы и критическое значение дли-
ны трещины. Критическая длина трещины и критическая нагрузка по
Френкелю не зависят друг от друга. Их значения зависят только от
внутрен-них управляющих параметров системы – от модуля упруго-
сти, поверхностной энергии и раскрытия кончика трещины.

Показано, что длина исходной трещины растет в процессе прибли-
жения к критическому состоянию. Получено уравнение, связывающее
длину стабильно растущей трещины с внешней нагрузкой и управляю-
щими параметрами систе-мы.

Предпринята попытка модернизации теории хрупкого разрушения
Гриф-фитса на основе идей Френкеля. Для этого в известное уравне-
ние энергии по Гриффитсу введен третий член. Энергия этого члена
обратно пропорциональна длине трещины. Приравняв нулю первую и
вторую производные по длине тре-щины, получили систему уравнений.
Решив эту систему уравнений, получили формулы для критической
длины трещины и критического напряжения. Дана оценка постоянной,
входящей в третий член модернизированного уравнения Гриффитса.
Длина критической трещины по модернизированному уравнению на 20
% меньше длины трещины по классическому уравнению Гриффитса.

Стабильной длине трещины по Френкелю и по модернизированному
уравнению Гриффитса соответствует локальный минимум потенциаль-
ной энер-гии. Это обстоятельство фактически устраняет сингулярность
при нулевой длине трещины.
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Третий член в уравнении Френкеля можно интерпретировать как
энергию раскрытия трещины. Тем самым Я.И. Френкель соединил си-
ловой и деформа-ционный походы современной механики разрушения.
Уравнение Френкеля, описывающее критическое состояние твердого
тела с трещиной, предшествует появлению современной теории ката-
строф вообще и применительно к механике хрупкого разрушения в
частности.

Ключевые слова: трещина, хрупкое разрушение, теория Гриффитса,
теория Френкеля, механика разрушения, теория катастроф.
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ON THE BRITTLE FRACTURE THEORY BY
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Abstract

The analysis of the theory of brittle fracture Frenkel. The analysis is
based on the theo-ry of catastrophes. By replacing the variables in the
equation of potential energy Fren-kel of the canonical reduced form of the
equation of catastrophe folds. A state variable in the resulting equation of
the fold is the crack length. Equating to zero first and sec-ond derivatives
of the energy on the crack length, obtained critical force and critical length
of crack. Critical crack length and critical load at Frenkel are independent
from each other. Their values depend only on the internal of the system
operating parame-ters – modulus of elasticity, surface energy and opening
of the crack tip.

It is shown that the length of the initial crack grows in the process of
approach to the critical state. The resulting equation linking the length of
a steadily growing crack with the external load and control parameters of
the system.

An attempt of modernization theories of brittle fracture Griffith based
on the ideas of Frenkel. To do this in a well-known energy equation in
Griffiths introduced the third member. The energy of this member is
inversely proportional to the crack length. Equating to zero first and second
derivatives on the crack length, obtained a system of equations. Solving this
system of equations, obtained formulae for critical crack length and critical
stress

The estimation of permanent member, the third member of the
modernized equations Griffiths. The length of the critical crack for upgrade
equation is 20% small-er than the crack length according to the classical
equation of Griffith.

The stable crack length in Frenkel and modernized Griffiths equation
corre-sponds to the local minimum of potential energy. This fact virtually
eliminates the singularity at zero crack length.
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The third member in the Frenkel equation can be interpreted as the
energy of the crack opening. Thus Frankel joined the force and deformation
criteria modern fracture mechanics. The Frenkel equation, which describes
the critical state of a solid body with a crack that precedes the appearance
of modern catastrophe theory in general and in relation to the mechanics
of brittle fracture, in particular.

Keywords: fracture, brittle fracture, Griffiths theory, the theory of
Frenkel, fracture mechanics, the theory of catastrophes.

Bibliography: 5 titles.

1. Введение

В 1952 году вышла статья Я.И. Френкеля [ 1 ], описывающее критиче-
ское состояние твердого тела с трещиной. Эта статья прошла практически не
заме-ченной, за исключением монографии Б.А. Дроздовского и Я.Б. Фрид-
мана [2], где частично пересказано ее содержание. Г.П. Черепанов [3] поме-
стил ссылку на статью [1] в список литературы, однако в тексте своей книги
отозвался кратко и невразумительно. Целью данной статьи является анализ
работы Я.И. Френкеля с современных позиций теории катастроф и попытка
модернизации энергетиче-ской теории хрупкого разрушения А. Гриффитса
[4].

2. Анализ теории Я. И. Френкеля

Я. И. Френкелем записано следующее уравнение для изменения потенци-
альной энергии 𝑈 пластины с боковой трещиной 𝑥

𝑈 = −𝐹
2𝑥3

𝐸𝐼
+ 2𝛾𝑥𝑏+

𝐹 2𝛿

𝐸𝑏𝑥
, (1)

где 𝐹 — сила, приложенная к пластине, 𝐸 — модуль упругости материала
платины, 𝐼 — осевой момент инерции поперечного сечения балки, модели-
рующей изгиб края пластины, 𝛾 — поверхностная энергия, 𝛿 — раскрытие
кончика трещины. В уравнение (1) нами введена толщина пластины 𝑏, что
необходимо для получения единой размерности всех членов уравнения.

В соответствии с теорией катастроф [5-11] длина трещины 𝑥 — это пара-
метр состояния тел с трещиной, напряжение (нагрузка 𝐹 ) — внешний управ-
ляющий параметр, модуль упругости 𝐸 и поверхностная энергия 𝛾 — внут-
ренние управляющие параметры. Предположим, что критическая длина тре-
щины равна 𝑎. Заменим переменную 𝑥 на

𝑥 = 𝑦 + 𝑎, (2)

и разложим множитель 1/(𝑦 + 𝑎) в степенной ряд в окрестности длины 𝑎.

1

𝑦 + 𝑎
≈ 1

2𝑎
− 𝑦 − 𝑎

4𝑎2
+

(𝑦 − 𝑎)2

8𝑎3
. (3)
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Для иллюстрации ограничимся двумя первыми членами ряда. Теперь урав-
нение (1) примет следующий вид

𝑈 =
𝐹 2(𝑎+ 𝑦)3

𝐸𝐼
+ 2𝛾𝑏 (𝑎+ 𝑦)− 𝐹 2𝛿 (𝑎+ 𝑦)

4𝐸𝑏𝑎2
+
𝐹 2𝛿

𝐸𝑏𝑎
. (4)

Заметим, что при такой замене мы занижаем роль множителя 1/(𝑦 + 𝑎).
Продолжив замену переменных.

𝑉 =
𝐸𝐼

3𝐹 2

(︂
𝑈 − 𝐹 2𝛿

𝐸𝑏𝑎

)︂
, (5)

𝑧 = 𝑎+ 𝑦, (6)

𝐴 =
2𝛾𝐸𝑏𝐼

3𝐹 2
− 𝛿𝐼

12𝑏𝑎2
, (7)

преобразуем уравнение (4) к виду (8), который имеет каноническое уравнение
катастрофы складки [4, 5]

𝑉 =
𝑧3

3
+ 𝑧, (8)

В соответствии с теорией, для возникновения катастрофы складки необ-
ходимо, чтобы одновременно удовлетворялись два уравнения

𝑧 = 0, (9)

и
𝐴 = 0. (10)

Из уравнения (9) следует, с учетом (2) и (6) что длина прироста трещины

𝑥 = 0. (11)

Из уравнений (10) и (7) следует, что критическая сила 𝐹𝑓 , необходимая, что-
бы трещина длиной 𝑎 стала критической, равна

𝐹𝑓 = 2
√
2𝑎𝑏

√︂
𝛾𝐸

𝛿
. (12)

Итак, уравнение (1) Я. И. Френкеля — это уравнение катастрофы хруп-
кого разрушения.

В соответствии с теорией катастроф для возникновения катастрофы необ-
ходимо, чтобы первая и вторая производные от энергии по переменной со-
стояния одновременно обращались в нуль. По достижении этого состояния
переменная состояния 𝑥 должна резко увеличиваться. Это доказывается по-
строением семейства кривых для потенциальной энергии системы в зависи-
мости от длины трещины при различных значениях внешнего управляющего
параметра — напряжения или силы. Исследуем уравнение (1) этим методом.
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Записав уравнения для первой и второй производной и приравняв их нулю,
получаем систему уравнений

−3𝐹 2𝑥2

𝐸𝐼
+ 2𝛾𝑏− 𝐹 2𝛿

𝐸𝑏𝑥2
= 0, (13)

−3𝑥

𝐼
+

𝛿

𝑏𝑥3
= 0. (14)

Решение этой системы уравнений дает формулы для критической длины
трещины

𝑥𝑓 =

√
3

3
4

√︂
3𝛿𝐼

𝑏
, (15)

для критической силы

𝐹𝑓 =
𝑏
√
3

3

√︂
𝛾𝐸

𝛿
4

√︂
3𝛿𝐼

𝑏
, (16)

а также соотношение между критической силой 𝐹𝑓 и критической длиной
трещины 𝑥𝑓 .

𝐹𝑓 = 𝑥𝑓𝑏

√︂
𝛾𝐸

𝛿
. (17)

Существенно, что критическая длина трещины и критическая нагрузка опре-
деляются независимо друг от друга и зависят только от внутренних управ-
ляющих параметров 𝐸, 𝛾, 𝛿 и 𝐼.

Эта независимость критической длины и критического напряжения в
некоторой мере поясняет, почему хрупкие разрушения происходят внезапно,
но сравнительно редко. И это происходит потому, что одновременно удовле-
творить двум условиям (15) и (16) в реальных условиях эксплуатации прак-
тически невозможно — вероятность этого события мала. В лабораторных
условиях, при нагружении образца с трещиной, исследователь постепенно
приближается к критическим условиям, и они наступают со 100% вероятно-
стью. Но такие условия при эксплуатации отсутствуют.

Для получения численных оценок примем, что 𝐸 = 105 МПа, 𝐹 = 5 Н,
𝛾 = 1 Н/м, 𝐼 = 0, 083 мм4 , 𝑏 = 1 мм. При этих условиях 𝑥𝑓 = 0, 23 мм ,
𝐹𝑓 = 7, 26 H.

На рис. 1 приведено семейство кривых, рассчитанных по формуле (1).
Рис. 1 полностью подтверждает справедливость расчетов критических

параметров по формулам (15) и (16). Он также показывает, что исходная
трещина стабильно подрастает вплоть до ее критического значения 0, 23 мм.
Вместе с тем следует отметить, что рис. 1 качественно не соответствует рис. 6
на стр. 1865 работы Я. И. Френкеля [1]. В соответствии с этим рисунком, рост
нагрузки 𝐹 приводит к снижению потенциальной энергии и уменьшению
длины равновесной трещины, что противоречит рис. 1.

Зависимость длины равновесной (стабильной) трещины 𝑥𝑠𝑡 от нагрузки
𝐹 получаем, решив уравнение (13) относительно длины трещины 𝑥.
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Рис. 1: Семейство кривых, описывающих зависимость потенциальной энер-
гии пластины с трещиной от нагрузки по Френкелю

𝑥𝑠𝑡 =

√
12𝛾𝐸𝑏𝐼

6𝐹

⎯⎸⎸⎷1−

√︃
1− 3𝐹 4𝛿

𝛾2𝐸2𝑏3𝐼
(18)

Эта зависимость показана на рис. 2.
Рис. 1 показывает, что все кривые на этом рисунке пересекаются в одной

точке. Анализ показывает, что абсцисса этой точки равна

𝑥𝑠 =
4
√
𝛿𝐼𝑏3

𝑏
. (19)

Численное значение абсциссы для данного примера равно 𝑥𝑠 = 0, 302 мм.
Ординату 𝑈𝑠 точки пересечения получаем, подставив 𝑥𝑠 в уравнение для

энергии (1), а именно

𝑈𝑠 = −𝐹
2𝑥𝑠
𝐸𝐼

+ 2𝛾𝑥𝑠𝑏+
𝐹 2𝛿

𝐸𝑏𝑥𝑠
. (20)

Численное значение ординаты для данного примера равно 𝑈𝑠=6, 043·10−7

Дж.
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Рис. 2: Зависимость длины стабильной трещины от нагрузки

3. Модернизация теории А. Гриффитса

А. Гриффитс [3] заложил основы механики разрушения, добавив к теории
упругости еще одну постоянную — поверхностную энергию 𝛾. Его уравнение
для энергии 𝑈𝑔 бесконечной пластины с трещиной 2𝑥 имеет следующий вид

𝑈𝑔 = −𝜋𝜎
2𝑥2𝑏

𝐸
+ 4𝛾𝑏𝑥 (21)

откуда следует формула для критической длины трещины 𝑥𝑔

𝑥𝑔 =
2𝛾𝐸

𝜋𝜎2
. (22)

При 𝜎 = 10 МПа, и принятых ранее значениях 𝛾 и 𝐸, 𝑥𝑔 = 0, 637 мм.
Вводя в (21), по аналогии с Я. И. Френкелем, дополнительный член 𝐷/𝑥,

где 𝐷 имеет размерность энергии, мы фиксируем сам факт существования
трещины. Поэтому, изменяя ее длину, получаем возможность исследования
степени ее стабильности. Итак,

𝑈𝑔𝑓 = −𝜋𝜎
2𝑥2

𝐸
+ 4𝛾𝑥+

𝐷

𝑥
. (23)

Дважды продифференцировав уравнение (23) и приравняв первую и вто-
рую производные по длине трещины 𝑥, получаем систему уравнений

−𝐷

𝑥2
− 2𝜋𝜎2𝑥

𝐸
+ 4𝛾 = 0, (24)

𝐷

𝑥3
− 𝜋𝜎2

𝐸
= 0. (25)

Решив эту систему уравнений относительно 𝑥 и 𝜎, получаем формулы для
критической длины трещины 𝑥𝑐 и критического напряжения 𝜎𝑐.

𝑥𝑐 =

√
3

2

√︃
𝐷

𝛾
, (26)
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𝜎𝑐 =
4

3

⎯⎸⎸⎷𝐸𝛾2

𝜋𝐷

√
3

2

√︃
𝐷

𝛾
, (27)

а также уравнение, связывающее 𝜎𝑐 и 𝑥𝑐:

𝜎𝑐 =
4

3

√︂
𝐸𝛾2𝑥𝑐
𝜋𝐷

(28)

Приняв, что 𝐷 = 10−7 Дж, получаем оценки 𝜎𝑐 и 𝑥𝑐: 𝑥𝑐 = 0, 274 мм,
𝜎𝑐 = 12, 449 MPa.

На рис. 3 приведено семейство кривых, рассчитанных по уравнению (23),
где параметром служит напряжение 𝜎. Видно исчезновение минимума функ-
ции 𝑈𝑔𝑓 при вычисленных значениях 𝜎𝑐 и 𝑥𝑐, которое сопровождается ста-
бильным приростом трещины (см.рис. 2).

Рис. 3: Семейство кривых, описывающих зависимость потенциальной энер-
гии пластины с трещиной от нагрузки по Гриффитсу–Френкелю

Приравняв значения критических длин трещин по (22) и (26) получаем
формулу для 𝐷𝑔:

𝐷𝑔 =
16

3𝜋2

𝛾3𝐸2

𝜎4
(29)
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При принятых значениях входящих величин значение 𝐷𝑔 = 5, 404 · 10−7

Дж. Отметим, что комбинация (𝐸2𝛾3)/𝜎4 имеет размерность 𝐷 и может слу-
жить его заменой. При использовании 𝐷𝑔 вместо 𝐷 и при замене 𝜎 на 𝜎0 в
последнем члене уравнения (23) получаем

𝑈𝑔𝑓 = −𝜋𝜎
2𝑥2

𝐸
+ 4𝛾𝑥+

16𝐸2𝛾3

3𝜋2𝜎02𝑥
(30)

В этом случае критическая длина трещины 𝑥𝑐𝑐 и критическое напряжение
𝜎𝑐𝑐 будут равны

𝑥𝑐𝑐 =
2𝛾𝐸

𝜋𝜎02
, (31)

𝜎𝑐𝑐 = 𝜎0

√︂
2

3
. (32)

Численно эти критические параметры при 𝜎0 = 10 МПа будут равны
𝑥𝑐𝑐 = 0, 637 мм, 𝜎𝑐𝑐 = 8, 165 МПа.

На рис. 4 сопоставлены кривые, относящиеся как к исходной теории
А. Гриффитса, так и ее модификации по Я. Френкелю при 𝜎0 = 10 МПа.

Рис. 4: Семейство кривых уравнения (30) на фоне классической кривой
А. Гриффитса

Отметим, что в данном случае критическое напряжение составляет
√︀

2/3
напряжения по теории А. Гриффитса.
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4. Обсуждение полученных результатов

Последний (третий) член уравнения (1) представляет особый интерес. Его
можно, с точностью до множителя, интерпретировать как работу, соверша-
емую силой 𝐹 при растяжении стержня длиной 𝛿 и площадью поперечного
сечения 𝑏𝑥, или как работу раскрытия трещины. Тем самым Я. И. Френке-
лем осуществлена попытка, на модельном уровне, связать воедино силовой
и локально деформационный подход теории разрушения.

Существенно, что использование идей Я. И. Френкеля позволило объяс-
нить существование не залечивающихся трещин как отвечающих локально-
му минимуму потенциальной энергии. Более того, критическое состояние к
которому приближается трещина под действием внешних сил, определяется
физическими свойствами твердого тела. Входящий в уравнения (26) и (27)
параметр 𝐷, имеет размерность работы. Поэтому третий член уравнения
(23) можно рассматривать как работу разрыва межатомных связей, отне-
сенную к единице длины трещины. Следовательно, упругая энергия должна
затрачиваться как на разрыв связей, так и на образование поверхностного
натяжения.

Классическое решение А. Гриффитса (22) приводит к бесконечной проч-
ности при нулевой длине трещины. Я. И. Френкель в своей работе [1] указал
путь решения этой проблемы — модернизация последнего члена в (1) или в
(23) посредством использования в качестве этого члена произведения линей-
ной и экспоненциальной функции. В этом случае уравнение (23) принимает
следующий вид

𝑈 = −𝜋𝑏𝜎
2𝑥2

𝐸
+ 4𝛾𝑏𝑥+ 𝑆𝑥𝑏 exp

(︁
−𝑥
𝛿

)︁
(33)

где параметр 𝑆 можно рассматривать в качестве относительной работы раз-
рыва межатомных связей. На рис. 5 показано семейство кривых, построен-
ных по уравнению (33) при 𝑆 = 500 Н/м, 𝛾 = 5 Н/м, 𝛿 = 1 мм и 𝑏 = 1 мм.
Параметром семейства служит напряжение 𝜎.

Рис. 5 определенно показывает наличие потенциального барьера между
трещиной нулевой и конечной длины. Следовательно, природа должна иметь
механизмы преодоления этого барьера. Видно также, что и бесконечность
при нулевой длине отсутствует.

Нам не удалось получить аналитические выражения для критической
длины трещины и для критического напряжения типа (26) и (27). Однако
численное решение системы уравнений типа (24) и (25)

−2𝜋𝜎2𝑥

𝐸
+ 4𝛾 + 𝑆

(︁
1− 𝑥

𝛿

)︁
exp

(︁
−𝑥
𝛿

)︁
= 0, (34)

−2𝜋𝜎2

𝐸
− 𝑆

𝛿

(︁
2− 𝑥

𝛿

)︁
exp

(︁
−𝑥
𝛿

)︁
= 0, (35)

позволило получить численные значения для критической длины трещины
𝑥𝑐𝑓 и критического напряжения 𝜎𝑐𝑓 : 𝑥𝑐𝑓 = 6, 9 мм, 𝜎𝑐𝑓 = 6, 27 МПа.
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Рис. 5: Семейство кривых по уравнению (33)

Данная попытка модернизировать теорию А. Гриффитса на основе идей
Я. И. Френкеля поставила ряд вопросов относительно интерпретации вновь
введенных параметров, а также о допустимости использования постоянства
такого параметра как поверхностная энергия. Полученные решения следует
рассматривать как полученные в рамках сугубо модельных представлений.
Возникает также вопрос о адекватности использованной модели твердого
тела и ее ограничениях применительно к задачам механики разрушения.

5. Заключение

Ранее было замечено, что рис. 1 качественно не соответствует рис. 6 на
стр. 1865 работы [1]. Из него следует, что критическое состояние разрушения
достигается в результате уменьшения длины трещины. Скорее всего, этот ри-
сунок сугубо качественный, и не является результатом расчетов. Но он совер-
шенно явно демонстрирует наступление критического состояния как резуль-
тат исчезновения локального минимума, что является основой современной
теории катастроф. Поэтому к перечисленным в работе [6] предшественни-
кам теории катастроф можно определенно причислить и Я. И. Френкеля,
поскольку основные работы по современной теории катастроф относятся к
70-ым годам прошлого столетия.
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Третий член в уравнении (1) предвосхитил появление в 60-х годах про-
шлого столетия деформационных критериев разрушения [12-15], базирую-
щихся на понятии критического раскрытия трещины.
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