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Аннотация

Одной из основных задач механики композитов является оценка эф-
фективных характеристик композиционного материала. В данной ра-
боте описывается методика численной оценки эффективных нелинейно-
упругих характеристик применительно к эластомерным композитам
(наполненным резинам), при конечных деформациях. Методика осно-
вана на численном решении краевых задач нелинейной теории упруго-
сти на представительном объёме эластомерного композита. К предста-
вительному объёму последовательно прикладываются различные гра-
ничные условия: непериодические (в виде жёстко заданных перемеще-
ний каждой точки границы) либо периодические (в виде связей, на-
ложенных на перемещения точек противоположных граней предста-
вительного объёма, проекции которых на эти грани совпадают). После
решения краевой задачи упругости полученное поле напряжений осред-
няется по объёму. Эффективные свойства оцениваются в виде квадра-
тичной зависимости второго тензора напряжений Пиолы-Кирхгофа от
тензора деформаций Грина. В статье представлены результаты чис-
ленной оценки эффективных упругих характеристик наполненных ре-
зин при конечных деформациях. Численные расчёты проводились с
помощью программного модуля Fidesys Composite, входящего в состав
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отечественной CAE-системы Fidesys, с использованием метода конеч-
ных элементов и метода спектральных элементов. Метод спектральных
элементов является более современной и эффективной версией метода
конечных элементов. В нём в качестве базисных функций используют-
ся кусочно-полиномиальные функции высоких порядков. При работе
с моделью у пользователя отсутствует необходимость перестроения и
измельчения сетки для проверки сеточной сходимости полученного ре-
шения, поскольку сетка может оставаться изначальной, а изменяться
только порядок элементов. Исследовались зависимости эффективных
свойств наполненного эластомера от пространственной ориентации ча-
стиц наполнителя и от степени наполнения. Графики этих зависимо-
стей приведены в статье. Полученные результаты свидетельствуют о
применимости метода спектральных элементов к численному решению
задачи оценки эффективных свойств композитов. Также полученные
результаты позволяют оценить влияние нелинейных эффектов на ме-
ханические свойства композита. Так, например, при одноосном растя-
жении величиной деформации порядка 15% поправка от учёта нели-
нейных эффектов для напряжения в направлении той же оси составит
примерно 25%.

Ключевые слова: Механика деформируемого твёрдого тела, механи-
ка композитов, эффективные свойства, конечные деформации, эласто-
мерные композиты, метод спектральных элементов.
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Abstract

Estimation of effective properties of composite materials is one of
the main problems for the composite mechanics. In this article, a
method is developed by which the effective nonlinear elastic properties of
elastomer composites (filled rubbers) are estimated under finite strains.
The method is based on numerical solution of nonlinear elastic boundary-
value problems for a representative volume element (RVE) of elastomer
composite. Different boundary conditions are consequently applied to
the RVE: nonperiodic (displacements of the RVE boundary) or periodic
(restraints on displacements of corresponding points of opposite faces of
RVE). An obtained stress field is averaged by volume after the solution of
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an elastic boundary-value problem. Effective properties are estimated as
a quadratic dependence of the second Piola-Kirchhoff stress tensor upon
the Green strain tensor. This article presents the results of numerical
estimation of effective elastic properties of filled rubbers under finite strains.
Numerical calculations were performed with the help of Fidesys Composite
program module, which is a part of the domestic Fidesys CAE-system,
using the finite element method and the spectral element method. Spectral
element method is one of the most effective and modern finite element
method version. High order piecewice-polynomial functions are reference
functions in SEM. There is no need to rebuild or refine mesh to check
solution mesh convergence, as mesh is kept in initial state and only element
orders are changed. The subject of investigation was the filled elastomer
effective properties dependence upon the filler particles special orientation
and the filling degree. Graphs of these dependencies are given in the article.
The obtained results show that the spectral element method is suitable
for numerical solution of the effective properties estimation problem for
composite materials. In addition, the results allow to estimate the influence
of non-linear effects upon the mechanical properties of the composite. The
correction for stress from taking the non-linearity into account is about 25%
under the strain 15% in the case of uniaxial tension.

Keywords: Solid mechanics, composite mechanics, effective properties,
finite strains, elastomer composites, spectral element method.
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1. Введение

К эластомерным композитам относятся, в основном, наполненные рези-
ны [4]. Они представляют собой каучук, насыщенный мельчайшими части-
цами технического углерода (сажи). Наличие наполнителя в составе резины
приводит к многократному повышению уровня различных эксплуатацион-
ных характеристик: прочности, износостойкости, усталостной выносливости
и т.д. При разработке новых типов наполненных резин возникает задача про-
гнозирования их свойств в зависимости от свойств каучука и наполнителя,
от степени наполнения, от размера и формы частиц наполнителя. В данной
работе описывается один из вариантов оценки эффективных упругих свойств
[10, 12] таких материалов в нелинейном виде, при конечных деформациях [2,
3], основанный на численном решении краевых задач теории упругости на
представительном объёме наполненного эластомера [11, 13, 14, 15].
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2. Методика численной оценки эффективных
упругих характеристик эластомерных компо-
зитов при конечных деформациях

Поскольку речь идёт о расчётах на представительном объёме, необходи-
мо сначала дать определение этого понятия.Представительным объёмом
эластомерного композита называется минимальный объём этого материала,
на котором могут быть проведены некоторые эксперименты или измерения,
на основе результатов которых можно сделать выводы о поведении компо-
зиционного материала в целом. Представительный объём наполненного эла-
стомера должен содержать достаточный объём каждого компонента, чтобы
позволить осреднить свойства всего материала. Если же рассматривается
упрощённая модель наполненного эластомера, имеющая регулярную (пери-
одическую) структуру – тогда в роли представительного объёма может вы-
ступать ячейка периодичности.

Используя приведённое выше определение, опишем методику численной
оценки эффективных упругих характеристик эластомерного композита в
нелинейном виде, при конечных деформациях.

Для представительного объёма V 0 в начальном состоянии (до деформи-
рования) решается определённое число последовательностей краевых задач
нелинейной теории упругости [4]:

∇ · 𝜎 = 0 или
0

∇ ·ℜ = 0 (1)

с непериодическими граничными условиями в виде заданного вектора пе-
ремещений каждой точки границы

𝑢 |Γ0 = 𝑟 · (Ψ𝑒 − 𝐼) (2)

либо с периодическими граничными условиями в виде связей на переме-
щения противоположных точек границы

𝑢1𝑖 − 𝑢−1
𝑖 = −2𝐴 (𝜓1𝑖 − 𝛿1𝑖)

𝑢2𝑖 − 𝑢−2
𝑖 = −2𝐵 (𝜓2𝑖 − 𝛿2𝑖) (3)

𝑢3𝑖 − 𝑢−3
𝑖 = −2𝐶 (𝜓3𝑖 − 𝛿3𝑖)

Здесь 𝑢𝑝 – тензор истинных напряжений, ℜ – первый тензор напряжений
Пиолы, ∇ – оператор градиента, r – радиус-вектор, Ψ𝑒 – эффективный аф-
финор деформаций, 𝜓𝑗𝑖 – его компоненты, u – вектор перемещения точки. В
периодических условиях:

1. пара (1; -1) – противоположные друг другу узлы на гранях представи-
тельного объёма, перпендикулярных оси X ;

2. пара (2; -2) – противоположные друг другу узлы на гранях представи-
тельного объёма, перпендикулярных оси Y ;
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3. пара (3; -3) – противоположные друг другу узлы на гранях представи-
тельного объёма, перпендикулярных оси Z.

Для представительного объёма решается 21 последовательность краевых
задач теории упругости. Разные последовательности задач отличаются ти-
пом приложенных граничных условий (т.е. типом эффективного тензора де-
формаций на представительном объёме). Разные задачи в рамках одной по-
следовательности различаются величиной деформации при одном и том же
типе. Прикладываются деформации следующих типов:

1. растяжения/сжатия (вдоль каждой из координатных осей);

2. сдвиги (в каждой из координатных плоскостей);

3. композиции растяжений с растяжениями;

4. композиции растяжений со сдвигами;

5. композиции сдвигов со сдвигами.

В результате решения каждой краевой задачи упругости вычисляется
распределение тензора истинных напряжений 𝑢𝑝 на представительном объё-
ме (или ячейке периодичности). Тензор 𝑢𝑝 осредняется по объёму по формуле

𝜎𝑒 =
1

𝑉

∫︁
𝑉

𝑑𝑉 (4)

И получается эффективный (средний) тензор напряжений 𝜎𝑒.
Из известного эффективного аффинора деформаций, заданного в (2), вы-

числяется эффективный тензор деформаций Грина
0

𝐸𝑒 по формуле

0

𝐸𝑒 =
1

2
(Ψ𝑒 ·Ψ𝑒 * − 𝐼) (5)

А из эффективного аффинора деформаций и вычисленного в (4) эффек-
тивного тензора напряжений вычисляется эффективный второй тензор на-

пряжений Пиолы-Кирхгофа
0

𝐸𝑒

0

Σ𝑒 = (detΨ𝑒) (Ψ𝑒)*−1 · 𝜎𝑒 · (Ψ𝑒)−1 (6)

Таким образом, для каждой задачи каждой последовательности факти-

чески задаётся эффективный тензор деформаций Грина
0

𝐸𝑒, а вычисляется

эффективный второй тензор напряжений Пиолы-Кирхгофа
0

Σ𝑒. Поскольку
разные задачи в рамках одной последовательности различаются только ве-
личиной деформации, а тип деформации сохраняется – для каждой последо-
вательности строится зависимость эффективного тензора Пиолы-Кирхгофа
от характерной величины деформации q:
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0

Σ𝑒
𝑖𝑗 = 𝛼0

𝑖𝑗𝑞 + 𝛼1
𝑖𝑗𝑞

2 (7)

Коэффициенты 𝛼0
𝑖𝑗 и 𝛼1

𝑖𝑗 каждой из 21 зависимости вычисляются с по-
мощью метода наименьших квадратов. Далее на основе этих зависимостей
оцениваются эффективные упругие свойства материала в виде квадратичной

зависимости тензора Пиолы-Кирхгофа
0
𝑒 от тензора Грина

0

𝐸𝑒

0

Σ𝑒
𝑖𝑗 =

(0)

𝐶 𝑖𝑗𝑘𝑙

0

𝐸𝑒
𝑘𝑙 +

(1)

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛

0

𝐸𝑒
𝑘𝑙

0

𝐸𝑒
𝑚𝑛 (8)

Таким образом, оценка эффективных упругих свойств в нелинейном виде

представляет собой вычисление коэффициентов
(0)

𝐶 𝑖𝑗𝑘𝑙 и
(1)

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛 из (8).
Следует заметить, что оценка эффективных упругих свойств в линейном

виде (при малых деформациях) имеет схожую идею, но существенно более
простую реализацию [5, 6].

Данная методика была ранее реализована в программном модуле Fidesys
Composite отечественной CAE-системы Fidesys [19], предназначенном для
оценки эффективных механических и теплофизических характеристик неод-
нородных материалов (композиционных, пористых и т.п.), с помощью мето-
да конечных элементов (МКЭ) [17, 18]. В данной работе впервые реализо-
ван вариант методики, в котором решение краевых задач теории упругости
в Fidesys Composite осуществляется с помощью более современного метода
спектральных элементов (МСЭ) [9].

Одним из основных преимуществ МСЭ является высокая точность ап-
проксимации решения при небольшом числе сеточных элементов по срав-
нению с МКЭ. Погрешность численного решения оценивается при этом:
‖[𝑢ℎ]− 𝑢ℎ‖ 6 𝐶 (𝑁), при этом 𝐶 (𝑁) = 𝐾1ℎ

𝑁𝑒−𝑁 для МСЭ и 𝐶 (𝑁) = 𝐾2ℎ
𝑁

для МКЭ. 𝐾1 и 𝐾2 – константы, ℎ – характерный размер сетки, 𝑁 – порядок
элемента, 𝑢ℎ – численное решение. Для интегрирования по элементам в МКЭ
принято использовать квадратурные формулы Гаусса. Одной из отличитель-
ных особенностей МСЭ является использование для вычисления интегралов
квадратурных формул Гаусса-Лобатто-Лежандра (ГЛЛ) [7]. Для аппрокси-
мации решения 𝑢 на гексаэдральных элементах (HEX) используются поли-
номы Лагранжа степени 𝑁 , построенные на тех же ГЛЛ-узлах, что необхо-
димы для вычисления интегралов по элементам с помощью квадратурной
формулы Гаусса-Лобатто-Лежандра. Для аппроксимации решения 𝑢 на тет-
раэдральных элементов (TET) используются функции формы, строящиеся
на полиномах Якоби степени не выше 𝑁 и элементах матрицы Вандермон-
да, построенной на основе значений полиномов Якоби в узлах элемента [8].
Для интегрирования по тетраэдральным спектральным элементам необхо-
димо выбирать симметричные квадратурные формулы с положительными
весами, например, описанные Чангом [16].
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3. Результаты численных расчётов

С помощью разработанного модуля Fidesys Composite были проведены
две серии численных расчётов эффективных характеристик резины, напол-
ненной техническим углеродом. Механические свойства углерода описыва-
лись законом Гука с модулем Юнга 20000 МПа и коэффициентом Пуассона
0.2. Каучук моделировался материалом Муни-Ривлина с константами C1 =
–0.05709 МПа, C2 = 1.05046 МПа. В обеих сериях рассматривалась упрощён-
ная модель структуры наполненного эластомера – периодическая структура.

Задача №1. Зависимость эффективных упругих свойств наполненного
эластомера от ориентации эллипсоидальных частиц наполнителя

Изучалась зависимость эффективных упругих свойств наполненного эла-
стомера с частицами наполнителя в виде эллипсоида от ориентации частиц
наполнителя в пространстве. Рассматривалась упрощённая модель геомет-
рии композита в виде периодической структуры. Ячейкой периодичности был
единичный куб. Частица наполнителя имела форму эллипсоида вращения с
соотношением осей 2:1:1. Степень наполнения составляла 6.7%. Большая ось
эллипсоида находилась в плоскости XY, варьировался угол её наклона по
отношению к оси X от 0 до 90%.

Расчёты показали, что для коэффициента
(0)

𝐶 1111, отвечающего за пове-
дение материала при деформации вдоль оси X, максимальное значение со-
ставляет 54 МПа (достигается при нулевом угле), а минимальное значение
50 МПа (достигается при угле 45 градусов). Таким образом, максимальное

и минимальное значения
(0)

𝐶 1111 разнятся на 8%. Для прочих коэффициентов
различие между максимальной и минимальной величиной ещё меньше.

Таким образом, полученные результаты позволяют сделать вывод, что
при данной степени наполнения и при данной форме частиц наполните-
ля пространственная ориентация частиц влияет на эффективные
упругие характеристики достаточно слабо.

Расчёты для этой задачи для всех углов проводились как на тетраэдраль-
ных конечных элементах второго порядка, так и на тетраэдральных спек-
тральных элементах третьего порядка, но большего характерного размера,
нежели конечные элементы. Количество элементов сетки для МСЭ было в
3.5 раза меньше, чем для МКЭ. Результаты расчётов показали, что практиче-
ски всегда различие между соответствующими коэффициентами составляло
не более 1%, в редких случаях доходя до 2%. При этом более крупная сетка
из спектральных элементов позволила сократить время расчёта в полтора
раза. Поскольку расчёты нелинейно-упругих эффективных свойств компо-
зитов при конечных деформациях ранее сравнивались с аналитическими ре-
шениями в работах [11, 13, 15] и показали хорошее совпадение, это позволяет
сделать вывод, что метод спектральных элементов (МСЭ) применим
для численной оценки эффективных характеристик композицион-
ных материалов и позволяет получить определённый выигрыш по
времени (по сравнению с МКЭ) при сохранении точности.
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Задача №2. Зависимость эффективных упругих свойств наполненного
эластомера от степени наполнения

Изучалась зависимость эффективных упругих свойств наполненного эла-
стомера от степени наполнения. Рассматривалась упрощённая модель гео-
метрии композита в виде периодической структуры. Ячейкой периодичности
был единичный куб. Частица наполнителя имела форму шара. Степень на-
полнения варьировалась от 5% до 30%.

Поскольку решение предыдущей задачи показало совпадение результатов
для МКЭ и МСЭ в пределах 2% – данная задача рассчитывалась только с
помощью МСЭ, что позволило уменьшить время расчётов.

Приведём графики для линейных коэффициентов
(0)

𝐶 1111,
(0)

𝐶 1212 и
(0)

𝐶 1122.
Исходя из физических соображений, на графиках использовалась линейная
аппроксимация.

Рис. 1: Зависимость коэффициента
(0)

𝐶 1111 наполненного эластомера от степе-
ни наполнения.

Как видно из графиков, коэффициент
(0)

𝐶 1111, определяющий поведение
материала при растяжении/сжатии вдоль оси X, зависит от степени напол-
нения практически линейно (Рисунок 1): чем больше степень наполнения

– тем больше
(0)

𝐶 1111. График для коэффициента
(0)

𝐶 2222 выглядит точно так
же, поэтому здесь он не приведён. Аналогичный характер имеют зависимо-

сти от степени наполнения коэффициента
(0)

𝐶 1212 (Рисунок 2), определяющего

поведение материала при сдвиговых деформациях, и коэффициента
(0)

𝐶 1122

(Рисунок 3).

Можно отметить, что коэффициент
(0)

𝐶 1212 в 20-30 раз меньше
(0)

𝐶 1111 – осо-
бенность структуры наполненного эластомера такова, что материал ощутимо
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Рис. 2: Зависимость коэффициента
(0)

𝐶 1212 наполненного эластомера от степе-
ни наполнения.

Рис. 3: Зависимость коэффициента
(0)

𝐶 1122 наполненного эластомера от степе-
ни наполнения.

легче поддаётся сдвиговым деформациям, чем растягивающим или сжима-
ющим.

Приведём также графики для нелинейных коэффициентов
(1)

𝐶 111111 и
(1)

𝐶 121212.

Графики показывают, что коэффициент
(1)

𝐶 111111 (определяющий нелиней-
ность материала при деформации вдоль оси X ), увеличивается по моду-
лю при росте степени наполнения (Рисунок 4). График для коэффициен-

та
(1)

𝐶 222222 выглядит точно так же. При этом сами коэффициенты
(1)

𝐶 111111
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Рис. 4: Зависимость коэффициента
(1)

𝐶 111111 наполненного эластомера от сте-
пени наполнения.

Рис. 5: Зависимость коэффициента
(1)

𝐶 121212 наполненного эластомера от сте-
пени наполнения.

и
(1)

𝐶 222222 являются отрицательными величинами. А коэффициент
(1)

𝐶 121212

(определяющий нелинейность при сдвиговых деформациях) – положителен,
при увеличении степени наполнения также увеличивается (Рисунок 5). Это
свидетельствует о том, что поправка от учёта нелинейных эффектов для на-
пряжения при растягивающих деформациях является отрицательной, а при
сдвиговых деформациях – положительной.
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4. Заключение

Таким образом, в статье представлена методика численной оценки эф-
фективных механических характеристик эластомерных композитов. Науч-
ная новизна этой методики определяется учётом нелинейных эффектов при
конечных деформациях. Учитывается как физическая, так и геометриче-
ская нелинейность. Эффективные определяющие соотношения представле-
ны в виде квадратичной зависимости между осреднёнными напряжениями
и деформациями. Для вычисления эффективных модулей упругости реша-
ются последовательности краевых задач нелинейной теории упругости для
деформаций разного типа и величины. Вычисления проводятся с помощью
программного модуля Fidesys Composite в составе CAE-системы Fidesys. Ре-
зультаты расчётов эффективных характеристик эластомерного композита,
представленные в работе, подтверждают работоспособность методики. Ис-
следовано влияние пространственной ориентации частиц наполнителя и сте-
пени наполнения на эффективные свойства. В частности, установлено, что
влияние ориентации эллипсоидальных частиц наполнителя на эффективные
свойства достаточно мало при достаточно малой степени наполнения. Кроме
того, проведено сравнение численных результатов, полученных для одних и
тех же задач с помощью МКЭ и МСЭ, показавшее совпадение результатов с
хорошей точностью (порядка 1%).

Полученные результаты позволяют оценить влияние нелинейных эффек-
тов на механические свойства наполненного эластомера для деформаций раз-
личной величины. Так, например, из рисунков (Рисунок 1 и Рисунок 4) вид-
но, что при одноосном растяжении величиной деформации порядка 15% по-
правка от учёта нелинейных эффектов для напряжения в направлении той
же оси составит примерно 25%.

Авторы выражают благодарность профессору МГУ имени М.В. Ломоно-
сова В.А. Левину за постановку задачи и внимание при её выполнении.
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