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Аннотация

В рамках континуальной механики разрабатывается двухкомпо-
нентная модель материала, содержащего примесь, и исследуется вза-
имное влияние диффузии примеси и деформации основной структуры.
Выводится уравнение движения примеси — обобщенное уравнение диф-
фузии, которое позволяет учитывать не только перенос примеси за счет
движения основной структуры, но и влияние деформации на коэффи-
циент диффузии. Рассмотрены модельные задачи, которые качественно
описывают два важнейших явления, экспериментально наблюдаемые
при воздействии вибрации на материалы с примесью, локализацию кон-
центрации примеси и падение обобщенной жесткости образца. В обеих
задачах получены приближенные аналитические решения, которые хо-
рошо согласуются с проведенными ранее численными исследованиями
и экспериментальными данными.
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Within the framework of the continuum mechanics, the authors develop
a two-component impurity-containing model and investigate the mutual
influence of impurity diffusion and the basic structure strains. They derive
the equation of impurity motion — the generalized diffusion equation,
which allows them to take into account not only impurity transport due
to the basic structure motion, but also the effect of strain on the diffusion
coefficient. The paper considers modeling problems that qualitatively
describe two most important phenomena that are observed experimentally
under vibration on materials with an admixture, localization of the impurity
concentration, and the drop in the generalized rigidity of the sample. In
both problems, approximate analytical solutions are obtained that are in
good agreement with earlier numerical studies and experimental data.

Keywords: continuummechanics, two-component material model, diffusion,
deformation, approximate analytical solutions.

1. Введение

Вибрационная механика, как специальный раздел динамических задач
механики сплошной среды, занимает особое место в исследовании явления
массопереноса в неоднородных средах (в самом общем случае, это движе-
ние примеси в твердом теле, просачивание жидкости через твердое тело или
другую жидкость, движение особых жидкостей). Подробное изложение ос-
новных проблем и методов вибрационной механики представлено в работе
[1]. Здесь мы будем рассматривать проблему взаимного влияния диффузии
примеси и деформации упругой среды, подвергающейся вибрационному воз-
действию. Известно, что нестационарные механические нагрузки приводят к
перераспределению примеси в материале, что может оказать значительное
влияние на механические свойства образца [2].

В большинстве исследований, посвященных диффузии в твердых телах,
используются феноменологические модели, которые позволяют учитывать
только влияние напряженного состояния среды на диффузию примеси [3].
При этом остается открытым вопрос как кинетические процессы в материа-
ле (диффузия примеси, осаждение частиц примеси на основную структуру)
влияют на механические свойства материала. Для описания материала, со-
держащего примесь, в [4, 5] разработана (предложена) двухкомпонентная
континуальная модель. Предполагалась, что взаимодействие между приме-
сью и основной структурой определяется внутренними силами взаимодей-
ствия, которые зависят от деформации материала (напряженного состояния)
и массобменом между частицами примеси и основной структуры. В рамках
этой модели в [5] была получена система определяющих уравнений и иссле-
довано статические напряженное состояние материала с примесью. В работе
[4] предложена модель для описания процесса структурной перестройки в од-
номерном образце под действием динамической нагрузки. Здесь использова-
лись упрощенные балансовые уравнения, не содержащие конвективной диф-
фузионной части и изменение механических свойств материала было вызва-
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но структурной перестройкой — абсорбцией примеси на основную структуру
(массообменом между частицами примеси и основной структурой). В рабо-
те [7] анализ напряженно-деформируемого состояния материала с примесью
был проведен с помощью методов статистической физики. Было получено
хорошее качественное совпадение результатов с результатами, которые дает
двухкомпонентная механическая модель [4, 5]. В работе [8] выведено урав-
нение движения примеси — обобщенное уравнение диффузии, позволяющее
учитывать влияние деформации основной структуры на перераспределение
примеси. Рассмотрен одномерный стержень под действием циклической на-
грузки, показано, что если не учитывать массообмен между компонентами
среды, то частицы примеси локализуется в центральной части образца.

Данная работа является продолжением исследований, начатых в [5] и [8].
Ее цель — в рамках двухкомпонентной модели описать динамику материала,
содержащего примесь, и исследовать взаимное влияние диффузии примеси
и деформации основной структуры. Предполагается, что свободные частицы
примеси могут встраиваться в основную структуру и, таким образом, вли-
ять на ее механические свойства. В данной работе мы ограничимся иссле-
дованием частных (предельных) случаев, которые качественно описывают
два важнейших явления, экспериментально наблюдаемых при воздействии
вибрации на материалы с примесью, локализация концентрации примеси и
падение обобщенной жесткости образца. В обеих задачах получены прибли-
женные аналитические решения, которые хорошо согласуются с проведен-
ными ранее численными исследованиями и экспериментальными данными.
Данные модельные задачи позволяют качественно исследовать особенности
диффузионных процессов при нестационарном внешнем воздействии и мо-
гут являться тестовыми для анализа сложных задач о взаимном влиянии
диффузионных и динамических процессов в многокомпонентных средах, и
связанных с ними проблем механики прочности материалов [6].

2. Уравнение движения примеси. Обобщенное
диффузионное уравнение

В рамках двухкомпонентного подхода [5] будем рассматривать две вза-
имопроникающие среды: динамически деформируемую основную структуру
тела (например, решетку металла) и подвижную примесь в теле. Будем пред-
полагать, что возможен массообмен между диффундирующим веществом и
основной структурой. Совместное движение и связь этих двух сред описы-
ваются в абсолютной системе координат следующей системой уравнений :
уравнение движения основной структуры

∇⃗ · 𝜎⃗ = 𝜌1
𝜕𝑣⃗1
𝜕𝑡

− 𝐽𝑣⃗1 − 𝑅⃗, (1)

уравнение движения подвижной примеси

−∇⃗𝑝 = 𝜌2
𝜕𝑣⃗2
𝜕𝑡

+ 𝐽𝑣⃗2 +R, (2)
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уравнение баланса масс основной структуры

𝜕𝜌1
𝜕𝑡

+ ∇⃗ · (𝜌1𝑣⃗1) = −𝐽, (3)

уравнение баланса масс подвижной примеси

𝜕𝜌2
𝜕𝑡

+ ∇⃗ · (𝜌2v2) = 𝐽, (4)

уравнение состояния основной структуры

𝜎⃗ = 𝜎⃗(𝜀) (5)

уравнение состояния подвижной примеси

𝑝 = 𝑝(𝜌2) (6)

Здесь 𝜌1, 𝑣⃗1 𝜎⃗, 𝜀 — плотность, вектор скорости, тензор напряжений и дефор-
мация первой компоненты соответвенно; 𝜌2, v2, 𝑝 — плотность, вектор ско-
рости и давление подвижной примеси (вторая компонента). Взаимодействие
между компонентами было определено в [5], 𝐽 — источниковый член, 𝑅⃗ —
внутренняя сила взаимодействия основной структуры и подвижной примеси

R = 𝜇(𝜀) 𝜌2 (v2 − v1) . (7)

Здесь 𝜇(𝜀) — коэффициент сопротивления. Далее реактивными силами 𝐽v1

и 𝐽v2 в уравнениях (1) и (2) будем пренебрегать.
Система уравнений (1)–(7) дополненная начальными и граничными усло-

виями описывает динамику среды, содержащей примесь. Введем относитель-
ную скорость движения примеси 𝜗⃗ = v2 − v1. Подставляя v2, выраженную
через относительную скорость движения примеси, в (2) и предполагая, что
переносные силы инерции много больше относительных, получим

𝜗⃗ = − 1

𝜇(𝜀)𝜌2

(︂
∇⃗𝑝+ 𝜌2

𝜕v1

𝜕𝑡

)︂
. (8)

Подставляя 𝜗⃗ в выражение (4), получим диффузионное уравнение, учиты-
вающее влияние деформации и силы инерции:

𝜕𝜌2
𝜕𝑡

− ∇⃗ ·
[︂

1

𝜇(𝜀)

(︂
∇⃗𝑝+ 𝜌2

𝜕v1

𝜕𝑡

)︂
− 𝜌2v1

]︂
= 𝐽. (9)

Дифференцируя уравнение состояния (6) по 𝜌2 и предполагая, что скорость
звука в примеси 𝑐22 = 𝜕𝑝/𝜕𝜌 мало меняется, уравнение (9) можно переписать
в виде

𝜕𝜌2
𝜕𝑡

− ∇⃗ ·
[︂
𝐷(𝜀)

(︂
∇⃗𝜌2 +

𝜌2
𝑐22

𝜕v1

𝜕𝑡

)︂
− 𝜌2v1

]︂
= 𝐽, (10)
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где 𝐷(𝜀) = 𝑐22/𝜇(𝜀) — коэффициент диффузии, который пропорционален ха-
рактерному размеру проницаемости основной структуры и зависит от сфе-
рической деформации [8]. Таким образом, полученное уравнение определяет
движение примеси. Первое слагаемое

∇⃗ ·
[︂
𝐷(𝜀)

(︂
∇⃗𝜌2 +

𝜌2
𝑐22

𝜕v1

𝜕𝑡

)︂]︂
(11)

определяет диффузионный перенос примеси. Второе слагаемое ∇⃗ · [v𝑠 𝜌𝑓 ]
определяет перенос примеси за счет движения основной структуры (ранее это
слагаемое не учитывалось [8]). Заметим, что полученное обобщенное урав-
нение диффузии (10) отличается от известных адвективно-диффузионных
уравнений (см. [9]) тем, что коэффициент диффузии зависит от деформации
основной структуры, а так же наличием в первом «диффузионном» слагае-
мом (11) члена, определяемого вибрацией основной структуры.

Если нет деформации основной структуры, то уравнение (10) сводит-
ся к классическому уравнению диффузии с коэффициентом диффузии
𝐷0 = 𝐷(0). Поэтому в первом приближении 𝐷 определяется эксперименталь-
ными значениями [5]. Для малых деформаций можно считать, что значение
коэффициента диффузии D линейно зависит от 𝜀 и 𝐷(𝜀) = 𝐷0 − 𝐷1𝜀, где
𝐷1 > 0.

Система уравнений (1), (3), (5) и (10) позволяет нам определить динамику
перераспределения примеси при деформации материала. Заметим, что при
решении конкретных задач уравнения должны быть дополнены начальными
и граничными условиями.

3. Постановка задачи. Система определяющих
уравнений

В качестве примера рассмотрим одномерный стержень длиной 2𝐿, со-
держащий примесь, под воздействием циклической нагрузки 𝐹0 sin𝜔𝑡, 𝜔 —
частота нагрузки. Обозначим 𝜌+1 плотность частиц примеси, осажденных на
основную структуру, и 𝜌1 = 𝜌01 + 𝜌+1 , здесь 𝜌

0
1 = const. Тогда для плотности

осажденных частиц из уравнения (3) получим

𝜕𝜌+1
𝜕𝑡

+
𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝜌+1 𝑣1

)︀
= −𝐽. (12)

Заметим, что 𝜌+1 ≪ 𝜌1 и в уравнении динамики стержня (1) можно считать
𝜌1 = const. Кроме того в большинстве случаев влиянием внутренней силы
взаимодействия R на движение основной структуры в уравнении (1) можно
пренебречь.

Согласно [5], напряженное состояние основной структуры зависит от
плотности осажденной примеси 𝜌+1 и уравнение состояния для первой ком-
поненты (5) может быть записано в виде

𝜎 = 𝐸(𝜌+1 ) 𝜀, (13)
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где 𝐸(𝜌+1 ) — обобщенный модуль Юнга.
Источниковые члены запишем в следующем виде 𝐽 = −𝛼𝜌2, то есть бу-

дем считать, что возможно только встраивание частиц в основную структуру.
Коэффициент 𝛼 характеризует скорость осаждения частиц примеси на кри-
сталлическую решетку и определяется из экспериментальных данных. Более
подробно смотри [4, 5].

Переходя в уравнениях (1), (10) и (12) к перемещениям 𝑢 (𝑣1 = 𝜕𝑢/𝜕𝑡,
𝜀 = 𝜕𝑢/𝜕𝑥), получим следующую систему определяющих соотношений для
рассматриваемого одномерного стержня

𝜕𝜎

𝜕𝑥
= 𝜌1

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
, 𝜎 = 𝐸(𝜌+1 ) 𝜀, (14)

𝜕𝜌+1
𝜕𝑡

+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜌+1
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
= 𝛼 𝜌2, (15)

𝜕𝜌2
𝜕𝑡

− 𝜕

𝜕𝑥

[︂(︁
𝐷0 −𝐷1

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁(︂𝜕𝜌2
𝜕𝑥

+
𝜌2
𝑐22

𝜕2𝑢

𝜕 𝑡2

)︂
− 𝜌2

𝜕𝑢

𝜕 𝑡

]︂
= −𝛼 𝜌2 (16)

со следующими граничными и начальными условиями

𝑢
⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝜎
⃒⃒
𝑥=𝐿

= 𝐹0 sin𝜔𝑡, (17)

𝜕𝜌2
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
(︁
𝐷0 −𝐷1

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁[︂𝜕𝜌2
𝜕𝑥

+
𝜌2
𝑐22

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

]︂
− 𝜌2

𝜕𝑢

𝜕 𝑡

⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= 0. (18)

𝜌2
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜌0(𝑥), 𝜌+1
⃒⃒
𝑡=0

= 0

Введем безразмерные величины (параметры) следующим образом

𝑡1 =
𝐷0

𝐿2
𝑡, 𝑥1 =

𝑥

𝐿
, 𝑢 =

𝑢

𝐿
, 𝜌2 =

𝜌2
𝜌1
, Ω =

𝐿2

𝐷0

𝜔, 𝜎 =
𝐿2

𝜌1𝐷2
0

𝜎,

𝐸0 =
𝐿2

𝜌1𝐷2
0

𝐸0, 𝛼 =
𝛼𝐿2

𝐷0

, 𝛽 = 𝐷1/𝐷0, 𝜂 =
𝐷2

0

𝑐22𝐿
2
.

Тогда систем уравнений (14)–(16) принимает вид

𝜕𝜎

𝜕𝑥1
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑡21
, 𝜎 = 𝐸(𝜌+1 ) 𝜀, (19)

𝜕𝜌2
𝜕𝑡1

− 𝜕

𝜕𝑥1

[︂(︁
1− 𝛽

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︁(︂𝜕𝜌2
𝜕𝑥1

+ 𝜂 𝜌2
𝜕2𝑢

𝜕 𝑡21

)︂
− 𝜌2

𝜕𝑢

𝜕 𝑡1

]︂
= −𝛼 𝜌2, (20)

𝜕𝜌+1
𝜕𝑡1

+
𝜕

𝜕𝑥1

[︂
𝜌+1

𝜕𝑢

𝜕𝑡1

]︂
= 𝛼 𝜌2. (21)

с граничными условиями

𝑢
⃒⃒
𝑥1=0

= 0, 𝜎
⃒⃒
𝑥1=1

= 𝐹 0 sinΩ𝑡1, (22)

𝜕𝜌2
𝜕𝑥1

⃒⃒⃒
𝑥1=0

= 0,
(︁
1− 𝛽

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︁(︂𝜕𝜌2
𝜕𝑥1

+ 𝜂 𝜌2
𝜕2𝑢

𝜕 𝑡21

)︂
− 𝜌2

𝜕𝑢

𝜕 𝑡1

⃒⃒⃒
𝑥1=1

= 0,
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где 𝐹 0 = 𝐿2 𝐹0/𝜌1𝐷
2
0 и начальные условия

𝜌2|𝑡1=0 = 𝜌0(𝑥), 𝜌+1 |𝑡1=0 = 0. (23)

Система уравнений (19) - (23) сложна для прямого математического ана-
лиза, так как описывает взаимосвязь динамических процессов, имеющих раз-
ные временные масштабы: волновые процессы в основной структуре, диффу-
зия примеси и массообмен между компонентами. Поэтому мы рассмотрим
ряд частных случаев. Далее черту над величинами (верхнее подчеркивание)
опускаем.

4. Локализация диффузионного процесса

Пусть 𝐽 = 0, то есть нет массообмена между компонентами. В этом случае
частицы примеси не оседают на решетку, 𝜌+1 = 0, и модуль Юнга материала
остается постоянным 𝐸 = 𝐸0. Таким образом, система уравнений (19)–(23)
распадается на две задачи. Первая задача определяет колебаниях стержня
под действием вибрационной нагрузки, приложенной на его концах

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐20

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, (24)

𝑢
⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 𝐹0 sinΩ𝑡1. (25)

Здесь 𝑐20 = (𝑐𝐿/𝐷0)
2, 𝑐 =

√︀
𝐸0/𝜌1 — скорость звука в стержне. Естествен-

но считать колебания стержня установившимся процессом и таким образом,
решение задачи (24)–(25) имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑐0𝐹0

Ωcos
(︀
Ω/𝑐0

)︀ sinΩ𝑡 sin
(︀
Ω𝑥/𝑐0

)︀
.

Заметим, что Ω/𝑐0 ≪ 1 и

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐹0 𝑥 sinΩ𝑡. (26)

Вторая задача описывает перераспределение примеси в стержне под действи-
ем вибрационной нагрузки

𝜕𝜌2
𝜕𝑡

− 𝜕

𝜕𝑥

[︂(︁
1− 𝛽

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁(︂𝜕𝜌2
𝜕𝑥

+ 𝜂 𝜌2
𝜕2𝑢

𝜕 𝑡2

)︂
− 𝜌2

𝜕𝑢

𝜕 𝑡

]︂
= 0, (27)

𝜕𝜌2
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
(︁
1− 𝛽

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁(︂𝜕𝜌2
𝜕𝑥

+ 𝜂 𝜌2
𝜕2𝑢

𝜕 𝑡2

)︂
− 𝜌2

𝜕𝑢

𝜕 𝑡

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0, (28)

𝜌2|𝑡=0 = 𝜌0(𝑥). (29)

Обратимся к исследованию обобщенного уравнения диффузии. Заметим,
что если деформации основной структуры нет, то уравнение (27) превраща-
ется в классическое уравнение диффузии. Решение соответствующей задачи



ДИФФУЗИЯ ПРИМЕСИ В МАТЕРИАЛЕ . . . 297

Коши известно и диффузия приводит к равномерному распределению плот-
ности примеси по длине стержня

𝜌2 =

∫︁ 1

0

𝜌0 d𝑥 for 𝑡→ ∞.

Если в начальный момент времени распределение примеси постоянная вели-
чина 𝜌0 = const, то диффузии примеси не происходит.

Если считать, что коэффициент диффузии не зависит от деформации
стержня, то задача (27)–(29) сводится к следующей

𝜕𝜌2
𝜕𝑡

− 𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕𝜌2
𝜕𝑥

− 𝜌2
𝜕𝑢

𝜕 𝑡

]︂
= 0

𝜕𝜌2
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕𝜌2
𝜕𝑥

− 𝜌2
𝜕𝑢

𝜕 𝑡

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0,

𝜌2|𝑡=0 = 𝜌0(𝑥).

Здесь 𝑢(𝑥, 𝑡) определяется (26). Это так называемое адвективно- диффузион-
ное уравнение с переменным (периодическим) коэффициентом, которое по-
дробно исследовано (смотри, например [9]) и хорошо поддается численному
анализу. Диффузия приводит к перераспределению примеси с последующи-
ми колебаниями концентрации примеси около среднего значения, которые
вызваны вибрационным воздействием. Максимальные значения концентра-
ции примеси достигаются на концах и в центральной части образца.

Обратимся к общему случаю (27)–(29). Будем предполагать, что при виб-
рации стержня с частотой Ω плотность примеси 𝜌2 (а так же производные
𝜕𝜌2/𝜕𝑥, 𝜕2𝜌2/𝜕𝑥2) мало меняется за период колебаний, то есть

< 𝜌2(𝑥, 𝑡) > =
Ω

2𝜋

∫︁ 2𝜋
Ω

0

𝜌2(𝑥, 𝑡)d𝑡 = 𝜌2(𝑥, 𝑡)

Тогда подставляя (26) в (27)–(29) и усредняя полученную систему по интер-
валу [𝑡, 𝑡+ 2𝜋/Ω], получим следующую задачу Коши

𝜕𝜌2
𝜕𝑡

=
𝜕

𝜕𝑥

[︁𝜕𝜌2
𝜕𝑥

+ 𝛾 𝑥 𝜌2

]︁
(30)

𝜕𝜌2
𝜕𝑥

+ 𝛾 𝑥 𝜌2

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0,
𝜕𝜌2
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0 (31)

𝜌2
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜌0, (32)

где 𝛾 = 𝛽 𝜂 𝐴2
0Ω

2/2. Решение задачи (30)-(32) будем искать с помощью метода
разделения переменных. Поэтому сначала решим соответствующую задачу
Штурма-Лиувилля, а именно определим те значения параметра 𝜆 при кото-
рых существуют нетривиальные решения уравнения

𝐿𝜙 = −𝜆𝜙, 𝐿𝜙 = (𝜙𝑥 + 𝛾 𝑥𝜙)
′

𝑥 (33)
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удовлетворяющему граничным условиям

𝜙𝑥

⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝜙𝑥 + 𝛾 𝜙
⃒⃒
𝑥=1

= 0. (34)

Заметим, что преобразованиями 𝜙 = exp(−𝛾𝜁2/4)𝜓 и 𝑥 =
√
𝛾 𝜁 уравнение

(33) приводится к уравнению параболического цилиндра стандартной фор-
мы 𝑣𝜁𝜁 − [1

4
𝜁2 − 1

2
− 𝜆]𝜓 = 0, решение которого удобно записать через вырож-

денные гипергеометрические функции [10]. Тогда решение (33) может быть
представлено в виде

𝜙(𝑥) =

[︂
𝑎1𝐹1

(︁
− 𝜆

2𝛾
,
1

2
,
𝛾𝑥2

2

)︁
+ 𝑏 𝑥 1𝐹1

(︁𝛾 − 𝜆

2𝛾
,
3

2
,
𝛾𝑥2

2

)︁]︂
e−𝛾𝑥2/2, (35)

где 1𝐹1 — вырожденная гипергеометрическая функция, 𝑎, 𝑏 — неизвестные
постоянные. Дифференцируя (35) по 𝑥 и подставляя полученные результаты
в граничные условия (34), получим, что 𝑏 = 0 и уравнение для определения
собственных чисел 𝜆 имеет вид

𝛾 1𝐹1

(︁
− 𝜆

2𝛾
,
1

2
,
𝛾

2

)︁
− (𝛾 + 𝜆) 1𝐹1

(︁
− 𝜆

2𝛾
,
3

2
,
𝛾

2

)︁
= 0. (36)

Исследуя (36) для различных значений параметра 𝛾, получим, что оператор
𝐿 имеет простой дискретный спектр собственных чисел, начинающийся с
𝜆0 = 0:

0 < 𝜆1 < 𝜆2 < . . .

Соответствующие собственные функции определяются выражением

𝜙𝑘(𝑥) = 1𝐹1

(︁
− 𝜆𝑘
2𝛾
,
1

2
,
𝛾 𝑥2

2

)︁
exp(−𝛾 𝑥2/2)/𝑁𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , (37)

где 𝑁𝑘 =
[︀ ∫︀ 1

0 1𝐹1

(︀
− 𝜆𝑘

2𝛾
, 1
2
, 𝛾𝑥

2

2

)︀
e−𝛾𝑥2/2d𝑥

]︀1/2
(𝑘 = 0, 1, . . .) — нормирующие ко-

эффициенты.
Заметим, что при 𝛾 → 0 собственные числа спектральной задачи (33)–

(34) 𝜆𝑘 → (𝜋𝑘)2, а соответствующие собственные функции 𝜙𝑘 → cos 𝜋𝑘𝑥,
𝑘 = 0, 1, . . .. При 𝛾 < 1 это дает хорошее приближение собственных чисел и
собственных функций оператора 𝐿.

Будем искать решение исходной задачи Коши (30)–(32) в виде разложения
по найденным собственным формам

𝜌2(𝑥, 𝑡) = 𝜙0(𝑥)𝑞0(𝑡) +
∞∑︁
𝑘=1

𝜙𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑡) (38)

Подставляя (38) в (30)–(32), получим для определения обобщенных функций
𝑞𝑘(𝑡) следующую систему уравнений

𝑞0 = 0,

𝑞𝑘 + 𝜆𝑘𝑞𝑘 = 0, 𝑘 = 1, . . .

𝑞𝑘
⃒⃒
𝑡=0

= (𝜙𝑘, 𝜌0(𝑥)), 𝑘 = 0, 1, . . .
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Здесь (𝜙𝑘, 𝜌0(𝑥)) =
∫︀ 1

0
𝜌0(𝑥)𝜙𝑘(𝑥) d𝑥. Тогда решение задачи Коши (30)–(32)

имеет вид

𝜌2(𝑥, 𝑡) = 𝑐0 exp(−𝛾 𝑥2/2) +
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 1𝐹1

(︁
− 𝜆𝑘
2𝛾
,
1

2
,
𝛾 𝑥2

2

)︁
exp(−𝜆𝑘𝑡− 𝛾 𝑥2/2), (39)

𝑐𝑘 =
1

𝑁𝑘

∫︁ 1

0

𝜌0(𝑥)𝜙𝑘(𝑥) d𝑥, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Собственные числа 𝜆𝑘 определяются из уравнения (36). Если 𝜌0 = const, то
при больших 𝑡 плотность 𝜌2(𝑥, 𝑡) стремиться к стационарному решению (30),
которое имеет вид

𝜌2(𝑥, 𝑡) →
√︂

2𝛾

𝜋

𝜌0

erf
√︀
𝛾/2

exp(−𝛾𝑥2/2), 𝑡→ ∞.

Таким образом, полученное приближенное аналитическое решение зада-
чи показывает, что влияние колебаний приводит к накоплению примеси в
центральной части стержня. Если рассматривать в качестве примеси рас-
творенный в металле водород, то полученное решение качественно описы-
вает экспериментально наблюдаемое явление перераспределение водорода в
стальном образце под действием длительной циклической нагрузки [2, 12].
Кроме того, решение согласуется с численными результатами, полученными
в [8].

5. Структурные изменения в материале

Рассмотрим второй частный случай. Будем пренебрегать конвективной
диффузионной частью в уравнениях баланса масс (15) и (16), то есть будем
предполагать, что плотности компонент почти не меняются по длине стержня
𝜌2(𝑥, 𝑡) = 𝜌2(𝑡), 𝜌

+
1 (𝑥, 𝑡) = 𝜌+1 (𝑡). Тогда решение уравнений (20) и (21) имеет

вид
𝜌2 = 𝜌0 exp{−𝛼 𝑡}, 𝜌+1 = 𝜌0

(︀
1− exp{−𝛼 𝑡}

)︀
.

Модуль упругости в соответствии с моделью, предложенной в [5], принимает
вид

𝐸(𝜌+1 ) = 1/
[︀
1 + 𝜅

(︀
1− exp{−𝛼 𝑡}

)︀]︀
и уравнение движения основной структуры (19) можно записать в виде

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=
[︁
1 + 𝜅

(︀
1− exp{−𝛼 𝑡}

)︀]︁𝜕2𝑢
𝜕𝑡2

,

𝑢|𝑥=0 = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 𝐹 0

[︀
1 + 𝜅

(︀
1− exp{−𝛼 𝑡}

)︀]︀
sinΩ𝑡

где 𝜅 — безразмерный коэффициент, определяющий отношение модуляЮнга
«чистого» материала к модулю Юнга материала со встроенными частицами
примеси.
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Считая 𝛼/Ω ≪ 1 (малый параметр), будем решать задачу используя ме-
тод многих масштабов. Введем два масштаба времени 𝑡 и 𝜏 = 𝛼 𝑡 и для
нулевого приближения получим следующую задачу

𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

=
[︁
1 + 𝜅

(︀
1− exp{−𝜏}

)︀]︁𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

,

𝑢0|𝑥=0 = 0,
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 𝐹 0

[︀
1 + 𝜅2

(︀
1− exp{−𝜏}

)︀]︀
sinΩ𝑡,

решение которой имеет вид

𝑢0(𝑥, 𝑡, 𝜏) =
𝐹 0Ω0(𝜏)

Ω2 cosΩ0(𝜏)
sinΩ0(𝜏)𝑥 sinΩ𝑡,

где Ω0(𝜏) = Ω
√︁
1 + 𝜅

(︀
1− e−𝜏

)︀
.

Таким образом в предположении, что 𝛼 ≪ 1, получим «медленное» паде-
ние жесткости конструкции и увеличение амплитуды колебаний. Если 𝛼 ≫ 1,
то свободный водород встраивается в решетку со скоростью большей скоро-
сти звука в материале и структурная перестройка в материале (изменение
обобщенной жесткости конструкции) происходит «почти» мгновенно. Из экс-
периментальных данных известно, что скорость таких изменений действи-
тельно может быть больше скорости звука в материале [4].

Замечание. В данной модели мы считали 𝛼 постоянной величиной, но
по всей видимости 𝛼, как и коэффициент диффузии, должна зависеть от
деформации основной структуры, а возможно и концентрации примеси.

6. Заключение

Предложенная двухкомпонентная модель, которая позволяет описать
диффузию примеси в деформируемом материале и изменения структуры
материала (в частности, водородного охрупчивания металла) и сводится к
взаимодействию трех «конкурирующих» процессов:

� диффузия примеси, скорость которой может зависеть от деформации
основной структуры;

� осаждение примеси на основную структуру, которое в общем случае так
же зависит от деформации тела;

� нестационарно-волновые процессы в материале

При решении конкретных задач определяющим является то, что эти процес-
сы имеют различные масштабы во времени.

Мы рассмотрели два частных случая. Первый, когда массообменом при-
меси и основной структуры можно пренебречь (источниковые члены 𝐽 = 0).
Показано, что в этом случае влияние циклической нагрузки приводит к ло-
кализации примеси в центральной части образца. Во втором предельном слу-
чае предполагается, что скорость осаждения примеси на основную структуру
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много больше скорости диффузии и диффузионно-конвективными членами
в балансовых уравнениях можно пренебречь. Показано, что это приводит
к структурным изменениям в материале, а именно, к падению обобщенной
жесткости образца.

В общем случае процессы диффузии и массобмена невозможно разде-
лить. Однако, при анализе задач о взаимном влиянии диффузии примеси
и напряженно-деформируемого состояния среды можно понять как соотно-
сятся скорости этих процессов. Например, если скорость диффузии примеси
больше скорости ее осаждения на основную структуру, то можно ожидать,
что под действием вибрации примесь сначала локализуется в некоторой обла-
сти образца и частицы примеси встраиваются в основную структуру именно
в этой локальной области, что приводит к локальному изменению структу-
ры образца. Если же скорость осаждения примеси значительно превосходит
скорость диффузии, тогда примесь встраивается в основную структуру не
успевая локализоваться и структурная перестройка, а так же изменение ме-
ханических свойств происходит по всей длине образца.

В заключении заметим, что при решении конкретных задач система опре-
деляющих уравнений может быть исследована с помощью метода многих
масштабов и метода усреднения и решение предлагается искать в виде (26)
и (39), считая коэффициенты неизвестными функциями времени.
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