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Аннотация

В статье рассматриваются начально-краевые задачи для линей-
ных дифференциальных уравнений математической физики (эллипти-
ческих, гиперболических и параболических) с переменными коэффи-
циентами, зависящими от координат и времени. Такие уравнения вме-
сте с входными данными будем называть исходными. Уравнения с пе-
ременными коэффициентами описывают процессы в композиционных
материалах, у которых механические характеристики меняются либо
скачком либо непрерывно в пограничной области между фазами. Мно-
гие задачи из различных разделов линейной и нелинейной механики
сводятся к решению линейных уравнений с переменными коэффициен-
тами.

В случае периодических по координатам коэффициентов одним из
популярных способов решения уравнений является метод осреднения
Бахвалова–Победри (МБП), основанный на представлении решения
исходной задачи в виде асимптотического ряда по степеням малого
геометрического параметра, равного отношению характерного разме-
ра ячейки периодичности к характерному размеру тела. В этом методе
исходная краевая задача сводится к двум рекуррентным последова-
тельностям задач. Первая рекуррентная последовательность заключа-
ется в нахождении периодических решений вспомогательных задач в
ячейке периодичности. Вторая последовательность состоит в решении
начально-краевых задач для уравнения с постоянными эффективны-
ми коэффициентами. Эти коэффициенты находятся после решения на
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ячейке периодичности вспомогательных задач. Базой рекурсии во вто-
рой последовательности в МБП служит решение начально-краевой за-
дачи для уравнения с эффективными коэффициентами в области опре-
деления, имеющей ту же самую форму и точно с такими же входными
данными, что и исходная задача.

Входные данные в каждой из рекуррентных последовательностей
на каком либо шаге находятся лишь после того как решены все преды-
дущие рекуррентные задачи.

В настоящей статье получены новые интегральные формулы, поз-
воляющие выразить решение исходной задачи для уравнения с пере-
менными коэффициентами, зависящими от координат и времени, через
решение такой же задачи для уравнения с постоянными коэффициента-
ми. Уравнение с постоянными коэффициентами называется сопутству-
ющими уравнениями, а задача соответственно сопутствующей задачей.
В ядро интегральной формулы входит функция Грина и разность коэф-
фициентов исходного и сопутствующего уравнений. С помощью разло-
жения сопутствующего решения в многомерный ряд Тейлора из инте-
гральной формулы получено эквивалентное представление решения ис-
ходной задачи в виде ряда по всевозможным производным от решения
сопутствующей задачи. Коэффициенты при производных называются
структурными функциями. Они являются непрерывными функциями
координат и времени, обращающимися в нуль при совпадении исход-
ных и сопутствующих коэффициентов. Для определения структурных
функций построена система рекуррентных уравнений. Через структур-
ные функции определяются коэффициенты сопутствующих уравнений,
совпадающие в периодическом случае с эффективными коэффициен-
тами в МБП. В отличие от метода Бахвалова–Победри в новом под-
ходе нужно решать одну рекуррентную последовательность задач для
нахождения структурных функций и один раз решить задачу для од-
нородного тела с эффективными характеристиками.

Ключевые слова: Уравнения математической физики, уравнения с
переменными коэффициентами, интегральные формулы, осреднение
дифференциальных уравнений, структурные функции, эффективные
коэффициенты.
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THE BASIC LINEAR DIFFERENTIAL

EQUATIONS OF MATHEMATICAL PHYSICS
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Abstract

In paper initial-regional problems for linear differential equations are
considered The mathematical physics (elliptic, hyperbolic and parabolic)
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with variables In the factors depending on coordinates and time. Such
equations together with input datas we will be To name initial. The
equations with variable factors describe processes in the composite
Materials at which mechanical performances change or a saltus or it
is continuous in Boundary region between phases. Many problems from
various sections linear and nonlinear Mechanics are reduced to a solution
of simple equations with variable factors.

In case of periodic factors on coordinates one of popular modes of a
solution of the equations The method of average of Bahvalova–Pobedri
(MBP), based on representation of a solution is initial Problems in the form
of an asimptotical series on degrees of the small geometrical parametre equal
to the ratio Characteristic size of a mesh of periodicity to a characteristic
size of a skew field. In this method the initial The boundary value problem
is reduced to two recurrent sequences of problems. The first recurrent
The sequence consists in determination of periodic solutions of auxiliary
problems in a mesh Periodicity. The second sequence consists in a solution
of initial-regional problems for the equation with In constant effective
factors. These factors are after a solution on a mesh Periodicity of auxiliary
problems. As base of a recursion in the second sequence in MBP serves
Solution of a initial-regional problem for the equation with effective factors
in definition range, Having the same form and it is exact with the same
input datas, as an initial problem.

Input datas in each of recurrent sequences on what or a pitch are only
after that as the previous recurrent problems are solved all.

In the present paper the new integral formulas are received, allowing
to express a solution of the initial Problems for the equation with the
variable factors depending on co-ordinates and time, through a solution
The same problem for the equation with constant factors. The equation with
constant factors Is called as the accompanying equations, and the problem
according to accompanying a problem. In the kernel The integral formula
the Green function and a difference of factors initial and accompanying
enters The equations. By means of expansion of an accompanying solution
in a many dimensional Taylor series from the integral Formulas equivalent
representation of a solution of an initial problem in the form of a series
on the various is received Derivative of a solution of an accompanying
problem. Factors at derivatives are called as structural Functions. They
are continuous functions of coordinates and time, converted in zero at
Coincidence of initial and accompanying factors. For definition of structural
functions it is constructed System of the recurrent equations. Through
structural functions factors of the accompanying are defined The equations,
coinciding in a periodic case with effective factors in MBP. Unlike Method
of Bahvalova–Pobedri in the new approach it is necessary to solve one
recurrent sequence of problems For determination of structural functions
and once to solve a problem for a homogeneous skew field with the effective
In performances.

Keywords: The equations of mathematical physics, integral formulas,
average of differential equations, structural functions, effective factors.
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1. Введение

Задачи для неоднородных тел с быстроосциллирующими коэффициента-
ми рассматривались в семидесятые годы В.А. Ломакиным и его учениками
[1]. К настоящему времени наиболее распространенным методом решения
подобных задач является асимптотический метод малого геометрического
параметра. В России и за рубежом вышло большое количество статей и мо-
нографий, посвященных этому направлению, применительно к линейным и
нелинейным задачам механики композитов. Опубликовано большое количе-
ство работ математиков и механиков [2, 3, 4, 5]. Отметим, что в 1984 году,
практически одновременно, в СССР вышли три замечательные книги по-
священные методу осреднения. Это книги Н.С. Бахвалова, Г.П. Панасенко
[6], Б.Е. Победри [7] и Э. Санчес-Паленсия [8]. После этого последовало рез-
кое увеличение количества публикаций российских и иностранных авторов
в этой области. Учитывая, что целью настоящей публикации не является
подробный литературный обзор, упомянем лишь некоторые книги из обшир-
ного списка книг и статей: [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17] и др. В этих книгах
можно найти более подробную библиографию работ по теории осреднения
уравнений с периодическими коэффициентами.

Огромный вклад в развитие метода осреднения внесли ученые МГУ име-
ни М.И. Ломоносова, в частности в 1985 г. Н.С. Бахвалов и Б.Е. Победря
в составе коллектива авторов за создание методов расчета конструкций из
композиционных материалов получили Государственную премию СССР в об-
ласти науки. В 1987 г. на механико-математическом факультете МГУ имени
М.В. Ломоносова была организована кафедра механики композитов, кото-
рую с первого дня и до своей кончины 1 марта 2016 г. возглавлял Борис
Ефимович Победря. Метод осреднения в механике композитов с регулярной
структурой по праву называется методом осреднения Бахвалова–Победри.

В настоящей работе показано, что решение исходной задачи для уравне-
ния с переменными коэффициентами связано с решением такой же задачи
для уравнения с постоянными коэффициентами (сопутствующая задача) с
помощью интегральной формулы. Приведена единая интегральная формула
пригодная для уравнений эллиптического, гиперболического и параболиче-
ского типов с переменными коэффициентами, зависящими от координат и
времени. Наряду с интегральными представлениями получены представле-
ния решений исходных уравнений в виде рядов по всевозможным производ-
ным от решений сопутствующих уравнений с постоянными коэффициента-
ми. Коэффициенты при производных называются структурными функция-
ми. Они существенно зависят от характера неоднородности исходных коэф-
фициентов. Для их определения выписаны системы рекуррентных уравне-
ний. Через структурные функции вычисляются постоянные коэффициенты
сопутствующего уравнения. В механике периодически неоднородных компо-
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зитов они называются эффективными коэффициентами [6, 7]. Проблема эф-
фективных коэффициентов в механике деформируемых твердых тел в гео-
метрически нелинейном случае рассмотрена в работах [18, 19]

Решение рекуррентных специальных задач для структурных функций в
одномерном случае находятся аналитически. В других случаях применяют-
ся приближенные способы вычислений, например метод Бубнова-Галеркина
[20, 21]. Кроме этого, широко применяется метод конечных элементов ре-
ализованный, в частности, в виде отечественного программного комплекса
"ФИДЕСИС" [22].

В настоящей статье показано, что решение исходной задачи для уравне-
ния с переменными коэффициентами связано с решением такой же задачи
для уравнения с постоянными коэффициентами (сопутствующая задача) с
помощью интегральной формулы. Приведена единая интегральная формула
пригодная для уравнений эллиптического, гиперболического и параболиче-
ского типов с переменными коэффициентами, зависящими от координат и
времени. Наряду с интегральными представлениями получены представле-
ния решений исходных уравнений в виде рядов по всевозможным производ-
ным от решений сопутствующих уравнений с постоянными коэффициента-
ми. Коэффициенты при производных называются структурными функция-
ми. Они существенно зависят от характера неоднородности исходных коэф-
фициентов. Для их определения выписаны системы рекуррентных уравне-
ний. Через структурные функции вычисляются постоянные коэффициенты
сопутствующего уравнения. В механике периодически неоднородных компо-
зитов они называются эффективными коэффициентами [6, 7]. Проблема эф-
фективных коэффициентов в механике деформируемых твердых тел в гео-
метрически нелинейном случае рассмотрена в работах [18, 19]

Решение рекуррентных специальных задач для структурных функций в
одномерном случае находятся аналитически. В других случаях применяют-
ся приближенные способы вычислений, например метод Бубнова-Галеркина
[20, 21]. Кроме этого, широко применяется метод конечных элементов ре-
ализованный, в частности, в виде отечественного программного комплекса
"ФИДЕСИС" [22].

2. Постановка задач и вывод интегральной фор-
мулы

В области 𝑉 , ограниченной поверхностью Σ, рассматривается начально-
краевая задача для уравнения вида[︀

𝐶𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢,𝑗
]︀
,𝑖
− 𝜂(𝑥, 𝑡) 𝑢̇−

[︀
𝜌(𝑥, 𝑡) 𝑢̇

]︀·
+𝑋(𝑥, 𝑡) = 0 , (1)

где 𝑡 - время; одна или две точки над символом обозначают, соответствен-
но, первую или вторую производную по времени; 𝑥 - декартовы координаты
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3; индекс после запятой обозначает производную по соответствующей
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координате; по повторяющимся индексам предполагается суммирование в со-
ответствующих пределах; коэффициенты 𝐶𝑖𝑗(𝑥, 𝑡), 𝜂(𝑥, 𝑡) и 𝜌(𝑥, 𝑡) являются
интегрируемыми функциями координат и времени, 𝐶𝑖𝑗 — симметричные по-
ложительно определенные коэффициенты;𝑋(𝑥, 𝑡)— заданная функция коор-
динат и времени. Искомая величина 𝑢(𝑥, 𝑡) может быть как скалярной, так
и векторной функцией с компонентами 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, при этом коэффициенты
𝐶𝑖𝑗 не симметричны и являются положительно определенными матрицами
𝐶𝑖𝑗 = (𝐶𝑘𝑖𝑙𝑗).

В зависимости от физического смысла коэффициентов уравнение (1) опи-
сывает различные процессы. Далее их конкретизировать не будем. Не будем
также конкретизировать типы граничных и начальных условий. Задачу для
уравнения (1) будем называть исходной задачей.

Наряду с уравнением (1), в той же области 𝑉 , рассматривается уравнение
с постоянными коэффициентами 𝐶𝑜

𝑖𝑗 = 𝐶𝑜
𝑗𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., 𝜂𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., 𝜌𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝐶𝑜
𝑖𝑗 𝑣,𝑖𝑗 − 𝜂𝑜 𝑣̇ − 𝜌𝑜 𝑣 +𝑋(𝑥, 𝑡) = 0. (2)

Предполагается, что функция 𝑣 удовлетворяет таким же, что и 𝑢 гра-
ничным и начальным условиям. Задачу для уравнения (2) назовем сопут-
ствующей задачей. Отметим, что коэффициенты 𝐶𝑜

𝑖𝑗, 𝜂
𝑜, 𝜌𝑜 сопутствующего

уравнения (2), в общем случае, являются любыми физически допустимы-
ми величинами и никак не связаны с коэффициентами уравнения (2) ис-
ходной задачи. Ниже будет показано, что в случае периодически неоднород-
ных исходных коэффициентов, сопутствующие коэффициенты, необходимым
образом, совпадают с эффективными коэффициентами в смысле определе-
ния [6, 7]. Полученные при этом выражения сопутствующих коэффициентов
обобщаются на случай произвольных исходных коэффициентов, зависящих
от координат и времени.

В уравнении (1) заменим t на 𝜏 , затем умножим его на функцию 𝐺(𝑥, 𝑡−𝜏)
и проинтегрируем по области V и по 𝜏 от нуля до t, получим:

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

{︁[︀
𝐶𝑖𝑗(𝑥, 𝜏)𝑢,𝑗

]︀
,𝑖
−𝜂(𝑥, 𝜏) 𝑢̇𝜏 −

[︀
𝜌(𝑥, 𝜏) 𝑢̇𝜏

]︀·
𝜏
+𝑋(𝑥, 𝜏)

}︁
𝐺(𝑥, 𝑡−𝜏) 𝑑𝑉 = 0

(3)

Функция 𝐺(𝑥, 𝑡) пока, что произвольная непрерывная функция, имеющая
нулевые начальные и граничные значения, сообразные граничным значениям
исходной задачи. Интегралы в (3) преобразуем с помощью теоремы Гаусса–
Остроградского [23] и используем то обстоятельство, что входные данные
для основной и сопутствующей задач одинаковы, а начальные и граничные
значения функции 𝐺(𝑥, 𝑡) — нулевые. После преобразований тождество (3)
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приобретает вид:

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

[︁
(𝐶𝑖𝑗 𝐺,𝑖),𝑗 − 𝜂 𝐺̇−

(︀
𝜌 𝐺̇
)︀ ]︁

[𝑢(𝑥, 𝜏)− 𝑣(𝑥, 𝜏)] 𝑑𝑉+

+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

(𝐶𝑜
𝑖𝑗 − 𝐶𝑖𝑗) 𝑣,𝑗 𝐺,𝑖 𝑑𝑉 +

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

(𝜂𝑜 − 𝜂)𝑣̇𝜏 𝐺𝑑𝑉+

+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

(𝜌𝑜 − 𝜌)𝑣𝜏 𝐺𝑑𝑉 = 0

(4)

Ограничим еще больше произвол в выборе функций 𝐺(𝑥, 𝑡), подчинив их
внутри области 𝑉 уравнению

[𝐶𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝐺,𝑗],𝑖 − 𝜂(𝑥, 𝑡) 𝐺̇ −
(︀
𝜌 𝐺̇
)︀
= −𝛿(𝑥− 𝜉) 𝛿(𝑡− 𝜏) , (5)

где 𝛿(𝑥 − 𝜉) и 𝛿(𝑡 − 𝜏) - дельта-функции Дирака [24, 25], причем 𝛿(𝑥 − 𝜉) =
= 𝛿(𝑥1 − 𝜉1) × 𝛿(𝑥2 − 𝜉2)𝛿(𝑥3 − 𝜉3). Таким образом, 𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡 − 𝜏) —
функция Грина исходной задачи [26, 27]. В результате после подстановки (5)
в (3), замены 𝑥↔ 𝜉 и с учетом (2) получим окончательно

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

𝐺|𝑘(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏) [𝐶𝑜
𝑘𝑙 − 𝐶𝑘𝑙(𝜉, 𝜏)] 𝑣|𝑙(𝜉, 𝜏) 𝑑𝑉𝜉+

+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)
{︁[︀
𝜂𝑜 − 𝜂(𝜉, 𝜏)

]︀
𝑣̇𝜏 (𝜉, 𝜏) +

[︀
𝜌𝑜 − 𝜌(𝜉, 𝜏)

]︀
𝑣𝜏 (𝜉, 𝜏)

]︁
𝑑𝑉𝜉

(6)

Здесь индекс после вертикальной черты обозначает производную по со-
ответствующей переменной 𝜉. Убедимся, что выражение (6) удовлетворяет
исходному уравнению. Вначале вычислим все слагаемые, входящие в (1)

[︀
𝐶𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢,𝑗

]︀
,𝑖
=
(︀
𝐶𝑖𝑗 𝑣,𝑗

)︀
,𝑖
+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

(︀
𝐶𝑖𝑗 𝐺,𝑗

)︀
,𝑖|𝑘 [𝐶

𝑜
𝑘𝑙 − 𝐶𝑘𝑙(𝜉, 𝜏)] 𝑣|𝑙(𝜉, 𝜏) 𝑑𝑉𝜉+

+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

(︀
𝐶𝑖𝑗 𝐺,𝑗

)︀
,𝑖

[︀(︀
𝜂𝑜 − 𝜂(𝜉, 𝜏)

)︀
𝑣̇𝜏 (𝜉, 𝜏) +

(︀
𝜌𝑜 − 𝜌(𝜉, 𝜏)

)︀
𝑣𝜏 (𝜉, 𝜏)

]︀
𝑑𝑉𝜉 ,

𝑢̇ = 𝑣̇ +

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

𝐺̇|𝑘(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏) [𝐶𝑜
𝑘𝑙 − 𝐶𝑘𝑙(𝜉, 𝜏)] 𝑣|𝑙(𝜉, 𝜏) 𝑑𝑉𝜉+

+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

𝐺̇(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)
[︀(︀
𝜂𝑜 − 𝜂(𝜉, 𝜏)

)︀
𝑣̇𝜏 (𝜉, 𝜏) +

(︀
𝜌𝑜 − 𝜌(𝜉, 𝜏)

)︀
𝑣𝜏 (𝜉, 𝜏)

]︀
𝑑𝑉𝜉 ,
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[︀
𝜌(𝑥, 𝑡) 𝑢̇

]︀·
=
(︀
𝜌 𝑣̇
)︀·
+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

(︀
𝜌 𝐺̇
)︀·
|𝑘 [𝐶

𝑜
𝑘𝑙 − 𝐶𝑘𝑙(𝜉, 𝜏)] 𝑣|𝑙(𝜉, 𝜏) 𝑑𝑉𝜉+

+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

(︀
𝜌 𝐺̇
)︀· [︀(︀

𝜂𝑜 − 𝜂(𝜉, 𝜏)
)︀
𝑣̇𝜏 (𝜉, 𝜏) +

(︀
𝜌𝑜 − 𝜌(𝜉, 𝜏)

)︀
𝑣𝜏 (𝜉, 𝜏)

]︀
𝑑𝑉𝜉

Подстановка этих выражений в исходное уравнение дает:(︀
𝐶𝑖𝑗 𝑢,𝑗

)︀
,𝑖
− 𝜂 𝑢̇−

(︀
𝜌 𝑢̇
)︀·
+𝑋(𝑥, 𝑡) =

(︀
𝐶𝑖𝑗 𝑣,𝑗

)︀
,𝑖
− 𝜂𝑣̇ −

(︀
𝜌 𝑣̇
)︀·
+𝑋(𝑥, 𝑡)+

+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

[︁(︀
𝐶𝑖𝑗 𝐺,𝑗

)︀
,𝑖
− 𝜂𝐺̇−

(︀
𝜌 𝐺̇
)︀·]︁

|𝑘

[︀
𝐶𝑜

𝑘𝑙 − 𝐶𝑘𝑙(𝜉, 𝜏)
]︀
𝑣|𝑙(𝜉, 𝜏) 𝑑𝑉𝜉+

+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

[︁(︀
𝐶𝑖𝑗 𝐺,𝑗

)︀
,𝑖
− 𝜂𝐺̇−

(︀
𝜌 𝐺̇
)︀·]︁ [︀(︀

𝜂𝑜 − 𝜂(𝜉, 𝜏)
)︀
𝑣̇𝜏 (𝜉, 𝜏)+

+
(︀
𝜌𝑜 − 𝜌(𝜉, 𝜏)

)︀
𝑣𝜏 (𝜉, 𝜏)

]︀
𝑑𝑉𝜉 =

=
(︀
𝐶𝑖𝑗 𝑣,𝑗

)︀
,𝑖
− 𝜂𝑣̇ −

(︀
𝜌 𝑣̇
)︀·
+𝑋(𝑥, 𝑡)−

−
𝑡∫︁

0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

𝛿(𝑥− 𝜉)|𝑘⏟  ⏞  
=−𝛿(𝑥−𝜉),𝑘

𝛿(𝑡− 𝜏)
[︀
𝐶𝑜

𝑘𝑙 − 𝐶𝑘𝑙(𝜉, 𝜏)
]︀
𝑣|𝑙(𝜉, 𝜏) 𝑑𝑉𝜉−

−
𝑡∫︁

0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

𝛿(𝑥− 𝜉)𝛿(𝑡− 𝜏)
[︀(︀
𝜂𝑜 − 𝜂(𝜉, 𝜏)

)︀
𝑣̇𝜏 (𝜉, 𝜏)+

+
(︀
𝜌𝑜 − 𝜌(𝜉, 𝜏)

)︀
𝑣𝜏 (𝜉, 𝜏)

]︀
𝑑𝑉𝜉 =

=
(︀
𝐶𝑖𝑗 𝑣,𝑗

)︀
,𝑖
− 𝜂𝑣̇ −

(︀
𝜌 𝑣̇
)︀·
+𝑋(𝑥, 𝑡) +

[︀(︀
𝐶𝑜

𝑘𝑙 − 𝐶𝑘𝑙(𝑥, 𝑡)
)︀
𝑣,𝑙(𝑥, 𝑡)

]︀
,𝑘
−

−
[︀(︀
𝜂𝑜 − 𝜂(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑣̇(𝑥, 𝑡) +

(︀
𝜌𝑜 − 𝜌(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑣(𝑥, 𝑡)

]︀
=

= 𝐶𝑜
𝑘𝑙𝑣,𝑙𝑘 − 𝜂𝑜𝑣̇ − 𝜌𝑜𝑣 +𝑋(𝑥, 𝑡) = 0 Ч. Т. Д.

Из формул (4), (5) при 𝜌𝑜 = 0 и 𝜌(𝜉, 𝑡) ≡ 0 следует интегральная формула
для уравнения параболического типа. Интегральная формула для эллипти-
ческого уравнения получается из (4), (5) при 𝜂𝑜 = 0, 𝜌𝑜 = 0, и 𝜂(𝜉, 𝑡) ≡ 0,
𝜌(𝜉, 𝑡) ≡ 0, 𝐶𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗(𝜉), 𝑢 = 𝑢(𝑥), 𝑣 = 𝑣(𝑥), 𝐺 = 𝐺(𝑥, 𝜉).

Не представляет труда получить из общей формулы (6) интегральную
формулу для случая когда 𝑢 и 𝑣 — векторы, а 𝐶𝑖𝑗 — несимметричные по 𝑖𝑗
матрицы вида 𝐶𝑖𝑗 = (𝐶𝑖𝑘𝑗𝑙). Коэффициенты 𝐶𝑖𝑘𝑗𝑙 симметричны по первой и
второй парам индексов, а также по индексам в парах. В этом случае функция
Грина 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡 − 𝜏) переходит в тензор Грина, соответствующей исходной
задачи [28]. В векторном виде интегральная формула мало чем отличается
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от формулы (6), тем не менее, приведем ее здесь:

𝑢⃗(𝑥, 𝑡) = 𝑣⃗(𝑥, 𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

𝐺̃︀ |𝑘(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)
[︀
𝐶̃︀ 𝑜

𝑘𝑙 − 𝐶̃︀ 𝑘𝑙(𝜉, 𝜏)
]︀
𝑣⃗|𝑙(𝜉, 𝜏) 𝑑𝑉𝜉+

+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

𝐺̃︀ (𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)

{︂[︀
𝜂𝑜 − 𝜂(𝜉, 𝜏)

]︀𝜕𝑣⃗(𝜉, 𝜏)
𝜕𝜏

+
[︀
𝜌𝑜 − 𝜌(𝜉, 𝜏)

]︀𝜕2𝑣⃗(𝜉, 𝜏)
𝜕𝜏 2

}︂
𝑑𝑉𝜉

(7)
В этой формуле волна снизу символа означает матрицу 3× 3

𝐶̃︀ 𝑘𝑙 ≡

⎛⎝𝐶1𝑘1𝑙 𝐶1𝑘2𝑙 𝐶1𝑘3𝑙

𝐶2𝑘1𝑙 𝐶2𝑘2𝑙 𝐶2𝑘3𝑙

𝐶3𝑘1𝑙 𝐶3𝑘2𝑙 𝐶3𝑘3𝑙

⎞⎠ , 𝐺̃︀ ≡

⎛⎝𝐺11 𝐺12 𝐺13

𝐺21 𝐺22 𝐺23

𝐺31 𝐺32 𝐺33

⎞⎠
В компонентной записи формула (7) принимает вид:

𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) = 𝑣𝑖(𝑥, 𝑡)+

+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

𝐺𝑖𝑚|𝑘(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)[𝐶𝑜
𝑚𝑘𝑛𝑙 − 𝐶𝑚𝑘𝑛𝑙(𝜉, 𝜏)] 𝑣𝑛|𝑙(𝜉, 𝜏) 𝑑𝑉𝜉+

+

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑉

𝐺𝑖𝑚(𝜉, 𝑥, 𝑡− 𝜏)

{︂[︀
𝜂𝑜 − 𝜂(𝜉, 𝜏)

]︀𝜕𝑣𝑚(𝜉, 𝜏)
𝜕𝜏

+

+
[︀
𝜌𝑜 − 𝜌(𝜉, 𝜏)

]︀𝜕2𝑣𝑚(𝜉, 𝜏)
𝜕𝜏 2

}︂
𝑑𝑉𝜉 ,

(8)

где 𝐺𝑖𝑚(𝑥, 𝜉, 𝑡 − 𝜏) — компоненты тензора Грина исходной задачи. В стати-
ческом случае вместо (6) и (8) имеем

𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) +

∫︁
𝑉

𝐺|𝑖(𝑥, 𝜉)
[︀
𝐶𝑜

𝑖𝑗 − 𝐶𝑖𝑗(𝜉)
]︀
𝑣|𝑗(𝜉) 𝑑𝑉𝜉 ,

𝑢𝑖(𝑥) = 𝑣𝑖(𝑥) +

∫︁
𝑉

𝐺𝑖𝑚|𝑘(𝑥, 𝜉)
[︀
𝐶𝑜

𝑚𝑘𝑛𝑙 − 𝐶𝑚𝑘𝑛𝑙(𝜉)
]︀
𝑣𝑛|𝑙(𝜉) 𝑑𝑉𝜉 .

Интегральная формула для уравнений теории упругости неоднородного
анизотропного тела получена впервые в 1991 году в работе [38]. Аналогичная
формула в динамической задаче теории упругости выводится в [34]. Осредне-
ние гофрированных пластин с применением интегральных формул проведено
в работе [37]. Для связанных задач моментной теории упругости и нестаци-
онарной задачи термоупругости интегральные формулы найдены в [32, 36].
Интегральная формула в связанной задаче электромагнитоупругости опуб-
ликована в работе [30].
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3. Представление решения исходной задачи в ви-
де ряда по всевозможным производным от ре-
шения сопутствующей задачи. Структурные
функции.

Перемещение 𝑢, представленное формулой (6), можно использовать непо-
средственно, если известны тензор Грина исходной задачи и решение сопут-
ствующей задачи. Интегральная формула использовалась при исследовании
устойчивости неоднородных стержней с переменным поперечным сечением
в работе [33], при определении собственных частот колебаний неоднородных
стержней с переменным поперечным сечением в работах [31, 35]. В этих слу-
чаях исходные уравнения являются обыкновенными дифференциальными
уравнениями. Сопутствующая задача решается точно аналитически, а за-
дача для функции Грина — приближенно. В результате удается найти при-
ближенные аналитические выражения для критической силы и для первых
собственных частот при различных условиях закрепления концов.

В плоском и, тем более, в трехмерном случае поиск тензора Грина пред-
ставляет гораздо большую проблему, чем сама исходная задача. Поэтому
интегральная формула (6), на первый взгляд, представляет академический
интерес. Похожая ситуация изначально возникала и с интегральными фор-
мулами Сомилианы, однако, позднее из них вырос популярный метод гра-
ничных интегральных уравнений [39].

Для того, чтобы продвинуться дальше предположим, что функция 𝑣(𝜉, 𝜏)
бесконечно дифференцируема по всем переменным и раскладываются в ряд
Тейлора по времени и координатам в окрестности точки (𝑥, 𝑡), т.е.

𝑣(𝜉, 𝜏) =
∞∑︁

𝑝+𝑞=0
𝑝>0; 𝑞>0

(𝑡− 𝜏)𝑝

𝑝!
Π𝑖1···𝑖𝑞(𝜉, 𝑥)

𝜕𝑝𝑣,𝑖1···𝑖𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑝
,

Π𝑖1...𝑖𝑞(𝜉, 𝑥) ≡
1

𝑞!
(𝜉𝑖1 − 𝑥𝑖1) . . .

(︀
𝜉𝑖𝑞 − 𝑥𝑖𝑞

)︀
Tогда в интегралах формулы (6)

𝑣|𝑙(𝜉, 𝜏) =
∞∑︁

𝑝+𝑞=1
𝑝>0; 𝑞>1

(𝑡− 𝜏)𝑝

𝑝!
Π𝑖1···𝑖𝑞−1(𝜉, 𝑥)𝛿𝑙𝑖𝑞

𝜕𝑝𝑣,𝑖1···𝑖𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑝
,

𝑣̇(𝜉, 𝜏)𝜏 = −
∞∑︁

𝑝+𝑞=1
𝑝>1; 𝑞>0

(𝑡− 𝜏)𝑝−1

(𝑝− 1)!
Π𝑖1···𝑖𝑞(𝜉, 𝑥)

𝜕𝑝𝑣,𝑖1···𝑖𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑝
,

𝑣(𝜉, 𝜏)𝜏 =
∞∑︁

𝑝+𝑞=2
𝑝>2; 𝑞>0

(𝑡− 𝜏)𝑝−2

(𝑝− 2)!
Π𝑖1···𝑖𝑞(𝜉, 𝑥)

𝜕𝑝𝑣,𝑖1···𝑖𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑝
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В результате 𝑢(𝑥, 𝑡) представляется в виде ряда по всевозможным производ-
ным от решения сопутствующей задачи

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁

𝑝+𝑞=0

𝑁
(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑝𝑣,𝑖1...𝑖𝑞
𝜕𝑡𝑝

; 𝑝 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑞 = 0, 1, 2, . . . (9)

В формуле (9) верхний и нижний индексы в круглых скобках обозначают
порядок производной по времени и координате соответственно. Функции с
отрицательным верхним или нижним индексом тождественно равны нулю.
Функция 𝑁 (0)

(0) ≡ 1, а 𝑁 (𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

(𝑥, 𝑡) при 𝑝+ 𝑞 > 0 — непрерывные функции ко-
ординат 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 и времени 𝑡, представляющие собой взвешенные моменты
функции Грина и ее производных. Как видно из (9), функции 𝑁 (𝑝)

(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞
(𝑥, 𝑡)

симметричны по индексам 𝑖1 . . . 𝑖𝑞. 𝑁 -функции обращаются в нуль при равен-
стве исходных и сопутствующих коэффициентов. Если исходные коэффици-
енты периодичны по координатам, то и 𝑁 -функции, вдали от границы тела,
являются периодическими функциями по координатам, с теми же периода-
ми. Будем называть 𝑁 -функции структурными функциями.

Уравнения для структурных функций получаются при подстановке ряда
(9) в исходное уравнение (1), сбора коэффициентов при одинаковых произ-
водных и учета сопутствующего уравнения (2). Вначале проведем подгото-
вительную работу

𝑢,𝑗 =
∞∑︁

𝑝+𝑞=0

[︁
𝑁

(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑗

+𝑁
(𝑝)
(𝑞−1)𝑖1...𝑖𝑞−1

𝛿𝑗𝑖𝑞

]︁ 𝜕𝑝𝑣,𝑖1...𝑖𝑞
𝜕𝑡𝑝

𝑢̇ =
∞∑︁

𝑝+𝑞=0

[︁
𝑁̇

(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

]︁ 𝜕𝑝𝑣,𝑖1...𝑖𝑞
𝜕𝑡𝑝

,

(︀
𝐶𝑖𝑗𝑢,𝑗

)︀
,𝑖
=

∞∑︁
𝑝+𝑞=0

[︂(︁
𝐶𝑖𝑗𝑁

(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑖𝑞𝑁
(𝑝)
(𝑞−1)𝑖1...𝑖𝑞−1

)︁
,𝑖
+ 𝐶𝑖𝑞𝑗𝑁

(𝑝)
(𝑞−1)𝑖1...𝑖𝑞−1,𝑗

+

+ 𝐶𝑖𝑞𝑖𝑞−1𝑁
(𝑝)
(𝑞−2)𝑖1...𝑖𝑞−2

]︂
𝜕𝑝𝑣,𝑖1...𝑖𝑞
𝜕𝑡𝑝

,
(︀
𝜌 𝑢̇
)︀·
=

∞∑︁
𝑝+𝑞=0

{︂[︁
𝜚
(︁
𝑁̇

(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

)︁]︁·
+

+ 𝜚
(︁
𝑁̇

(𝑝−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝−2)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

)︁}︂ 𝜕𝑝𝑣,𝑖1...𝑖𝑞
𝜕𝑡𝑝

Здесь учтено, что 𝑁 -функции с отрицательным верхним или нижним индек-
сом тождественно равны нулю. Подстановка ряда (9) в исходное уравнение
переводит последнее в дифференциальное уравнение бесконечного порядка
для функции 𝑣(𝑥, 𝑡), которая, на самом деле, удовлетворяет сопутствующему



220 В. И. Горбачёв

уравнению (2)[︀
𝐶𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢,𝑗

]︀
,𝑖
− 𝜂(𝑥, 𝑡) 𝑢̇−

[︀
𝜌(𝑥, 𝑡) 𝑢̇

]︀·
+𝑋(𝑥, 𝑡) =

=
∞∑︁

𝑝+𝑞=0

{︂[︁
𝐶𝑖𝑗𝑁

(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑖𝑞𝑁
(𝑝)
(𝑞−1)𝑖1...𝑖𝑞−1

]︁
,𝑖
+

+𝐶𝑖𝑞𝑗𝑁
(𝑝)
(𝑞−1)𝑖1...𝑖𝑞−1,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑞𝑖𝑞−1𝑁
(𝑝)
(𝑞−2)𝑖1...𝑖𝑞−2

−

−𝜂
[︁
𝑁̇

(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

]︁
−
[︁
𝜚
(︁
𝑁̇

(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

)︁]︁·
−

−𝜚
[︁
𝑁̇

(𝑝−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝−2)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

]︁}︂ 𝜕𝑝𝑣,𝑖1...𝑖𝑞
𝜕𝑡𝑝

+

+𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐶𝑜
𝑖𝑗 𝑣,𝑖𝑗 − 𝜂𝑜 𝑣̇ − 𝜌𝑜 𝑣 +𝑋(𝑥, 𝑡)

Сравнивая теперь коэффициенты при производных от 𝑣 справа и слева
от полученного равенства получаем уравнения для структурных функций

в случае 𝑝+ 𝑞 = 1[︁
𝐶𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑁

(0)
(1)𝑖1,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑖1(𝑥, 𝑡)
]︁
,𝑖
− 𝜂(𝑥, 𝑡)𝑁̇

(0)
(1)𝑖1

−
[︁
𝜚(𝑥, 𝑡)𝑁̇

(0)
(1)𝑖1

]︁·
= 0[︁

𝐶𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑁
(1)
(0),𝑗

]︁
,𝑖
− 𝜂(𝑥, 𝑡)

(︁
𝑁̇

(1)
(0) + 1

)︁
−
[︁
𝜚(𝑥, 𝑡)

(︁
𝑁̇

(1)
(0) + 1

)︁]︁·
= −𝜂𝑜 (10)

в случае 𝑝+ 𝑞 = 2[︁
𝐶𝑖𝑗𝑁

(0)
(2)𝑖1𝑖2,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑖2𝑁
(0)
(1)𝑖1

]︁
,𝑖
− 𝜂𝑁̇

(0)
(2)𝑖1𝑖2

−
(︁
𝜚𝑁̇

(0)
(2)𝑖1𝑖2

)︁·
+ 𝐶𝑖2𝑗𝑁

(0)
(1)𝑖1,𝑗

+

+ 𝐶𝑖2𝑖1 = 𝐶𝑜
𝑖2𝑖1[︁

𝐶𝑖𝑗𝑁
(1)
(1)𝑖1,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑖1𝑁
(1)
(0)

]︁
,𝑖
− 𝜂
(︁
𝑁̇

(1)
(1)𝑖1

+𝑁
(0)
(1)𝑖1

)︁
−

−
[︁
𝜚
(︁
𝑁̇

(1)
(1)𝑖1

+𝑁0
(1)𝑖1

)︁]︁·
+ 𝐶𝑖1𝑗𝑁

(1)
(0),𝑗 = 0[︁

𝐶𝑖𝑗𝑁
(2)
(0),𝑗

]︁
,𝑖
− 𝜂
(︁
𝑁̇

(2)
(0) +𝑁

(1)
(0)

)︁
−
[︁
𝜚
(︁
𝑁̇

(2)
(0) +𝑁

(1)
(0)

)︁]︁·
− 𝜚
(︁
𝑁̇

(1)
(0) + 1

)︁
= −𝜚𝑜

(11)

в случае 𝑝+ 𝑞 = 𝑛 > 3[︁
𝐶𝑖𝑗𝑁

(𝑝+𝑞)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑖𝑞𝑁
(𝑝+𝑞)
(𝑞−1)𝑖1...𝑖𝑞−1

]︁
,𝑖
− 𝜂
(︁
𝑁̇

(𝑝+𝑞)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝+𝑞−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

)︁
−

−
[︁
𝜚
(︁
𝑁̇

(𝑝+𝑞)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝+𝑞−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

)︁]︁·
+

+ 𝐶𝑖𝑞𝑗𝑁
(𝑝+𝑞)
(𝑞−1)𝑖1...𝑖𝑞−1,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑞𝑖𝑞−1𝑁
(𝑝+𝑞)
(𝑞−2)𝑖1...𝑖𝑞−2

− 𝜚
(︁
𝑁̇

(𝑝+𝑞−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝+𝑞−2)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

)︁
= 0

(12)

Уравнения для структурных функций представляют собой группы рекур-
рентных уравнений. Началом рекурсии служит группа уравнений 𝑝+𝑞 = 1, из
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решения которых находятся функции 𝑁 (0)
(1)𝑖1

(𝑥, 𝑡) и 𝑁 (1)
(0) (𝑥, 𝑡). В каждой груп-

пе уравнения одного и того же типа. Свободные члены в уравнениях группы
определяются через структурные функции из двух предыдущих групп. Для
единственного решения структурных уравнений (10)-(12) нужно к каждому
уравнению добавить граничные и начальные условия. Например, в случае
первой начально-краевой задачи в области 𝑉 , ограниченной поверхностью Σ
из условия совпадения граничных и начальных условий в исходной и сопут-
ствующей задачах получаем следующие условия на структурные функции:

𝑁
(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

(𝑥, 𝑡)
⃒⃒⃒
𝑥∈Σ

= 0 , 𝑁
(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

(𝑥, 0) = 0 ,

𝑁̇
(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

(𝑥, 0) = 0 , 𝑝 > 0, 𝑞 > 0

Рекуррентные уравнения существенно упрощаются в том случае, когда
коэффициенты исходного уравнения не зависят от времени. В этом случае
можно принять, что и структурные функции от времени не зависят. Тогда
ряд для решения исходного уравнения (1), в котором коэффициенты не зави-
сят от времени представляется в том же самом виде (9), где все структурные
функции зависят от координат

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁

𝑝+𝑞=0

𝑁
(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

(𝑥)
𝜕𝑝𝑣,𝑖1...𝑖𝑞
𝜕𝑡𝑝

; 𝑝 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑞 = 0, 1, 2, . . . (13)

Подстановка этого ряда в исходное уравнение приводит к рекуррентным
уравнениям вида (10)-(12), в которых нужно убрать все производные по вре-
мени

в случае 𝑝+ 𝑞 = 1[︁
𝐶𝑖𝑗(𝑥)𝑁

(0)
(1)𝑖1,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑖1(𝑥)
]︁
,𝑖
= 0 ,

[︁
𝐶𝑖𝑗(𝑥)𝑁

(1)
(0),𝑗

]︁
,𝑖
− 𝜂(𝑥) = −𝜂𝑜 ; (14)

в случае 𝑝+ 𝑞 = 2[︁
𝐶𝑖𝑗(𝑥)𝑁

(0)
(2)𝑖1𝑖2,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑖2(𝑥)𝑁
(0)
(1)𝑖1

]︁
,𝑖
+ 𝐶𝑖2𝑗(𝑥)𝑁

(0)
(1)𝑖1,𝑗

+ 𝐶𝑖2𝑖1(𝑥) = 𝐶𝑜
𝑖2𝑖1

,[︁
𝐶𝑖𝑗(𝑥)𝑁

(1)
(1)𝑖1,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑖1(𝑥)𝑁
(1)
(0)

]︁
,𝑖
+ 𝐶𝑖1𝑗(𝑥)𝑁

(1)
(0),𝑗 − 𝜂(𝑥)𝑁

(0)
(1)𝑖1

= 0 ,[︁
𝐶𝑖𝑗(𝑥)𝑁

(2)
(0),𝑗

]︁
,𝑖
− 𝜂(𝑥)𝑁

(1)
(0) − 𝜚(𝑥) = −𝜚𝑜 ; (15)

в случае 𝑝+ 𝑞 = 𝑛 > 3[︁
𝐶𝑖𝑗𝑁

(𝑝+𝑞)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑖𝑞𝑁
(𝑝+𝑞)
(𝑞−1)𝑖1...𝑖𝑞−1

]︁
,𝑖
+ 𝐶𝑖𝑞𝑗𝑁

(𝑝+𝑞)
(𝑞−1)𝑖1...𝑖𝑞−1,𝑗

+ 𝐶𝑖𝑞𝑖𝑞−1𝑁
(𝑝+𝑞)
(𝑞−2)𝑖1...𝑖𝑞−2

−

− 𝜂𝑁
(𝑝+𝑞−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

− 𝜚𝑁
(𝑝+𝑞−2)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

= 0 . (16)

Уравнения (14)-(15) имеют одну и ту же структуру. Они представляют
собой дифференциальные уравнения в частных производных с переменными
коэффициентами эллиптического типа, независимо от типа исходного и со-
путствующего уравнений. Если исходное и сопутствующее уравнения эллип-
тического типа, то все структурные функции с верхним индексом 𝑝 > 1 тож-
дественно равны нулю. Пусть, теперь, исходное гиперболическое уравнение
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(1) рассматривается в слое −∞ < 𝑥1, 𝑥2 < ∞, 0 6 𝑥3 6 𝐿 и коэффициенты
являются кусочно-непрерывными функциями координаты 𝑥3. В этом случае
структурные функции будут зависеть от 𝑥3 и уравнения (14)-(15) становят-
ся обыкновенными дифференциальными уравнениями, которые решаются в
общем виде. Например, уравнения (14) начала рекурсии принимают вид:[︁

𝐶33(𝑥3)𝑁
(0) ′
(1)𝑖1

+ 𝐶3𝑖1(𝑥3)
]︁′
= 0 ,

[︁
𝐶33(𝑥3)𝑁

(1) ′
(0)

]︁′
− 𝜂(𝑥3) = −𝜂𝑜 (17)

Штрихом обозначена производная по 𝑥3. Общее решение уравнений (17) оче-
видно:

𝑁
(0)
(1)𝑖1

(𝑥3) =

𝑥3∫︁
0

𝐶−1
33 (𝑦)𝑑𝑦 𝐴𝑖1 −

𝑥3∫︁
0

𝐶−1
33 (𝑦)𝐶3𝑖1(𝑦)𝑑𝑦 +𝐵𝑖1 ,

𝑁
(1)
(0) (𝑥3) =

𝑥3∫︁
0

𝐶−1
33 (𝑦)𝑑𝑦

𝑦∫︁
0

[︀
𝜂(𝑧)− 𝜂𝑜

]︀
𝑑𝑧 +

𝑥3∫︁
0

𝐶−1
33 (𝑦)𝑑𝑦 𝐴+𝐵

(18)

Здесь 𝐴𝑖1 , 𝐵𝑖1 , и 𝐴, 𝐵 — константы интегрирования. В случае первой краевой
задачи все структурные функции на границе тела обращаются в нуль, т.е.

𝑁
(0)
(1)𝑖1

(0) = 𝑁
(0)
(1)𝑖1

(𝐿) = 0 , 𝑁
(1)
(0) (0) = 𝑁

(1)
(1) (𝐿) = 0 ,

тогда формулы (18) принимают вид:

𝑁
(0)
(1)𝑖1

(𝑥3) =

𝑥3∫︁
0

𝐶−1
33 (𝑦)

[︁⟨︀
𝐶−1

33

⟩︀−1⟨︀
𝐶−1

33 𝐶3𝑖1

⟩︀
− 𝐶3𝑖1(𝑦)

]︁
𝑑𝑦 ,

𝑁
(1)
(0) =

𝑥3∫︁
0

𝐶−1
33 (𝑦)

𝑦∫︁
0

𝜂(𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦 −
𝑥3∫︁
0

𝐶−1
33 (𝑦)𝑑𝑦

⟨︀
𝐶−1

33

⟩︀−1
⟨
𝐶−1

33

𝑦∫︁
0

𝜂(𝑧)𝑑𝑧

⟩
𝜂(𝑧) ≡ 𝜂(𝑧)− 𝜂𝑜

(19)

Здесь угловые скобки обозначают среднее значение функции по толщине
слоя.

Рассмотрим и другую ситуацию, когда коэффициенты исходного уравне-
ния зависят только от времени и не зависят от координат. В этом случае
структурные функции также зависят только от времени. Ряд для искомой
функции практически тот же самый, что и в общем случае

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁

𝑝+𝑞=0

𝑁
(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

(𝑡)
𝜕𝑝𝑣,𝑖1...𝑖𝑞
𝜕𝑡𝑝

; 𝑝 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑞 = 0, 1, 2, . . . (20)

Рекуррентные уравнения для структурных функций можно получить ли-
бо подстановкой ряда ряда (20) в исходное уравнение, либо просто удалением
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лишних слагаемых из общих уравнений (10)-(12)

В случае 𝑝+ 𝑞 = 1(︁
𝜚𝑁̇

(0)
(1)𝑖1

)︁·
+ 𝜂𝑁̇

(0)
(1)𝑖1

= 0 ,
[︁
𝜚
(︁
𝑁̇

(1)
(0) + 1

)︁]︁·
+ 𝜂
(︁
𝑁̇

(1)
(0) + 1

)︁
= 𝜂𝑜 . (21)

В случае 𝑝+ 𝑞 = 2(︁
𝜚𝑁̇

(0)
(2)𝑖1𝑖2

)︁·
+ 𝜂𝑁̇

(0)
(2)𝑖1𝑖2

= 𝐶𝑖2𝑖1(𝑡)− 𝐶𝑜
𝑖2𝑖1

,
[︁
𝜚
(︁
𝑁̇

(1)
(1)𝑖1

+𝑁0
(1)𝑖1

)︁]︁·
+

+ 𝜂
(︁
𝑁̇

(1)
(1)𝑖1

+𝑁
(0)
(1)𝑖1

)︁
= −𝜚𝑁̇0

𝑖1
,[︁

𝜚
(︁
𝑁̇

(2)
(0) +𝑁

(1)
(0)

)︁]︁·
+ 𝜂
(︁
𝑁̇

(2)
(0) +𝑁

(1)
(0)

)︁
= 𝜚𝑜 − 𝜚

(︁
𝑁̇

(1)
(0) + 1

)︁
. (22)

В случае 𝑝+ 𝑞 = 𝑛 > 3[︁
𝜚
(︁
𝑁̇

(𝑝+𝑞)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝+𝑞−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

)︁]︁·
+ 𝜂
(︁
𝑁̇

(𝑝+𝑞)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝+𝑞−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

)︁
= 𝐶𝑖𝑞𝑖𝑞−1𝑁

(𝑝+𝑞)
(𝑞−2)𝑖1...𝑖𝑞−2

−

− 𝜚
(︁
𝑁̇

(𝑝+𝑞−1)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

+𝑁
(𝑝+𝑞−2)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

)︁
(23)

Все дифференциальные уравнения (21)-(23) представимы в виде:(︁
𝜚𝑌̇
)︁·

+ 𝜂𝑌̇ = 𝑓(𝑡) (24)

Общее решение уравнения (24) представляется следующей формулой:

𝑌 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑡∫︀
0

𝜙(𝜉)
𝜚(𝜉)

𝑑𝜉 +𝐾2 , 𝜂 ̸= 0 , 𝜚 ̸= 0

𝑡∫︀
0

1
𝜚(𝜉)

[︃
𝐾1 +

𝜉∫︀
0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏

]︃
𝑑𝜉 +𝐾2 , 𝜂 = 0 , 𝜚 ̸= 0

𝑡∫︀
0

𝑓(𝜏)
𝜂(𝜏)

𝑑𝜏 +𝐾1 , 𝜂 ̸= 0 , 𝜚 = 0

(25)

Здесь 𝐾1, 𝐾2 — константы интегрирования. Функция 𝜙(𝑡) имеет вид:

𝜙(𝑡) =

⎡⎣𝐾1 +

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜏) 𝑒

𝜏∫︀
0

𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑑𝜏

⎤⎦ 𝑒
−

𝑡∫︀
0

𝑎(𝑠)𝑑𝑠
, 𝑎(𝑠) =

𝜂(𝑠)

𝜚(𝑠)

В начале рекурсии, т.е. при 𝑝 = 0, 𝑞 = 1 правая часть уравнения (24)
𝑓(𝑡) = 0, следовательно, при замене в (25) 𝑌 (𝑡), 𝐾1, 𝐾2, 𝜙(𝑡) на 𝑁

(0)
(1)𝑖1

(𝑡), 𝐾1𝑖1 ,
𝐾2𝑖1 , 𝜙𝑖1(𝑡) получим общее решение первого из уравнений (24)

𝑁
(0)
(1)𝑖1

(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐾1𝑖1

𝑡∫︀
0

1
𝜚(𝜉)

exp

(︂
−

𝜉∫︀
0

𝑎(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑑𝜉 +𝐾2𝑖1 , 𝜂 ̸= 0 , 𝜚 ̸= 0

𝐾1𝑖1

𝑡∫︀
0

1
𝜚(𝜉)

𝑑𝜉 +𝐾2𝑖1 , 𝜂 = 0 , 𝜚 ̸= 0

𝐾1𝑖1 , 𝜂 ̸= 0 , 𝜚 = 0

(26)
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Если же 𝑝 = 1, 𝑞 = 0, то правая часть уравнения (24) 𝑓(𝑡) = 𝜂𝑜, при этом
𝑌 = 𝑁

(1)
(0) (𝑡) + 𝑡, следовательно

𝑁
(1)
(0) (𝑡) = −𝑡+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑡∫︀
0

𝜙(𝜉)
𝜚(𝜉)

𝑑𝜉 +𝐾2 , 𝜂 ̸= 0 , 𝜚 ̸= 0

𝑡∫︀
0

𝐾1+𝜂𝑜𝜉
𝜚(𝜉)

𝑑𝜉 +𝐾2 , 𝜂 = 0 , 𝜚 ̸= 0

𝑡∫︀
0

𝜂𝑜

𝜂(𝜏)
𝑑𝜏 +𝐾1 , 𝜂 ̸= 0 , 𝜚 = 0

(27)

где

𝜙(𝜉) =

⎡⎣𝐾1 +

𝜉∫︁
0

𝜂𝑜 𝑒

𝜏∫︀
0

𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑑𝜏

⎤⎦ 𝑒
−

𝜉∫︀
0

𝑎(𝑠)𝑑𝑠
, 𝑎(𝑠) =

𝜂(𝑠)

𝜚(𝑠)

4. Выбор коэффициентов сопутствующего урав-
нения

Как уже отмечалось, коэффициенты 𝐶𝑜
𝑖𝑗, 𝜂

𝑜, 𝜚𝑜 сопутствующего уравне-
ния (2) это любые физически допустимые величины в каждом физическом
процессе, описываемом исходным уравнением (1). При использовании струк-
турных функций выбор сопутствующих коэффициентов влияет на скорость
сходимости ряда (9) к точному решению. Рассмотрим сначала случай ко-
гда коэффициенты 𝐶𝑖𝑗, 𝜂, 𝜚 зависят только от координат и периодичны по
всем трем координатам. В этом частном случае структурные функции будут
непрерывны и периодичны с теми же периодами по координатам. Кроме это-
го, непрерывны и периодичны выражения в квадратных скобках в уравнени-
ях (14)-(16). Обозначим любую из ячеек периодичности через Ω и усредним
по ячейке уравнения (14)-(16). В результате получим формулы для коэффи-
циентов 𝐶𝑜

𝑖𝑗, 𝜂
𝑜, 𝜚𝑜 в сопутствующих уравнениях

𝐶𝑜
𝑖2𝑖1

=
⟨
𝐶𝑖2𝑗𝑁

(0)
(1)𝑖1,𝑗

+ 𝐶𝑖2𝑖1

⟩
Ω
, 𝜂𝑜 =

⟨︀
𝜂
⟩︀
Ω
, 𝜚𝑜 =

⟨
𝜚+ 𝜂𝑁

(1)
(0)

⟩
Ω

(28)

В этих формулах участвуют только начальные структурные функции, ко-
торые являются периодическими решениями уравнений (26) на ячейке пе-
риодичности. Как показано в работе [6] периодические решения структур-
ных уравнений существуют и определены с точностью до постоянных вели-
чин. Эти постоянные величины определяются из условия нормировки, т.е. из
условия равенства нулю средних значений структурных функций в ячейке
периодичности. В этом случае среднее в любой ячейке от решения исходного
уравнения, представленного рядом (13), стремится к решению сопутствую-
щего уравнения при дроблении структуры.

Решение уравнений (26) можно искать и из условия равенства нулю ис-
комых структурных функций на границе ячейки. В этом случае получаются
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также непрерывные периодические структурные функции, причем эффек-
тивные характеристики, найденные по формулам (27) практически не отли-
чаются [40, 41].

В случае, когда коэффициенты 𝐶𝑖𝑗, 𝜂, 𝜚 произвольные интегрируемые
функции координат сопутствующие коэффициенты будем определять по тем
же самым формулам (27), только усреднять будем не по отдельной ячейке,
а по всей области

𝐶𝑜
𝑖2𝑖1

=
⟨
𝐶𝑖2𝑗𝑁

(0)
(1)𝑖1,𝑗

+ 𝐶𝑖2𝑖1

⟩
, 𝜂𝑜 =

⟨︀
𝜂
⟩︀
, 𝜚𝑜 =

⟨
𝜚+ 𝜂𝑁

(1)
(0)

⟩
(29)

Здесь усреднение берется по области 𝑉 определения исходной задачи и обо-
значается просто угловыми скобками. В периодическом по координатам слу-
чае формулы (27) и (29) дают разные результаты, однако они сближаются
с дроблением структуры, т.е. с увеличением числа ячеек периодичности в
области 𝑉 . Это объясняется тем, что в периодическом случае в области 𝑉
имеется пограничный слой толщиной порядка характерного размера ячейки
периодичности, в котором структурные функции перестраиваются от гра-
ничных до периодических внутри области функций.

Формулы (29) будем использовать и в самом общем случае зависимости
коэффициентов от координат и времени. В этом случае сопутствующие ко-
эффициенты будут функциями времени 𝐶𝑜

𝑖𝑗(𝑡), 𝜂
𝑜(𝑡), 𝜚𝑜(𝑡). Причем, в на-

чальный момент времени "плотность" 𝜚𝑜(0) =< 𝜚(𝑥, 0) >, поскольку в силу
начального условия 𝑁 (1)

(0) (𝑥, 0) = 0. При конкретных расчетах удобно принять
в качестве сопутствующих коэффициентов выражения (29) в начальном мо-
менте времени.

Заметим, что интегральная формула (6) остается справедливой и в том
случае, когда изначально сопутствующие коэффициенты являются функци-
ями времени. Она справедлива даже в том случае, когда сопутствующие ко-
эффициенты — функции координат и времени.

Вернемся к случаю коэффициентов, зависящих от одной координаты 𝑥3.
Подставим в формулы (29) структурные функции (19) и получим явные ана-
литические выражения для сопутствующих коэффициентов 𝐶𝑜

𝑖𝑗 и 𝜚
𝑜

𝐶𝑜
𝑖𝑗 =

⟨︀
𝐶𝑖3𝐶

−1
33

⟩︀⟨︀
𝐶−1

33

⟩︀−1⟨︀
𝐶−1

33 𝐶3𝑗

⟩︀
−
⟨︀
𝐶𝑖3𝐶

−1
33 𝐶3𝑗

⟩︀
,

𝜚𝑜 =
⟨︀
𝜚
⟩︀
+

⟨
𝜂

𝑥3∫︁
0

𝐶−1
33 (𝑦)

𝑦∫︁
0

𝜂(𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦

⟩
−

⟨
𝜂

𝑥3∫︁
0

𝐶−1
33 (𝑦)𝑑𝑦

⟩

⟨︀
𝐶−1

33

⟩︀−1

⟨
𝐶−1

33

𝑥3∫︁
0

𝜂(𝑧)𝑑𝑧

⟩
=

=
⟨︀
𝜚
⟩︀
+

⟨
𝜂

𝑥3∫︁
0

𝐶−1
33 (𝑦)

[︃ 𝑦∫︁
0

𝜂(𝑧)𝑑𝑧 −
⟨︀
𝐶−1

33

⟩︀−1

⟨
𝐶−1

33 (𝑦1)

𝑦1∫︁
0

𝜂(𝑧)𝑑𝑧

⟩]︃
𝑑𝑦

⟩
(30)
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Здесь 𝜂 = 𝜂(𝑥3)−
⟨︀
𝜂
⟩︀
.

5. Заключение

Разработана методика осреднения исходного линейного уравнения мате-
матической физики с переменными коэффициентами, основанная на инте-
гральной формуле представления решения уравнения с переменными коэф-
фициентами через решение сопутствующего уравнения с постоянными ко-
эффициентами. Из интегральной формулы, в предположении о гладкости
сопутствующего решения, получены представления в виде рядов по всевоз-
можным производным от сопутствующего решения. Коэффициенты рядов
названы структурными функциями. Это название связано с тем, что коэф-
фициенты рядов зависят от типа функций, описывающих зависимость исход-
ных коэффициентов от координат и времени. Структурные функции обра-
щаются в нуль при стремлении исходных коэффициентов к сопутствующим
коэффициентам. Для них получены системы вспомогательных рекуррент-
ных уравнений. Исследованы частные случаи зависимости исходных коэф-
фициентов только от координат и только от времени. В последнем случае
рекуррентные уравнения представляют собой системы однотипных обыкно-
венных дифференциальных уравнений, для которых найдено общее решение.
Показано, что в частном случае периодической зависимости коэффициентов
от координат сопутствующие коэффициенты с необходимостью выражают-
ся через начальные структурные функции. Эти формулы распространены
на непериодический случай. При зависимости исходных коэффициентов от
координат и времени предложено выбирать сопутствующие коэффициенты
по формулам непериодического случая в начальный момент времени. Най-
дены аналитические формулы для сопутствующих коэффициентов в случае
неоднородного по толщине, бесконечного в плане слоя. Интересным является
то обстоятельство, что в случае исходного уравнения параболического типа с
коэффициентами, зависящими от координаты по толщине слоя, эффективное
сопутствующее уравнение является гиперболическим уравнением. Из этого
следует вывод, что в теле, в котором процесс описывается параболическим
уравнением с переменными по координатам коэффициентами возмущения
распространяются с конечной скоростью [29].
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