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Аннотация

Статья посвящена описанию теоретических основ моделирования
движения деформируемого твердого тела в составе системы и прак-
тического опыта реализации такого моделирования на основе интегра-
ции промышленных пакетов инженерного программного обеспечения
EULER и Fidesys. Предполагается, что деформируемое тело подвер-
жено большому движению в составе многокомпонентной механической
системы и малым упругим деформациям [2]. Вывод общих уравнений
динамики упругих конструкций впервые опубликован в [3]. Он бази-
руется на использовании классического (линейного) метода конечных
элементов (МКЭ) и редукции модели методом Крейга-Бэмптона. Ника-
ких дополнительных приближений не вводится, тем самым получаются
уравнения движения упругих тел в составе системы, наиболее общие
в рассматриваемой постановке. Метод Крейга-Бэмптона [1] - это ме-
тод редуцирования КЭ-модели деформируемого тела путем аппрокси-
мации малых упругих перемещений тела набором допустимых форм:
статических форм от единичных смещений интерфейсных узлов те-
ла и собственных форм колебаний при зажатых интерфейсных узлах.
Полная КЭ-модель упругого тела и ее редукция подготавливаются в
ПК Fidesys [4] и передаются в ПК EULER для расчета динамики те-
ла в составе системы. Для представления пространственного движения
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упругого тела используется метод присоединенной системы координат
(ПСК): эта система координат определяет движение тела как твердого
и относительно нее тело совершает малые упругие колебания. Урав-
нения динамики упругих тел выводятся из уравнения Лагранжа вто-
рого рода, в качестве обобщенных координат используется положение
ПСК и вектор модальных координат. Из выражения для кинетической
энергии тела получены формулы расчета обобщенной матрицы масс
и вектора сил инерции. Также в статье приведены остальные члены
уравнения движения и формулы расчета компонент уравнений связей.

В статье приведен пример реального практического моделирования
движения механической системы автомобиля КАМАЗ-5308 с упругой
рамой. Для учета деформируемости разработана конечноэлементная
модель рамы с платформой. При моделировании автомобиля и разра-
ботке КЭ-модели дополнительные навески на раму и на платформу,
деревянный настил платформы считаются значительно менее жестки-
ми, чем основная конструкция; кронштейны крепления подвески, ка-
бины считаются очень жесткими по сравнению с самой конструкцией;
не учитываются радиусы скругления и технологические отверстия. В
качестве интерфейсных для динамической редукции указаны 26 узлов,
соответствующих местам крепления к раме остальной конструкции ав-
томобиля – подвески, груза и кабины. После разработки КЭ-модели в
ПК Fidesys формируются четыре файла, содержащих матрицы жестко-
сти и масс, геометрию модели, собственные и статические формы. По-
лученная модель рамы используется в ПК EULER и рассчитывается в
составе многокомпонентной механической системы. Модель автомоби-
ля с деформируемой рамой используется для учета влияния динамики
автомобиля в целом на напряженно-деформированное состояние рамы
в испытании «Переставка».

Ключевые слова: деформируемое твердое тело, линейный метод ко-
нечных элементов, редукция модели методом Крейга-Бэмптона, при-
соединенная система координат, многокомпонентная механическая си-
стема, динамика системы тел, уравнения связей, интеграция, пакеты
инженерного программного обеспечения, автоматизация расчетов, ис-
пытание маневра автомобиля, деформируемая рама автомобиля, ПК
EULER, ПК Fidesys
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Abstract

In the article theoretical basis of flexible bodies’ large displacement
within a multibody system as well as practical experience of flexible
multibody dynamics simulation with integrated computer-aided design
software systems EULER and Fydesis are considered. The hypothesis of
flexible body undergoing both small elastic deformations and large motion
within a multibody system is used [2]. The derivation of dynamic equations
of motion of flexible bodies was first published in [3]. The derivation uses
classical (linear) finite element method (FEM) and the Craig–Bampton
method [1] of FE model’s matrices reduction. No additional approximations
are involved, thus obtaining the most general equations in given problem
definition. In the Craig–Bampton method a finite element model of a flexible
body is reduced approximating small elastic deformation with a set of
modes: static modes where the bound nodes’ displacements equal one unit,
and normal modes where the bound nodes are fixed. The full finite element
model and the reduced model are prepared in Fidesys software [4] and
are transferred to EULER software to be used in a dynamics simulation
as a part of a multibody system. For the flexible body’s spatial motion
representation a floating frame of reference is used. A floating frame of
reference defines the motion of a rigid body, related to which flexible body’s
motion is considered as small deformations. The dynamic equation for
flexible bodies are derived from Lagrange equations of the second kind. As
generalized coordinates the floating frame of reference’s position and the
modal coordinates vector are used. The expressions for the inertial forces
vector and the generalized mass matrix are derived from the expression
for the kinetic energy of the body. The article also contains all the other
terms of the dynamic equation and the expressions for constraint equations’
components calculation.

In the article an example of real practical motion simulation for
KAMAZ-5308 vehicle with taking into consideration the flexibility of the
vehicle’s frame is given. A finite element model of the frame with the load
platform was developed to consider it’s flexible deformations. The following
assumptions have been adopted for simulating the vehicle: additional
attachments to the frame and platform, load platform’s wooden flooring
are considered significantly less rigid than the basic structure; brackets
for attaching the suspension and the cabin are considered very rigid in
comparison with the structure itself; roundings and technological apertures
are not considered. As the interface for dynamic reduction, there are 26
nodes corresponding to the places of attachment to the frame of the rest
of the car - suspension, load and cabin. After the development of the finite
element model in the Fidesys software, four files are created, containing
the stiffness and mass matrices, model geometry, normal and static modes.
The obtained model of the frame is used in the EULER software as part of
a multibody system motion simulation. The model of a car with a flexible
frame is used to take into account the effect of the dynamics of the car as a
whole on the stress-strain state of the frame in the lane change maneuver.

Keywords: deformable solid body, linear finite element method, Craig-
Bampton model reduction, floating frame of reference, multibody system,
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multibody dynamics, constraint equations, software integration, CAE,
simulation, vehicle maneuver test, deformable vehicle frame, EULER
software, Fidesys software
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1. Введение

Рассматривается реализация интерфейса для расчетов с использованием
конечно-элементных моделей в виде упругих звеньев в ПК EULER. Это поз-
воляет учесть влияние упругих деформаций звеньев механизма на динамику
движения, а также быстро и удобно рассматривать эффекты изменения пара-
метров движения и структуры механизма на напряженно-деформированное
состояние в детали.

2. Теоретические основы расчета

1) деление узлов на интерфейсные (узлы воздействия силовых элементов
и шарниров и узлы, приближенное представление движения которых неже-
лательно) и внутренние;

2) расчет статических форм от единичных смещений по всем степеням
свободы интерфейсных узлов;

3) расчет собственных форм колебаний при зажатых интерфейсных уз-
лах;

4) построение модальной матрицы 𝐻𝐹 , редуцированных матриц масс и
жесткости: 𝑀̄ = 𝐻𝑇

𝐹𝑀𝐹𝐸𝑀𝐻𝐹 , 𝐶 = 𝐻𝑇
𝐹𝐶𝐹𝐸𝑀𝐻𝐹 , где 𝑀𝐹𝐸𝑀 , 𝐶𝐹𝐸𝑀 – пол-

ные матрицы масс и жесткости МКЭ-модели тела; при этом малые упругие
перемещения тела аппроксимируются набором допустимых форм: 𝑥𝑛 = 𝐻𝐹𝑤,
где 𝑥𝑛 – координаты всех узлов МКЭ-модели в собственной системе коор-
динат тела, 𝑤 – набор модальных координат размера 𝐻, где 𝐻 – полное
количество используемых форм;

5) ортонормализация базиса модального пространства на основе решения
𝑌 обобщенной проблемы собственных значений для редуцированных мат-
риц:

(︀
𝐶 − 𝜆𝑀̄

)︀
𝑦 = 0; получение модальной матрицы 𝐻𝑅, ортонормальной

относительно полных матриц модели: 𝐻𝑅 = 𝐻𝐹𝑌 , тогда: 𝑀̄ = 𝐻𝑇
𝑅𝑀𝐹𝐸𝑀𝐻𝑅

– единичная, 𝐶 = 𝐻𝑇
𝑅𝐶𝐹𝐸𝑀𝐻𝑅 – диагональная. При этом 𝑥𝑛 = 𝐻𝑅𝑤.

Упомянутая собственная система координат тела, в которой упругие пе-
ремещения аппроксимируются набором допустимых форм, – это так называ-
емая присоединенная система координат (ПСК) тела. Это система коорди-
нат, связанная с телом. Если тело не совершает упругих колебаний (условно
говоря, заморожено), то всё движение тела определяется движением ПСК.
Именно относительно ПСК рассматривается понятие малости упругих пере-
мещений 𝑥𝑛 в методе Крейга-Бэмптона. Для краткости базовую инерциаль-
ную систему координат будем называть СК0.
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Везде далее под модальной матрицей 𝐻, вообще говоря, подразумевается
произвольная матрица допустимых форм, при этом вектор модальных коор-
динат 𝑤 выбирается таким образом, что

𝑥𝑛 = 𝐻𝑤 (1)

Тем самым достигается общая независимость от используемого метода ре-
дукции. В частности, это может быть матрица 𝐻𝐹 или 𝐻𝑅 из модели Крейга-
Бэмптона. Нужно отметить, однако, что для обеспечения корректности даль-
нейших выкладок линейная зависимость между допустимыми и твердотель-
ными формами тела должна быть исключена каким-либо способом. Этого
можно достичь, если, например, при ортонормализации модального подпро-
странства в методе Крейга-Бэмптона не включать формы колебаний с нуле-
вой частотой в модальную матрицу 𝐻𝑅.

Уравнения динамики упругих тел выводятся из уравнения Лагранжа вто-
рого рода:

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑞

)︂
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞
+
𝜕𝑈

𝜕𝑞
= 𝑠 (2)

где 𝑇 - кинетическая энергия, 𝑈 - потенциальная, 𝑞 - вектор обобщенных ко-
ординат тела, 𝑠 - вектор обобщенных сил. В качестве 𝑞 выберем совокупность
двух векторов: шестимерного вектора (𝑟, 𝜑), характеризующего положение
ПСК относительно СК0, и вектора модальных координат 𝑤:

Для любых векторов 𝑎, 𝑏, ... обозначим через (𝑎, 𝑏, ...) их объединение в
общий вектор. Для удобства записи формул и их анализа примем в качестве
𝑟 и 𝜑 такие вектора, что:

𝑟̇ = 𝑣, 𝜑̇ = 𝜔

где 𝑣, 𝜔 - линейная и угловая скорости ПСК относительно СК0. Пусть 𝑎 = 𝑣̇,
𝜀 = 𝜔̇ - линейное и угловое ускорения ПСК относительно СК0, 𝜉 = 𝑤̇, 𝜁 = 𝑤̈.

Пусть 𝑁 - число всех узлов МКЭ-модели тела, тогда число степеней сво-
боды модели равно 6𝑁 , размер модальной матрицы 𝐻 равен 6𝑁 ×𝐻, где 𝐻
- количество используемых форм. Индекс 𝑟 соответствует поступательным
перемещениям, 𝜙 - вращательным, 𝑘 = 1, 𝑁 - упругим; индексы 𝑘 и 𝑙 - ин-
дексы узлов, 𝑘, 𝑙 = 1, 𝑁 , 𝑖 и 𝑗 - индексы форм, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝐻. Обозначим через
𝑥𝑛,𝑘 шестимерный вектор положения 𝑘-ого узла в ПСК, 𝐻𝑘 - часть модальной
матрицы, относящуюся к этому узлу:

𝑥𝑛,𝑘 =

[︂
𝑟𝑘
𝜑𝑘

]︂
= 𝐻𝑘𝑤 =

[︂
𝐻𝑟

𝑘

𝐻𝜙
𝑘

]︂
𝑤

Пусть ℎ𝑘, 𝑖 – 𝑖-ый столбец матрицы 𝐻𝑘: 𝐻𝑘 =
[︀
ℎ𝑘, 1 · · · ℎ𝑘,𝐻

]︀
;

ℎ𝑘, 𝑖 =
(︀
ℎ𝑟𝑘, 𝑖, ℎ

𝜙
𝑘, 𝑖

)︀
. Обозначим через 𝜌𝑘 вектор начального положения центра

𝑘-ого узла относительно ПСК. Тогда с учетом (1) положение центра 𝑘-ого
узла относительно СК0 в любой момент времени можно записать в виде:
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𝑟𝑘 = 𝑟 + 𝜌𝑘 +𝐻𝑟
𝑘𝑤 (3)

Суть вывода уравнений упругих конструкций заключается в записи фор-
мул для расчета всех членов уравнения Лагранжа (2). Из теории классиче-
ского метода конечных элементов известно уравнение для расчета кинетиче-
ской энергии МКЭ-модели тела:

𝑇 = 1/2𝑣
𝑇
𝑛𝑀𝐹𝐸𝑀𝑣𝑛 (4)

где 𝑣𝑛 - скорости всех узлов МКЭ-модели тела, 𝑀𝐹𝐸𝑀 - полная матрица
масс. В классическом МКЭ предполагается, что тело не подвержено большо-
му движению как целое, поэтому и скорости, и матрица масс записываются
относительно базовой инерциальной СК. Основная идея применения этой
формулы в рассматриваемой в настоящей статье постановке заключается в
следующем: полная матрица масс постоянна в собственной СК тела, то есть
в ПСК. Это утверждение очевидно из определения присоединенной системы
координат, поскольку движение ПСК определяет движение тела как целого,
и относительно ПСК рассматриваются все упругие перемещения точек тела.

Все физические величины в рамках одной формулы, естественно, должны
выражаться в одной системе координат. В формуле (3) вектор скоростей 𝑣𝑛
удобно выразить в ПСК, поскольку матрица масс постоянна в ПСК. При
этом, конечно же, скорости записываются относительно базовой СК0. Вектор
𝑣𝑛 равен: 𝑣𝑛 = (𝑣1, 𝜔1, ..., 𝑣𝑁 , 𝜔𝑁), где 𝑣𝑘, 𝜔𝑘 - линейная и угловая скорости 𝑘-
ого узла относительно СК0. С учетом формулы (2) можно показать, что:

𝑣𝑘 =
[︁
𝐼 −(̃𝜌𝑘 +𝐻𝑟

𝑘𝑤) 𝐻𝑟
𝑘

]︁
· 𝑞, 𝜔𝑘 =

[︀
0 𝐼 𝐻𝜙

𝑘

]︀
· 𝑞

Знак “∼” над трехмерным вектором обозначает операцию взятия кососим-
метрической матрицы для этого вектора; знак “∼” над открывающей скобкой
применяется к результату выражения в скобках.

Если ввести матрицы 𝐼0𝑘 =

[︂
𝐼
0

]︂
, P𝑘 =

[︂
−(̃𝜌𝑘 +𝐻𝑟

𝑘𝑤)
𝐼

]︂
, 𝐼0 =

=
[︀
𝐼0𝑇1 · · · 𝐼0𝑇𝑁

]︀𝑇
, P =

[︀
P𝑇
1 · · · P𝑇

𝑁

]︀𝑇
, то вектор скоростей можно вы-

разить в виде:

𝑣𝑛 =
[︀
𝐼0 P 𝐻

]︀
· 𝑞 (5)

Пусть полная матрица масс имеет произвольный вид:

𝑀𝐹𝐸𝑀 =

⎡⎢⎣ 𝑀𝐹𝐸𝑀,11 · · · 𝑀𝐹𝐸𝑀,1𝑁
...

. . .
...

𝑀𝐹𝐸𝑀,𝑁1 · · · 𝑀𝐹𝐸𝑀,𝑁𝑁

⎤⎥⎦ ,
𝑀𝐹𝐸𝑀,𝑘𝑙 =

[︂
𝑚𝑟𝑟,𝑘𝑙 𝑚𝑟𝜙,𝑘𝑙

𝑚𝜙𝑟,𝑘𝑙 𝑚𝜙𝜙,𝑘𝑙

]︂
, 𝑘, 𝑙 = 1, 𝑁 (6)
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где 𝑚𝑟𝑟,𝑘𝑙, 𝑚𝑟𝜙,𝑘𝑙, 𝑚𝜙𝑟,𝑘𝑙, 𝑚𝜙𝜙,𝑘𝑙 - блоки размера 3× 3. Подставив формулы (5)
и (6) в формулу (3), выражение для расчета кинетической энергии можно
записать в виде:

𝑇 = 1/ 2 𝑞
𝑇𝑀𝑞 (7)

Здесь 𝑀 - обобщенная матрица масс. Чтобы выписать формулы для рас-
чета всех ее компонент, нужно ввести 18 матриц, представленных в таблице
1. Каждая сумма здесь – это сумма по индексам 𝑘, 𝑙 от 1 до 𝑁 , то есть
двойная сумма по всем узлам тела. Все эти матрицы постоянны в ПСК.

𝐼𝑟𝑟 =
∑︀
𝑚𝑟𝑟,𝑘𝑙 𝐼𝜙𝑟, ℎ𝑖

=
∑︀
𝑚𝜙𝑟,𝑘𝑙ℎ̃

𝑟
𝑙, 𝑖 𝐼𝑟𝑟, 𝜌ℎ𝑖

=
∑︀
𝜌𝑘𝑚𝑟𝑟,𝑘𝑙ℎ̃

𝑟
𝑙, 𝑖

𝐼𝑟𝜙 =
∑︀
𝑚𝑟𝜙,𝑘𝑙 𝐼𝑟𝑟,𝐻 =

∑︀
𝑚𝑟𝑟,𝑘𝑙𝐻

𝑟
𝑙 𝐼𝑟𝑟, 𝜌𝐻 =

∑︀
𝜌𝑘𝑚𝑟𝑟,𝑘𝑙𝐻

𝑟
𝑙

𝐼𝜙𝜙 =
∑︀
𝑚𝜙𝜙,𝑘𝑙 𝐼𝑟𝜙,𝐻 =

∑︀
𝑚𝑟𝜙,𝑘𝑙𝐻

𝜙
𝑙 𝐼𝑟𝜙, 𝜌𝐻 =

∑︀
𝜌𝑘𝑚𝑟𝜙,𝑘𝑙𝐻

𝜙
𝑙

𝐼𝑟𝑟, 𝜌 =
∑︀
𝑚𝑟𝑟,𝑘𝑙𝜌𝑙 𝐼𝜙𝑟,𝐻 =

∑︀
𝑚𝜙𝑟,𝑘𝑙𝐻

𝑟
𝑙 𝐼𝑟𝑟, ℎ𝑖ℎ𝑗

=
∑︀
ℎ̃𝑟𝑘, 𝑖𝑚𝑟𝑟,𝑘𝑙ℎ̃

𝑟
𝑙, 𝑗

𝐼𝜙𝑟, 𝜌 =
∑︀
𝑚𝜙𝑟,𝑘𝑙𝜌𝑙 𝐼𝜙𝜙,𝐻 =

∑︀
𝑚𝜙𝜙,𝑘𝑙𝐻

𝜙
𝑙 𝐼𝑟𝑟, ℎ𝑖𝐻 =

∑︀
ℎ̃𝑟𝑘, 𝑖𝑚𝑟𝑟,𝑘𝑙𝐻

𝑟
𝑙

𝐼𝑟𝑟, ℎ𝑖
=
∑︀
𝑚𝑟𝑟,𝑘𝑙ℎ̃

𝑟
𝑙, 𝑖 𝐼𝑟𝑟, 𝜌𝜌 =

∑︀
𝜌𝑘𝑚𝑟𝑟,𝑘𝑙𝜌𝑙 𝐼𝑟𝜙, ℎ𝑖𝐻 =

∑︀
ℎ̃𝑟𝑘, 𝑖𝑚𝑟𝜙,𝑘𝑙𝐻

𝜙
𝑙

Таблица 1: Компоненты обобщенной матрицы масс

Формулы для расчета блоков матрицы масс можно записать в виде:

𝐽𝑟𝑟 = 𝐼𝑟𝑟

𝐽𝑟𝜙 = 𝐼𝑟𝜙 −

(︃
𝐼𝑟𝑟, 𝜌 +

𝐻∑︁
𝑖=1

𝐼𝑟𝑟, ℎ𝑖
𝑤𝑖

)︃
𝐽𝑟𝑤 = 𝐼𝑟𝑟,𝐻 + 𝐼𝑟𝜙,𝐻

𝐽𝜙𝜙 = 𝐼𝜙𝜙 −

{︃
𝐼𝑟𝑟, 𝜌𝜌 + 𝐼𝜙𝑟, 𝜌 + 𝐼𝑇𝜙𝑟, 𝜌 + (8)

+
𝐻∑︁
𝑖=1

(︀
𝐼𝑟𝑟, 𝜌ℎ𝑖

+ 𝐼𝑇𝑟𝑟, 𝜌ℎ𝑖
+ 𝐼𝜙𝑟, ℎ𝑖

+ 𝐼𝑇𝜙𝑟, ℎ𝑖

)︀
𝑤𝑖 +

𝐻∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝐼𝑟𝑟, ℎ𝑖ℎ𝑗
𝑤𝑖𝑤𝑗

}︃

𝐽𝜙𝑤 = 𝐼𝑟𝑟, 𝜌𝐻 + 𝐼𝑟𝜙, 𝜌𝐻 + 𝐼𝜙𝑟,𝐻 + 𝐼𝜙𝜙,𝐻 +
𝐻∑︁
𝑖=1

(𝐼𝑟𝑟, ℎ𝑖𝐻 + 𝐼𝑟𝜙, ℎ𝑖𝐻)𝑤𝑖

𝐽𝑤𝑤 = 𝐻𝑇𝑀𝐻 = 𝑀̄.

Видно, что 𝐽𝑟𝑟, 𝐽𝑟𝑤, 𝐽𝑤𝑤 - постоянны в ПСК, 𝐽𝑟𝜙, 𝐽𝜙𝑤 - линейно зависят
от 𝑤, а 𝐽𝜙𝜙 - квадратично. Матрица масс 𝑀 в ПСК имеет простой вид:

𝑀 =

⎡⎣ 𝐽𝑟𝑟 𝐽𝑟𝜙 𝐽𝑟𝑤
𝐽𝑇
𝑟𝜙 𝐽𝜙𝜙 𝐽𝜙𝑤
𝐽𝑇
𝑟𝑤 𝐽𝑇

𝜙𝑤 𝐽𝑤𝑤

⎤⎦ . (9)
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Очевидно, что 𝑀 симметрична. Из сопоставления формул (3) и (7) для
расчета кинетической энергии легко получить, что если𝑀𝐹𝐸𝑀 положительно
определена, то и 𝑀 также положительно определена.

Итак, получены окончательные формулы для расчета обобщенной мат-
рицы масс. Подставив формулы (7) и (9) в уравнение Лагранжа (2), можно
показать, что:

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑞

)︂
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞
=𝑀𝑞 − 𝑘

где 𝑘 - вектор обобщенных сил инерции, который в ПСК можно записать в
виде:

𝑘 = −
(︀
𝑘𝑟, 𝑘𝜑, 𝑘𝑤

)︀
(10)

Если ввести вектора 𝑘𝑤,𝑟𝜙, 𝑘𝑤,𝜙𝜙, 𝑘𝑤,𝜙𝑤, компоненты которых равны:

𝑘𝑤,𝑟𝜙,𝑖 = −𝜔𝑇
(︀
𝜕𝐽𝑇

𝑟𝜙

⧸︀
𝜕𝑤𝑖

)︀
𝑣

𝑘𝑤,𝜙𝜙,𝑖 = −1/2𝜔
𝑇 (𝜕𝐽𝜙𝜙/𝜕𝑤𝑖)𝜔

𝑘𝑤,𝜙𝑤,𝑖 = −𝜔𝑇 (𝜕𝐽𝜙𝑤/𝜕𝑤𝑖) 𝜉.

то формулы для расчета компонент вектора обобщенных сил инерции запи-
шутся в виде:

𝑘𝑟 = (𝜔̃𝐽𝑟𝑟 − 𝐽𝑟𝑟𝜔̃) 𝑣 + 𝜔̃𝐽𝑟𝜙𝜔 + 𝐽𝑟𝜙𝜔 + 𝜔̃𝐽𝑟𝑤𝜉

𝑘𝜙 = 𝑣𝐽𝑟𝑟𝑣 + 𝜔̃𝐽𝜙𝜙𝜔 + 𝐽𝜙𝜙𝜔 +

+
(︁
𝐽𝑇
𝑟𝜙 + 𝜔̃𝐽𝑇

𝑟𝜙 − 𝐽𝑇
𝑟𝜙𝜔̃ − (̃𝐽𝑟𝜙𝜔)

)︁
𝑣 +

(︁
𝑣𝐽𝑟𝑤 + 𝜔̃𝐽𝜙𝑤 + 𝐽𝜙𝑤

)︁
𝜉

𝑘𝑤 = 𝑘𝑤,𝑟𝜙 + 𝑘𝑤,𝜙𝜙 + 𝑘𝑤,𝜙𝑤 − 𝐽𝑇
𝑟𝑤𝜔̃𝑣 + 𝐽𝑇

𝜙𝑤𝜔.

Рассмотрим далее остальные члены уравнения Лагранжа (2). Полная по-
тенциальная энергия тела равна: 𝑈 = 𝑈𝐶 +𝑈𝑔, где 𝑈𝐶 - потенциальная энер-
гия упругих деформаций, 𝑈𝑔 - потенциальная энергия гравитации. Используя
формулу для расчета энергии упругих деформаций МКЭ-модели тела:

𝑈𝐶 = 1/2𝑥
𝑇
𝑛𝐶𝐹𝐸𝑀𝑥𝑛

и учитывая, что полная матрица жесткости постоянна в ПСК (по аналогии

с матрицей масс), можно показать, что: 𝜕𝑈𝐶/𝜕𝑞 = 𝐶𝑞, где 𝐶 =

[︂
0 0
0 𝐶

]︂
-

обобщенная матрица жесткости, 𝐶 = 𝐻𝑇𝐶𝐹𝐸𝑀𝐻 - редуцированная матрица
жесткости. Значит обобщенная сила упругости равна:

𝑠𝐶 = −𝐶𝑞.
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Если обозначить через 𝑔𝑟 - вектор ускорения свободного падения, можно
показать, что: 𝜕𝑈𝑔/𝜕𝑞 = −𝑀𝑔, где 𝑔 = (𝑔𝑟; 0; 0). Поэтому обобщенная сила
гравитации равна:

𝑠𝑔 =𝑀𝑔

Математическая модель демпфирования строится известными методами
на основе диссипативной функции Рэлея: 𝑅 = 1

2
𝑞𝑇𝐷𝑞, где 𝐷 - обобщенная

матрица демпфирования: 𝐷 =

[︂
0 0
0 𝐷̄

]︂
. Редуцированная матрица демпфи-

рования 𝐷̄ получается либо методом Рэлея: 𝐷̄ = 𝛼𝐶 + 𝛽𝑀̄ , где 𝛼 и 𝛽 –
некоторые константы, либо на основе представления свободных колебаний
тела набором независимых уравнений движения с одной степенью свободы,
тогда: 𝐷̄ = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑑1; ...; 𝑑𝐻), где 𝑑𝑘 = 2𝛾𝑘𝜔𝑘, 𝛾𝑘 – критический коэффициент
затухания соответствующей формы, 𝜔𝑘 - ее собственная частота колебаний.
Обобщенная сила демпфирования при этом равна:

𝑠𝐷 = −𝐷𝑞

Пусть к 𝑘-ому интерфейсному узлу приложены сила 𝑓𝑘 и момент 𝑚𝑘 в
точке, отстоящей от этого узла на вектор 𝜌𝑓,𝑘, тогда 𝑠𝑛, 𝑘 =

(︀
𝑠𝑟𝑛, 𝑘, 𝑠

𝜙
𝑛, 𝑘

)︀
=

= (𝑓𝑘,𝑚𝑘 + 𝜌𝑓,𝑘𝑓𝑘) - приложенная сила, приведенная к центру узла. Из усло-
вия равенства виртуальных работ на возможных перемещениях по обобщен-
ным координатам получим (суммирование ведется по всем узлам тела, к
которым приложены силы):

𝑠𝜙, 𝑘 = 𝑠𝜙𝑛, 𝑘 + (̃𝜌𝑘 +𝐻𝑟
𝑘𝑤) · 𝑠𝑟𝑛, 𝑘,

𝑠𝜙, 𝑘 = 𝑠𝜙𝑛, 𝑘 + (̃𝜌𝑘 +𝐻𝑟
𝑘𝑤) · 𝑠𝑟𝑛, 𝑘

𝑠𝑟, 𝑘 = 𝑠𝑟𝑛, 𝑘,

𝑠𝑤, 𝑘 = 𝐻𝑇
𝑘 · 𝑠𝑛, 𝑘.

Двусторонние связи, накладываемые на упругое тело, моделируются ана-
логично связям на твердые тела. Подробно принципы построения уравнений
связи рассмотрены в статье [2]; здесь приведем их коротко. Общий вид урав-
нения связи:

𝑔(𝑎𝜀𝑐, 𝑣𝜔𝑐, 𝑟𝜑𝑐, 𝑡) = 0

где 𝑎𝜀𝑐, 𝑣𝜔𝑐, 𝑟𝜑𝑐 - ускорения, скорости и положения 𝑖-ой локальной системы
координат (ЛСК) связи относительно СК0. Продифференцировав, можно по-
лучить уравнение для расчета ускорений в связи (суммирование ведется по
всем ЛСК данной связи): ∑︁

𝑖

𝐺𝑐𝑖 · 𝑎𝜀𝑐,𝑖 = ℎ𝑐
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где 𝐺𝑐𝑖 = (𝐺𝑐𝑟,𝑖, 𝐺𝑐𝜙,𝑖) – матрица производных невязок связи по движениям
𝑖-ой ЛСК связи, ℎ𝑐 – вектор невязки ускорения связи, определяемый в зави-
симости от типа связи. Выразив параметры ЛСК, которая связана с твердым
или упругим телом, через параметры этого тела, получаем:∑︁

𝑖

𝐺𝑖𝑞𝑖 = ℎ𝑐 + ℎ𝑎

где ℎ𝑎 =
∑︀

𝑖 ℎ𝑎,𝑖, 𝐺𝑖 - матрица производных невязок 𝑖-ой ЛСК связи по обоб-
щенным координатам соответствующего тела (обобщенный якобиан связи).
Если 𝑖-ая ЛСК связи относится к 𝑘-ому интерфейсному узлу тела и отстоит
от него на вектор 𝜌𝑐, то опуская индекс 𝑖, можно записать:

𝐺 = (𝐺𝑟, 𝐺𝜙, 𝐺𝑤)

𝐺𝜙 = 𝐺𝑐𝜙 −𝐺𝑐𝑟 · (̃𝜌 𝑘 +𝐻𝑟
𝑘𝑤 + 𝜌𝑐)

𝐺𝑟 = 𝐺𝑐𝑟

𝐺𝑤 = 𝐺𝑐𝑟 ·𝐻𝑟
𝑘 + (−𝐺𝑐𝑟 · 𝜌𝑐 +𝐺𝑐𝜙) ·𝐻𝜙

𝑘

ℎ𝑎 = −𝐺𝑐𝑟 ·
[︁
𝜔̃ · 𝜔̃ · (𝜌 𝑘 +𝐻𝑟

𝑘𝑤 + 𝜌𝑐) + 2𝜔̃ ·𝐻𝑟
𝑘𝜉 + (̃2𝜔 +𝐻𝜙

𝑘 𝜉) · (̃𝐻
𝜙
𝑘 𝜉) · 𝜌𝑐

]︁
Обобщенные силы реакции связей можно выразить формулой (см. [2]):

𝑅 = 𝐺𝑇𝜆

где 𝜆 - силовые факторы в связях.
Таким образом, рассмотрены все члены уравнения Лагранжа (2). Сводя

их воедино, получаем уравнение для расчета движения деформируемого тела
в общей постановке:

𝑀𝑞 = 𝑠𝑔 + 𝑠𝑎 − 𝐶𝑞 −𝐷𝑞 + 𝑘 +𝑅 (11)

где 𝑀 , 𝐶, 𝐷 – обобщенные матрицы масс, жесткости и демпфирования, 𝑘
– вектор сил инерции, 𝑠𝑔 – обобщенная сила гравитации, 𝑠𝑎 – обобщенные
активные силы, 𝑅 - силы реакций связей. Уравнение (11) можно записать в
виде:

𝑀 · 𝑞 = 𝑠+ 𝑘 +𝑅

где 𝑠 = 𝑠𝑔 + 𝑠𝑎 − 𝐶𝑞 − 𝐷𝑞 - сумма обобщенных сил упругости, демпфиро-
вания, гравитации и активных сосредоточенных сил. Оно имеет вид такой
же, как и обобщенное уравнение движения твердого тела. Тем самым оказы-
вается возможным моделировать динамику упругой конструкции в составе
многокомпонентной механической системы.

3. Модель автомобиля КАМАЗ-5308

Модель автомобиля КАМАЗ-5308 состоит из агрегата Несущий модуль,
включающего в себя агрегат Рама_Упругая, и остальных агрегатов: Груз,
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Кабина, Моторно-трансмиссионная установка, Навеска, Опорно-ходовой мо-
дуль, Рулевое управление. Часть геометрии модели создана в программе NX.
Изображение модели с упругой рамой приведено на Рис. 1.

Расчетные схемы передней и задней подвески показаны на Рис. 2 и Рис.
3. В моделях подвесок приняты следующие допущения:

1. мост и рычаги моста считаются абсолютно жесткими;

2. деформации и трение в шарнирах подвески отсутствуют.

В автомобиле КАМАЗ-5308 используется система рулевого управления,
поворачивающая колеса одной оси при помощи неразрезной трапеции и ру-
левого механизма с вращательным перемещением выходного звена. Схема
модели приведена на Рис. 4.

Рис. 1: Вид модели автомобиля КАМАЗ-5308 с включенной КЭ моделью
рамы.

4. Конечно-элементная модель несущего модуля
автомобиля КАМАЗ-5308

Конечно-элементная модель несущего модуля автомобиля КАМАЗ-5308
состоит из следующих элементов:

1. Рама изделия

2. Платформа изделия

При моделировании были сделаны следующие допущения:
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Рис. 2: Схема модели передней подвески: 1– базовое звено; 2– упруго-
демпфирующий элемент; 3– продольный рычаг; 4– стабилизатор; 5– мост;
6 – колесо; 7 – цапфа.

Рис. 3: Схема модели задней подвески: 1– базовое звено; 2– упруго-
демпфирующий элемент; 3– продольный рычаг; 4– стабилизатор; 5– мост;
6 – колесо; 7 – дополнительный продольный рычаг.

1. Дополнительные навески на раму и на платформу, деревянный настил
платформы считаются значительно менее жесткими, чем основная кон-
струкция

2. Не учитываются радиусы скругления

3. Кронштейны крепления подвески, кабины считаются очень жесткими
по сравнению с самой конструкцией

4. Не учитываются технологические отверстия

В модели используется система измерений СИ. Модель состоит из 5415
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Рис. 4: Схема модели рулевого управления: 1 – тяга продольная; 2 – сошка;
3 – тяга поперечная; 4 – рулевая колонка.

четырехузловых оболочечных элементов типа CQUAD4. Материал (сталь)
задан модулем Юнга, коэффициентом Пуассона и плотностью.

В качестве интерфейсных для динамической редукции указаны 26 узлов.
Они соответствуют местам крепления к раме остальной конструкции авто-
мобиля – подвески, груза и кабины.

Общий вид модели показан на Рис. 5.

5. Вычисление собственных и статических форм
с помощью ПК Fidesys[4]

.
Процесс начинается с загрузки модели в Fidesys[6][7][8]. Fidesys поддер-

живает множество форматов, а также возможность создания самой модели в
Fidesys[15][16]. При наличии готовой модели, после её загрузки, необходимо
лишь выбрать интерфейсные узлы.

В следующей реализации связки, при наличии готовой модели, необяза-
тельно запускать интерфейс Fidesys[9]. Планируется, что пользователь смо-
жет запустить расчёт из интерфейса Euler. Таким образом, при изучении
данной технологии пользователю нет необходимости разбираться в интер-
фейсах двух программ одновременно.

Алгоритм автоматически выполнит втягивание модели в Fidesys и все
необходимые расчёты.[13][14]

Необходимо определить количество степеней свободы у интерфейсных уз-
лов. В нашем примере модель полностью состоит из двумерных деталей[5][11]
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Рис. 5: Общий вид модели открытой в Fidesys.

и соответственно всего степеней свободы будет 26 · 6 = 156. Следуя алго-
ритму Крейга-Бэмптона[3] необходимо сделать 156 расчётов на статику, где
каждый расчёт представляет собой следующее[10] – все интерфейсные узлы
полностью закреплены, кроме одного; у этого узла производится единичное
смещение по одной из степеней свободы, но по оставшимся степеням свободы
узел будет так же полностью закреплён.

Один отдельный расчёт на собственные частоты на модели, где все ин-
терфейсные узлы зафиксированы.

Отдельно происходит выгрузка геометрии модели, матриц масс и жёст-
кости.

При наличии жёстких связей, матрицы сокращаются на строки соответ-
ствующие зависимым степеням свободы. [12]

Для передач разреженных матриц был выбран формат .HB.
Для передачи собственных и статических форм был разработан специ-

альный формат .cbm
В итоге мы получаем 4 файла:
M_CCS.hb и K_CCS.hb – матрицы масс и жёсткости соответственно.
geometry.vtk – файл с геометрией модели.
forms.cbm – файл с собственными и статическими формами.
В случае наличия жёстких связей информация о них помещается в vtk

файл.
В случае нашего примера все файлы суммарно занимают около 102 мега-

байт.
Все эти файлы считываются Euler.
В расчете динамики используется 10 первых собственных форм упругого

тела.
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Рис. 6: Собственные формы, используемые в расчете динамики.

6. Испытание «Переставка»

Модель предназначена для определения максимальной скорости маневра
при смене полосы движения на ограниченном участке пути, при которой не
происходит отрыва колес от дороги или выхода КМ за пределы габаритного
коридора. Данный тип испытания регламентируется ГОСТ Р 52302-2004.

В процессе расчета управление машиной осуществляется при помощи си-
стемы управления с обратной связью. Для моделирования испытания исполь-
зуется размеченный коридор, показанный на Рис. 8. Параметры сцепления
полигона задаются пользователем.

КМ сообщается начальная скорость 𝑉𝑥0 движения на участке 1 размечен-
ного коридора. Данная скорость по желанию пользователя может поддержи-
ваться на протяжении всего испытания при помощи регулятора скорости.

На участке 1 размеченного коридора рулевое колесо удерживается в ней-
тральном положении.

С момента пересечения точкой в середине первой оси КМ границы между
участками 1 и 2 начинается работа алгоритма управления, описанного выше.

На участке 3 рулевое колесо удерживается в нейтральном положении.
На всех участках выход КМ за пределы размеченного коридора отслежи-

вается по положению специальных габаритных точек, закрепленных на раме
КМ вдоль обоих бортов. Габаритные точки располагаются в районе каждой
оси КМ на высоте центров колес и на расстоянии половины заданной габа-
ритной ширины КМ от его продольной плоскости.
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Рис. 7: Внешний вид модели.

Рис. 8: Разметка участка модели испытаний “переставка”.

Отрыв колес от дороги отслеживается по датчикам прогиба шин.
Завершение заезда производится автоматически после прохождения КМ

расстояния (𝑆0 + 4 · 𝑆2) · 1.2. Если начальная скорость 𝑉𝑥0 КМ меньше или
равна 0.1 м/c, заезд завершается через 10 с модельного времени.

7. Результаты тестовых расчетов

Для тестирования работы упругих звеньев и влияния учета упругости зве-
ньев на результаты расчетов для автомобиля КАМАЗ-5308 проведены рас-
четы испытаний «Переставка» для случаев с жесткой и с упругой рамой.
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Испытание проводилось на скорости автомобиля ч30 км/ч. и 55 км/ч. Длина
участка переставки – 20 м.

На Рис. 9 - Рис. 11 показаны результаты испытания «Переставка» на
скорости 30 км/ч (черные линии – упругая рама, красные линии – жест-
кая рама). Также для рамы получены значения упругих перемещений (не
учитывающие перемещения рамы как единого целого). Наибольшие упругие
перемещения испытывает передняя часть рамы, максимальное значение – 11
мм.

На Рис. 12 - Рис. 14 показаны результаты испытания «Переставка» на
скорости 55 км/ч (черные линии – упругая рама, красные линии – жесткая
рама). Для рамы получены значения упругих перемещений (не учитывающие
перемещения рамы как единого целого). Наибольшие упругие перемещения
испытывает передняя часть рамы, максимальное значение – 21 мм.

Рис. 9: Боковое ускорение для жесткой и упругой рамы на скорости испыта-
ния 30 км/ч.

Рис. 10: Угол поворота руля для жесткой и упругой рамы на скорости испы-
тания 30 км/ч.
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Рис. 11: Угол поперечного крена для жесткой и упругой рамы на скорости
испытания 30 км/ч.

Рис. 12: Боковое ускорение для жесткой и упругой рамы на скорости испы-
тания 55 км/ч.

В данной статье использование МКЭ-модели было использовано для
учета влияния динамики движения автомобиля в целом на напряженно-
деформированное состояние рамы.

Таким образом, МКЭ-модель, подготовленная в ПК Fidesys, может быть
втянута в ПК EULER и рассчитана в составе многокомпонентной механи-
ческой системы в рамках классического метода конечных элементов и с ис-
пользованием редукции методом Крейга-Бэмптона. Для демонстрации про-
изведен расчет динамики модели на примере испытания "Переставка"для
автомобиля КАМАЗ-5308 с упругой рамой.
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Рис. 13: Угол поворота руля для жесткой и упругой рамы на скорости испы-
тания 55 км/ч.

Рис. 14: Угол поперечного крена для жесткой и упругой рамы на скорости
испытания 55 км/ч.
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