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Аннотация

Предлагается геометрически и термодинамически непротиворечи-
вая математическая модель больших деформаций материалов с упру-
гими, вязкими и пластическими свойствами. Считается, что на стадии
деформирования, предваряющей пластическое течение и при разгрузке
вязкие свойства материала обеспечивают процесс ползучести и таким
способом медленный рост необратимых деформаций. При быстром ро-
сте необратимых деформаций в условиях пластического течения вязкие
свойства выступают в качестве механизма, тормозящего данное тече-
ние. Накопление необратимых деформаций, таким образом, происхо-
дит последовательно: первоначально в процессе ползучести, далее при
пластическом течении и, наконец, снова за счет ползучести материала
(при разгрузке). На упругопластических границах, продвигающихся по
деформируемому материалу, происходит перемена в механизме роста
необратимых деформаций с ползучести на пластичность и наоборот.
Такая перемена возможна только в условиях непрерывности необрати-
мых деформаций и скоростей их изменения, что накладывает требова-
ние о согласованности в определениях скоростей необратимых по рас-
пределению напряжений, то есть на законы ползучести и пластичности.
Смена механизмов производства необратимых деформаций означает
разное задание источника в дифференциальном уравнении изменения
(переноса) этих деформаций, следовательно необратимые деформации
не разделяются на пластические и деформации ползучести. С целью
наибольшей обозримости соотношений модели принимается гипотеза о
независимости термодинамических потенциалов (внутренняя энергия,
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свободная энергия) от необратимых деформаций. Следствием приня-
тия гипотезы получен аналог формулы Мурнагана, классическое по-
ложение упругопластичности о том, что напряжения в материале пол-
ностью задаются уровнем и распределением обратимых деформаций.
Основные положения предлагаемой модели иллюстрируются решени-
ем в ее рамках краевой задачи о движении упруговязкопластического
материала в трубе за счет изменяющегося перепада давления.

Ключевые слова: большие деформации, упругость, вязкоупругость,
пластичность, разгрузка.

Библиография: 31 название.

ON ACCOUNT OF VISCOUS PROPERTIES
OF MATERIALS IN THE THEORY OF LARGE

ELASTOPLASTIC STRAINS
S. V. Belykh, A. A. Burenin,L. V. Kovtanyuk, A. N. Prokudin

Abstract

A geometrically and thermodynamically consistent mathematical model
of large strains of materials with elastic, viscous and plastic properties is
proposed. It is believed that at the stage of a strain, which precedes the
plastic flow and during unloading, the viscous material properties provide
the creep process and thus a slow growth of irreversible strains. While
rapid growth of irreversible strains under plastic flow conditions, viscous
properties act as a mechanism that retards the flow. The accumulation
of irreversible strains, therefore, occurs successively: initially, in the creep
process, then under plastic flow and, finally, again due to creep of the
material (during unloading). On the elastoplastic boundaries advancing
along the deformable material, there is a change in the growth mechanism
of irreversible strains from creep to plasticity and vice versa. Such a change
is possible only under conditions of continuity of irreversible strains and
their change rates, which imposes the requirement of consistency in the
definitions of irreversible stress distribution rates, i.e., the laws of creep
and plasticity. Changing the production mechanisms of irreversible strains
means various setting up of the source in the differential equation of the
change (transfer) of these strains, hence irreversible strains are not divided
into plastic strains and creep strains. To maximize the visibility of the
model’s correlations, the hypothesis on the independence of thermodynamic
potentials (internal energy, free energy) on irreversible strains is accepted.
As a consequence of the hypothesis, an analog of the Murnaghan formula
is obtained, the classical position of the elastoplasticity is that the stresses
in the material are completely determined by the level and distribution of
reversible strains. The main provisions of the proposed model are illustrated
by the solution in its framework of the boundary value problem of the
elastoviscoplastic material motion in a pipe due to a varying pressure drop.

Keywords: large deformations, elasticity, viscoelasticity, plasticity,
unloading.
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1. Введение

Существуют технологии интенсивного формоизменения материалов, тех-
ническими условиями которых не допускаются высокие скорости процесса.
В таких операциях (их называют холодной формовкой) формоизменение до-
стигается за счет преимущественно медленного процесса ползучести [1]. Ско-
рости роста необратимых деформаций ползучести задаются уровнем и рас-
пределением напряжений в деформируемом материале. Однако и уровень и
распределение напряжений существенным образом зависит от наличия хотя
бы малых по объему областей пластического течения, полностью избавить-
ся от которых невозможно, так как они необходимо присутствуют в местах
воздействия на материал оснасткой. Следовательно расчетное прогнозиро-
вание подобных технологический обязано опираться на математическую мо-
дель больших деформаций, одновременно учитывающую и медленный про-
цесс ползучести и более быстрый процесс пластического течения.

Современные пакеты прикладных программ основываются, чаще всего,
на предложении Р. Хилла [2] проводить расчеты в скоростях деформирова-
ния, принимая аддитивное разложение скоростей деформаций на упругую и
пластическую составляющие: 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑒𝑖𝑗 + 𝜀𝑝𝑖𝑗 [2]. Такой же подход переносится
на случай больших деформаций [3]. При этом скорость пластических дефор-
маций определяется с помощью ассоциированного закона пластического те-
чения, а скорость упругих деформаций – с помощью модели гипоупругости
[3], которая предполагает использование какой-либо объективной производ-
ной тензора напряжений Коши-Эйлера.

Такая модель оказывается не только неоднозначной вследствие произвола
в выборе объективной производной, но и геометрически и термодинамически
некорректной [5]. При ее использовании необходимо отслеживать непрерыв-
ность перемещений на упругопластических границах, так как иначе можно
получить необъяснимые физические эффекты в расчетах. . Однако указан-
ные недостатки практически не сказываются на результатах, когда упругие
деформации являются малыми [6]. Теория используется во многих конечно-
элементных пакетах и применяется для моделирования процессов обработки
металлов давлением [7].

Геометрически безупречной является модель, предложенная Е. Ли [8], в
которой разделение полных деформаций на обратимую (упругую) и необ-
ратимую (пластическую) составляющие связывается с мультипликативным
разделением градиента деформаций: 𝐹 = 𝐹 𝑒𝐹 𝑝. Такое разделение предпола-
гает использование разгруженной конфигурации, где обратимые деформа-
ции отсутствуют. Недостижимость такой конфигурации при разгрузке и ее
возможная неединственность [10] существенно затрудняют постановку крае-
вых задач основанную на такой модели. Но привлекательность такого под-
хода из-за его геометрической и термодинамческой корректности привела
к попыткам его использования в численных расчетах конечных упругопла-
стических деформаций и упругого отклика [10, 11]. Стоит отметить, что в
рамках данной модели больших деформаций практически неизвестны точ-
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ные решения простых модельных задач.

Также отметим теорию многократного наложения больших деформаций
[12], разрабатываемую под руководством В.А. Левина. Программная реали-
зация [13] теории выполнена в рамках CAE для прочностного инженерного
анализа Фидесис и, в частности, позволяет решать задачи, в которых при ко-
нечных деформациях в процессе нагружения непрерывно или скачкообразно
изменяются границы и граничные условия.

Моделирование больших упругопластических деформаций в рамках де-
формационной теории пластичности, включая методы расчетов можно найти
в монографиях [14, 15].

В работе используется математическая модель больших упругопластиче-
ских деформаций, предложенная в [16] и подробно обоснованная в [17]. До-
стоинством подхода, принятого в [16, 17], является выполнение положений
классической теории упругопластичности, состоящих в том, что тензор необ-
ратимых деформаций в условиях деформирования, предваряющего течение,
и при разгрузке неизменен, а напряжения полностью задаются уровнем и
распределением обратимых деформаций.

Для следования последнего потребовалось принять гипотезу о незави-
симости термодинамических потенциалов (внутренняя энергия, свободная
энергия) от необратимых деформаций. Именно эти обстоятельств позволили
в рамках модели [16, 17] поставить и получить решения, включая точные, ря-
да краевых задач теории больших деформаций [18-22]. Обобщение модели на
неизотермический случай проведено в [23], первое решение краевой задачи в
рамках такой обобщенной модели получено в [24].

2. Кинематика больших деформаций

Движение точки деформируемого тела в прямоугольной системе декар-
товых координат зададим зависимостями:

𝑎𝑖 = 𝑎𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡)

𝑢𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑎𝑖 = 𝑢𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡)
(1)

Здесь 𝑡 - время, 𝑎𝑖 - координаты точки в отсчетной конфигурации тела, когда
деформации и напряжения в нем равны нулю (свободное состояние), 𝑥𝑖 -
координаты данной точки в актуальном состоянии (переменные Эйлера), 𝑢𝑖
- компоненты вектора перемещений.

Для компонент 𝑎𝑖,𝑗 = 𝜕𝑎𝑖/𝜕𝑥𝑗 тензора дисторсии и компонент 𝑔𝑖𝑗 = 𝑎𝑘,𝑖𝑎𝑘,𝑗
метрического тензора имеем дифференциальные уравнения их изменения
(переноса) в форме:
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𝑑𝑎𝑖,𝑗
𝑑𝑡

+ 𝑎𝑖,𝑘𝑣𝑘,𝑗 = 0;

𝑑𝑔𝑖,𝑗
𝑑𝑡

+ 𝑔𝑖𝑘𝑣𝑘,𝑗 + 𝑣𝑘,𝑗𝑔𝑘𝑗 = 0;

𝑣𝑖 =
𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

=
𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑡

=
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑗𝑢𝑖,𝑗.

(2)

Для компонент 𝑑𝑖𝑗 = 1
2
(𝛿𝑖𝑗 − 𝑔𝑖𝑗) тензора деформаций Альманси согласно

(1, 2) следует уравнение переноса вида:

𝑑𝑑𝑖,𝑗
𝑑𝑡

+ 𝑑𝑖𝑘𝑣𝑘,𝑗 + 𝑣𝑘,𝑗𝑔𝑘𝑗 = 𝜀𝑖𝑗;

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑗,𝑖).

(3)

Уравнение переноса для тензора деформаций принципиально отлично от
уравнений изменения для тензора дисторсии и метрического тенора наличи-
ем в нем источника в правой части, каким является тензор скоростей дефор-
маций Эйлера. Если тензор дисторсии и метрический тензор сохраняются,
то деформации производятся при движении рассматриваемой точки тела по
своей траектории. Деформации не изменяются, когда 𝜀𝑖𝑗 = 0. В этом случае
тело движется как жесткое целое. Уравнения переноса тензора деформаций
и метрического тензора можно переписать в виде:

𝐷𝑑𝑖𝑗

𝐷𝑡
= 𝜀𝑖𝑗;

𝐷𝑔𝑖𝑗

𝐷𝑡
= 0 (4)

где символом 𝐷
𝐷𝑡

обозначена объективная производная в смысле Коттера-
Ривлина. При 𝜀𝑖𝑗 = 0 последняя переходит в объективную производную Яу-
мана:

𝐷̂𝑔𝑖𝑗

𝐷̂𝑡
=
𝑑𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑡

+ 𝑔𝑖𝑘𝜔𝑘𝑗 + 𝜔𝑘𝑖𝑔𝑘𝑗 = 0

𝐷̂𝑑𝑖𝑗

𝐷̂𝑡
=
𝑑𝑑𝑖𝑗
𝑑𝑡

+ 𝑑𝑖𝑘𝜔𝑘𝑗 + 𝜔𝑘𝑖𝑑𝑘𝑗 = 0

𝜔𝑖𝑗 = 𝑣𝑖,𝑗 − 𝜀𝑖𝑗.

(5)

Тензор вращений 𝜔𝑖𝑗 задает мгновенную угловую скорость вращения твер-
дого тела, когда деформации в нем не изменяются 𝜀𝑖𝑗 = 0. В основании ки-
нематических построений Е. Ли [8] при формулировании книематики упру-
гопластического деформирования стояло предложение о введение наряду с
начальной (свободное состояние) и актуальной конфигурациями деформи-
руемого тела еще и конфигурацию разгруженного состояния, такую, чтобы
в ней отсутствовали обратимые деформации. Очевидно, что в любом упру-
гопластическом процессе достижение такой конфигурации неосуществимо,
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так как для этого пришлось бы разбить тело на бесконечно малые объемы
и снять любые нагрузки с последних. иначе после снятия внешней нагрузки
в теле наряду с необратимыми деформациями всегда будут присутствовать
обратимые и, как следствие, напряжения будут отличными от нуля. Дан-
ные напряжения называют остаточными. Они могут играть положительную
роль, обеспечивая, например, натяг в сборке, но чаще приходится проводить
специальные технологические операции (отпуск, отжиг) с целью снизить их
уровень. В представлении Е. Ли данное состояние служит самому опреде-
лению обратимых и необратимых деформаций и позволяет осуществить по-
строение геометрически непротиворечивой кинематики. В наших обозначе-
ниях данное предложение следует записать в форме:

𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑝𝑖𝑘𝑔
𝑒
𝑘𝑗 =

𝜕𝑎𝑚
𝜕𝑏𝑖

𝜕𝑎𝑚
𝜕𝑏𝑘

𝜕𝑏𝑛
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑏𝑛
𝜕𝑥𝑗

(6)

В (6) 𝑏𝑖 - координаты точки деформируемой среды в состоянии полной
разгрузки тела, когда в нем отсутствуют обратимые деформации. Разделение
деформаций на свои составляющие предстает зависимостями:

𝑔𝑖𝑗 = (𝛿𝑖𝑘 − 2𝑒𝑝𝑖𝑘)(𝛿𝑘𝑗 − 2𝑒𝑒𝑘𝑗) (7)

Данные соотношения непосредственно следуют из (6), а тензоры с ком-
понентами 𝑒𝑒𝑖𝑗 и 𝑒

𝑝
𝑖𝑗 определяются в качестве тензоров обратиимых и необра-

тимых составляющих полных деформаций.
Для компонент тензора дисторсии и метрического тензора 𝑔𝑖𝑗 введем

представление

𝑎𝑖,𝑗 = 𝑌𝑖,𝑘(𝛿𝑘𝑗 − 𝑒𝑘𝑗)

𝑔𝑖𝑗 = 𝑎𝑠,𝑖𝑎𝑠,𝑗 =(𝛿𝑖𝑘 − 𝑒𝑖𝑘)(𝛿𝑘𝑚 − 2𝑝𝑘𝑚)(𝛿𝑚𝑗 − 𝑒𝑚𝑗)
(8)

Здесь 𝛿𝑖𝑗 - компоненты единичного тензора (символы Кронекера).
Для тензора 𝑝𝑖𝑗 из (2) непосредственно следует:

𝑝𝑖𝑗 =
1

2
(𝛿𝑖𝑗 − 𝑌𝑚,𝑖𝑌𝑚,𝑗)

Таким образом, введенный в (8) тензор с компонентами 𝑝𝑖𝑗 является сим-
метричным 𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑗𝑖. Но тензор с компонентами 𝑒𝑖𝑗, в общем случае пред-
ставленный в (8), может и не быть симметричным; первое равенство из (8)
не является полярным разложением тензора дисторсии. Исходя из (1) и (8),
возможно записать уравнения изменения для введенных в (8) тензоров.

𝑑𝑒𝑖𝑗
𝑑𝑡

= 𝑣𝑖,𝑗 − 𝑏𝑖𝑗 − 𝑒𝑖𝑘𝑣𝑘,𝑗 + 𝑏𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗

𝑑𝑝𝑖𝑗
𝑑𝑡

=
1

2
(𝑏𝑖𝑗 + 𝑏𝑗𝑖)− 𝑝𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗 + 𝑏𝑘𝑖𝑝𝑘𝑗

𝑏𝑖𝑗 = −𝑌 −1
𝑖𝑘

𝑑𝑌𝑘𝑗
𝑑𝑡

(9)
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Потребуем теперь, чтобы тензор с компонентами 𝑒𝑖𝑗 был симметричным.
Это возможно только при условии, следующем из (9)

𝑏𝑘𝑚(𝛿𝑚𝑗 − 𝑒𝑚𝑗)− (𝛿𝑘𝑚 − 𝑒𝑘𝑚)𝑏𝑚𝑗 = (𝛿𝑘𝑚 − 𝑒𝑘𝑚)𝑣𝑚,𝑗 − 𝑣𝑚,𝑘(𝛿𝑚𝑗 − 𝑒𝑚𝑗) (10)

Таким образом для симметрии 𝑒𝑖𝑗 = 𝑒𝑗𝑖 тензора в (9) требуется выполне-
ние условия (10). Иначе, тензор с компонентами 𝑏𝑘𝑚 не может быть произ-
вольным, а обязан удовлетворять зависимостям (10), и только в этом случае
𝑒𝑖𝑗 = 𝑒𝑗𝑖. Тензорное равенство (10) в таком случае следует рассматривать в
качестве уравнения для 𝑏𝑘𝑚. Решением данного уравнения является:

𝑏𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑗 + (𝛿𝑖𝑘 − 𝑒𝑖𝑘)𝑡𝑘𝑗 (11)

В решении (11) 𝑡𝑘𝑗 – компоненты произвольного, но симметричного тен-
зора: 𝑡𝑘𝑗 = 𝑡𝑗𝑘. Тензор с компонентами 𝑟𝑖𝑗 является кососимметричным
𝑟𝑖𝑗 = −𝑟𝑗𝑖 и для него

𝑟𝑖𝑗 = 𝑤𝑖𝑗 + 𝐴−1[𝐵2(𝜀𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗 − 𝑒𝑖𝑘𝜀𝑘𝑗) +𝐵(𝜀𝑖𝑘𝑒𝑘𝑚𝑒𝑚𝑗 − 𝑒𝑖𝑘𝑒𝑘𝑚𝜀𝑚𝑗) + 𝑒𝑖𝑘𝜀𝑘𝑚𝑒𝑚𝑛𝑒𝑛𝑗 − 𝑒𝑖𝑘𝑒𝑘𝑚𝜀𝑚𝑛𝑒𝑛𝑗]

𝑣𝑖,𝑗 =
1

2
(𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑗,𝑖)−

1

2
(𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑗,𝑖) = 𝜀𝑖𝑗 + 𝑤𝑖𝑗

𝐴 = 8− 8𝐸1 + 3𝐸2
1 − 𝐸2 −

1

3
𝐸3

1 +
1

3
𝐸3; 𝐵 = 2− 𝐸1;

𝐸1 = 𝑒𝑗𝑗;𝐸2 = 𝑒𝑖𝑗𝑒𝑗𝑖;𝐸3 = 𝑒𝑖𝑗𝑒𝑗𝑘𝑒𝑘𝑖.
(12)

Зависимости (11) и (12) дают возможность переписать уравнения изме-
нения (9) компонент 𝑒𝑖𝑗 и 𝑝𝑖𝑗 в форме

𝑑𝑒𝑖𝑗
𝑑𝑡

= 𝜀𝑖𝑗 − 𝑡𝑖𝑗 − 𝑟𝑖𝑗 + 𝑤𝑖𝑗 − 𝑒𝑖𝑘(𝜀𝑘𝑗 + 𝑤𝑘𝑗 − 𝑡𝑘𝑗) + (𝑟𝑖𝑘 + 𝑡𝑖𝑘)𝑒𝑘𝑗 − 𝑒𝑖𝑚𝑡𝑚𝑘𝑒𝑘𝑗

𝑑𝑝𝑖𝑗
𝑑𝑡

= 𝑡𝑖𝑗 −
1

2
(𝑒𝑖𝑘𝑡𝑘𝑗 + 𝑡𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗) + (𝑟𝑖𝑘 − 𝑡𝑖𝑘)𝑝𝑘𝑗 − 𝑝𝑖𝑘(𝑟𝑘𝑗 + 𝑡𝑘𝑗) + 𝑝𝑖𝑘𝑒𝑘𝑚𝑡𝑚𝑗 + 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑚𝑘𝑝𝑘𝑗

(13)
Положим первоначально в (11) компоненты произвольного симметрично-

го тензора 𝑡𝑖𝑗 равными нулю. Тогда уравнения переноса (13) упрощаются

𝑑𝑒𝑖𝑗
𝑑𝑡

= 𝜀𝑖𝑗 + 𝑤𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗 − 𝑒𝑖𝑘𝑤𝑘𝑗 −
1

2
(𝑒𝑖𝑘𝜀𝑘𝑗 + 𝜀𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗) +

1

2
(𝑧𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗 + 𝑒𝑖𝑘𝑧𝑘𝑗)

𝑑𝑝𝑖𝑗
𝑑𝑡

= 𝑤𝑖𝑘𝑝𝑘𝑗 − 𝑝𝑖𝑘𝑤𝑘𝑗 + 𝑧𝑖𝑘𝑝𝑘𝑗 − 𝑝𝑖𝑘𝑧𝑘𝑗

𝑧𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑗 − 𝑤𝑖𝑗

(14)

Если бы среда не деформировалась, то 𝜀𝑖𝑗 ≡ 0, а из (12) следовало бы,
что 𝑧𝑖𝑗 = 0. Тогда из второго равенства (14) вытекало бы, что производная
Яумана от тензора с компонентами 𝑝𝑖𝑗 равна тождественно нулю и данные
компоненты изменяются также, как если среда двигалась бы как жесткое
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целое. Но присутствие двух последних слагаемых во втором соотношении
(14), отличающих его от объективной производной от 𝑝𝑖𝑗 по времени в смысле
Яумана, не меняют существа этого вывода, меняя только саму объективную
производную.

𝐷𝑝𝑖𝑗
𝐷𝑡

=
𝑑𝑝𝑖𝑗
𝑑𝑡

− 𝑟𝑖𝑘𝑝𝑘𝑗 + 𝑝𝑖𝑘𝑟𝑘𝑗 = 0 (15)

В отличие от производной Яумана в (15) вместо тензора вращений с ком-
понентами 𝑤𝑖𝑗 используется другой кососимметричный тензор (𝑟𝑖𝑗 = −𝑟𝑗𝑖),
компоненты 𝑟𝑖𝑗 которого в своей главной линейной части совпадают с 𝑤𝑖𝑗.
Согласно (15) изменяются компоненты 𝑝𝑖𝑗 при неизменном в целом данном
тензоре. Это обстоятельство предоставляет возможность отождествить ком-
поненты 𝑝𝑖𝑗 с необратимыми деформациями, а случай с 𝑡𝑖𝑗 ≡ 0 считать про-
цессом обратимого деформирования. При этом необратимые деформации в
среде могут присутствовать, но изменяться в соответствии с (15), то есть так,
как если бы среда двигалась как жесткое целое, не изменяя тензор необрати-
мых деформаций. Наличие двух последних слагаемых во втором равенстве
из (14) связано с геометрической корректностью в «выборе» объективной
производной с тем, чтобы тензор необратимых деформаций с компонентами
𝑝𝑖𝑗 не менялся в случае обратимого деформирования 𝑡𝑖𝑗 ≡ 0. Заметим, что
обратимое деформирование таким образом полностью кинематически опре-
делено, поскольку оно продолжается в течение такого промежутка времени,
когда неизвестный до сих пор тензор остается нулевым (𝑡𝑖𝑗 ≡ 0). Тогда же,
когда необратимые деформации накапливаются, компоненты произвольного
симметричного тензора 𝑡𝑖𝑗 обязаны быть определены из других условий. За-
метим, наконец, что компоненты 𝑑𝑖𝑗 полных деформаций Альманси, следуя
(2), вычисляются через 𝑒𝑖𝑗, 𝑝𝑖𝑗 зависимостями:

𝑑𝑖𝑗 =
1

2
(𝛿𝑖𝑗−𝑔𝑖𝑗) =

1

2
(𝑢𝑖,𝑗+𝑢𝑗,𝑖−𝑢𝑘,𝑖𝑢𝑘,𝑗) = 𝑒𝑖𝑗+𝑝𝑖𝑗−

1

2
𝑒𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗−𝑒𝑖𝑘𝑝𝑘𝑗−𝑝𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗+𝑒𝑖𝑘𝑝𝑘𝑚𝑒𝑚𝑗

(16)
Согласно (16) при признании 𝑝𝑖𝑗 необратимыми деформациями, в каче-

стве тензора обратимых деформаций следует считать тензор с компонентами
𝑠𝑖𝑗 = 𝑒𝑖𝑗 − 0.5𝑒𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗

3. Определяющие законы

Рассмотрим первоначальный случай, когда необратимые деформации в
среде не накапливаются, то есть в случае обратимого деформирования. Ис-
ходим из закона сохранения энергии, который запишем в форме:

𝜌
𝑑𝑒

𝑑𝑡
+ 𝑞𝑗,𝑗 = 𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 (17)

здесь 𝜌 - плотность среды, 𝑒 - плотность распределения внутренней энергии,
𝑞𝑖 - компоненты вектора потока тепла, 𝜎𝑖𝑗 - компоненты тензора напряжений.
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Рассматривая медленные процессы, в качестве термодинамического по-
тенциала будем использовать свободную энергию, для плотности распреде-
ления Ψ которой имеем:

Ψ(𝑒𝑖𝑗, 𝑇 ) = 𝑒(𝑒𝑖𝑗, 𝑠)− 𝑠𝑇 ;

𝜕Ψ

𝜕𝑇
= −𝑠;

𝜕𝑒

𝜕𝑠
= 𝑇.

(18)

где 𝑇 - температура, 𝑠 - плотность распределения энтропии. В (18) принима-
ется гипотеза о том, что термодинамические потенциалы деформирования
задаются лишь консервативным механизмом деформирования, а диссипа-
тивный механизм полностью ответственен за производство энтропии. Иными
словами полагаем, что Ψ не зависит от необратимых деформаций.

Подстановка (18) в (17) приводит к соотношению:

𝜌(
𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑖𝑗

𝑑𝑒𝑖𝑗
𝑑𝑡

+ 𝑇
𝑑𝑠

𝑑𝑡
) + 𝑞𝑖,𝑗 − 𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 = 0 (19)

Исключив из (19) производные деформаций с помощью первого равенства
из (14), его можно переписать в виде:

(𝜌(
𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑖𝑗
− 𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑖𝑘
𝑒𝑘𝑗 + 𝐴−1𝐵2(𝑒𝑖𝑘

𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑘𝑚
𝑒𝑚𝑗 −

𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑖𝑘
𝑒𝑘𝑚𝑒𝑚𝑗)+

𝐴−1𝐵(𝑒𝑖𝑘𝑒𝑘𝑚
𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑚𝑛

𝑒𝑛𝑗 −
𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑖𝑘
𝑒𝑘𝑚𝑒𝑚𝑛𝑒𝑛𝑗) + 𝐴−1(𝑒𝑖𝑘𝑒𝑘𝑚

𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑚𝑛

𝑒𝑛𝑡𝑒𝑡𝑗 − 𝑒𝑖𝑘
𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑘𝑚
𝑒𝑚𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒𝑡𝑗))𝜎𝑖𝑗)𝜀𝑖𝑗

+𝜌𝑟𝑖𝑗(𝑒𝑖𝑘
𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑘𝑗
− 𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑖𝑘
𝑒𝑘𝑗) + 𝜌𝑇

𝑑𝑠

𝑑𝑡
+ 𝑞𝑖,𝑗 = 0

(20)
Отсюда в силу независимости процессов, задаваемых 𝑒𝑖𝑗, 𝑟𝑖𝑗 и 𝑇 , учитывая

симметрию тензора напряжений, получаем:

𝜎𝑖𝑗 = 𝜌
𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑖𝑘
(𝛿𝑘𝑗 − 𝑒𝑘𝑗)

𝜌𝑇
𝑑𝑠

𝑑𝑡
+ 𝑞𝑖,𝑗 = 0

(21)

Первое соотношение из (21) представляет собой аналог известной в нели-
нейной теории упругости формулы Мурнагана, второе - уравнение баланса
энтропии в условиях обратимого деформирования. В областях, где необра-
тимые деформации отсутствуют (𝑝𝑖𝑗 ≡ 0), формула Мурнагана принимает
классическую форму записи:

𝜎𝑖𝑗 = 𝜌
𝜕Ψ

𝜕𝑑𝑖𝑘
(𝛿𝑘𝑗 − 2𝑑𝑘𝑗)

𝑑𝑖𝑗 = 𝑒𝑖𝑗 −
1

2
𝑒𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗

(22)
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Таким образом, напряжения через деформации вычисляются либо зави-
симостью (22) при отсутствии необратимых деформаций, либо первым со-
отношением из (21), когда необратимые деформации в среде присутствуют.
При этом конкретные деформационные свойства среды обязаны определять-
ся заданием конкретной функции Ψ = Ψ(𝑒𝑖𝑗, 𝑇 ) или в случае отсутствия
необратимых деформаций, функцией Ψ = Ψ(𝑑𝑖𝑗, 𝑇 ). Данные функции обяза-
ны совпадать при 𝑝𝑖𝑗, стремящемся к нулю. Важно подчеркнуть, что формула
Мурнагана задает напряжения в среде в зависимости только от обратимых
деформаций, и это справедливо также и тогда, когда необратимые деформа-
ции изменяются.

Такое положение вполне аналогично классическому случаю упругопла-
стической среды в математических моделях типа Прандтля-Рейса [26, 27].
В нашем случае задание напряжений уровнем и распределением обратимых
деформаций является следствием гипотезы о независимости термодинамиче-
ских потенциалов (свободная энергия, внутренняя энергия) от необратимых
деформаций.

Пусть теперь 𝑡𝑖𝑗 ̸= 0 в процессе деформирования. В таком случае в среде
могут накапливаться необратимые деформации. Теперь вместо первой зави-
симости (14) в уравнение (19) следует подставить первую же зависимость из
(13). Результат такой подстановки запишем в виде:

(𝜌
𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑖𝑘
(𝛿𝑖𝑗 − 𝑒𝑘𝑗)− 𝜎𝑖𝑗)𝜀𝑖𝑗 + 𝜌𝑇

𝑑𝑠

𝑑𝑡
+ 𝑞𝑗,𝑖 = 𝜏𝑖𝑗𝑡𝑖𝑗

𝜏𝑖𝑗 = 𝜌
𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑖𝑘
(𝛿𝑘𝑗 − 2𝑒𝑘𝑗 + 𝑒𝑘𝑚𝑒𝑚𝑗) = 𝜌

𝜕Ψ

𝜕𝑒𝑖𝑘
(𝛿𝑘𝑗 − 𝑠𝑘𝑗)

(23)

Как и следовало ожидать, из (23) следует формула Мурнагана (21) и
уравнение баланса энтропии с источником. Перепишем последнее уравнение
в канонической форме уравнения баланса:

𝜕(𝜌𝑠)

𝜕𝑡
= −(𝑇−1𝑞𝑗 + 𝜌𝑠𝑣𝑗)𝑗 − 𝑇−2𝑞𝑗𝑇,𝑗 + 𝑇−1𝜏𝑖𝑗𝑡𝑗𝑖 (24)

В (24) первое слагаемое правой части представляет собой полный поток
энтропии, а два последующих задают производство энтропии за счет необ-
ратимых процессов теплопроводности и необратимого деформирования соот-
ветственно. Ограничимся далее изотермическим процессом деформирования.
Обобщение на неизотермический случай, по-видимому, не встретит дополни-
тельных сложностей, как это было в случае, где приобретение необратимых
деформаций связывалось только с идеальным пластическим течением. В изо-
термическом случае производство энтропии осуществляется только за счет
необратимого процесса деформирования, то есть за счет пластического тече-
ния, либо за счет вязкого сопротивления деформированию, либо в процессе
ползучести, что также связано с учетом вязких свойств среды. Производ-
ство энтропии за счет пластичности и вязкости происходит по-разному, но
его можно обобщенно представить одним соотношением:
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𝐷 = 𝜎𝑖𝑗𝛾𝑖𝑗 (25)

Действительно, если среда не обладает пластическими свойствами, а
только вязкими, или пластические свойства не проявляются в процессах,
предваряющих течение, или при разгрузке, то имеем классическое представ-
ление для источника энтропии [28]:

𝐷 = 𝜎𝑖𝑗𝑒
𝑣
𝑖𝑗 (26)

В случае же идеальной пластичности для производства энтропии (его
часто называют диссипативной функцией) также имеем классическое пред-
ставление [24]:

𝐷 = 𝜎𝑖𝑗𝑒
𝑝
𝑖𝑗 (27)

В (26) и (27) 𝑒𝑣𝑖𝑗 и 𝑒
𝑝
𝑖𝑗 соответственно скорости деформации ползучести и

пластичности. Следовательно 𝛾𝑖𝑗 = 𝜀𝑣𝑖𝑗 в областях, где не происходит пла-
стическое течение и 𝛾𝑖𝑗 = 𝑒𝑝𝑖𝑗 при пластическом течении. Более сложное
представление для 𝛾𝑖𝑗 остается для областей течения, когда такое течение
невозможно считать идеальным. Вязкие свойства среды могут тормозить те-
чение, что часто моделируется добавлением соответствующих слагаемых в
пластический потенциал (поверхность нагружения). Однако представление
(25) будет справедливо и в этом случае; для 𝛾𝑖𝑗 только следует находить
более точное определение. Согласно (24, 25) в самом общем случае изотер-
мического деформирования получаем:

𝜎𝑖𝑗𝛾𝑖𝑗 = 𝑇−1𝜏𝑖𝑗𝑡𝑖𝑗 (28)

Вместе с (21) и (23) последнее соотношение позволяет записать:

𝜏𝑖𝑗 = 𝑇𝜎𝑖𝑘(𝛿𝑘𝑗 − 𝑒𝑘𝑗)

𝛾𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑘(𝛿𝑘𝑗 − 𝑒𝑘𝑗)
(29)

Последняя зависимость (29) связывает до настоящего времени неизвест-
ный симметричный тензор с компонентами 𝑡𝑖𝑘 с компонентами 𝛾𝑖𝑗 тензора
скоростей необратимых деформаций 𝑝𝑖𝑗. Исключая данный неизвестный тен-
зор при помощи второй зависимости из (29) из уравнений изменения состав-
ляющих тензора полных деформаций (13), получим:

𝐷𝑒𝑖𝑗
𝐷𝑡

= 𝜀𝑖𝑗 − 𝛾𝑖𝑗 −
1

2
((𝜀𝑖𝑘 − 𝛾𝑖𝑘 + 𝑧𝑖𝑘)𝑒𝑘𝑗 + 𝑒𝑖𝑘(𝜀𝑘𝑗 − 𝛾𝑘𝑗 − 𝑧𝑘𝑗)) ,

𝐷𝑝𝑖𝑗
𝐷𝑡

= 𝛾𝑖𝑗 − 𝑝𝑖𝑘𝛾𝑘𝑗 − 𝛾𝑖𝑘𝑝𝑘𝑗,

𝐷𝑛𝑖𝑗

𝐷𝑡
=
𝑑𝑛𝑖𝑗

𝑑𝑡
− 𝑟𝑖𝑘𝑛𝑘𝑗 + 𝑛𝑖𝑘𝑟𝑘𝑗.

(30)

Согласно (30) материал деформируется оратимо только в случае 𝛾𝑖𝑗 = 0.
Иначе, при 𝛾𝑖𝑗 = 0 компоненты 𝑝𝑖𝑗 изменяются также, как и при жестком
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движении тела. Введение объективной производной специального вида (15)
служит выполнению данного требования к геометрической корректности ки-
нематических построений.

До сих пор необратимые деформации не разделялись на деформации пла-
стического течения и деформации ползучести. Такое различие свяжем толь-
ко с механизмом их роста. Скорости роста деформаций ползучести 𝜀𝑣𝑖𝑗 зада-
ются уровнем и распределением напряжений в материале и отличны от нуля,
если только напряжения присутствуют. Скорости пластических деформаций
𝜀𝑝𝑖𝑗 возникают только при выходе напряженных состояний на поверхность
нагружения (при выполнении условий пластического течения). Таким об-
разом область деформирования разделяется на части в зависимости от то-
го удовлетворяют или нет напряжения условию пластичности. При этом в
области пластического течения происходит быстрый рост необратимых де-
формаций, а в области ползучести необратимые деформации растут более
медленно. Продвигающиеся упругопластические границы, разделяющие та-
кие области, оказываются местом изменения механизмов накопления необ-
ратимых деформаций. Отметим, что конкретизация этих механизмов ползу-
чести или пластического течения, впрочем как и закона упругости, в части
формулировки соответствующих законов может быть любой в зависимости
от предпочтений конструкторов моделей и нужд технологической практики.
Предыдущие фундаментальные зависимости для этого оставляют полную
свободу. При этом необходимо следить, чтобы законы ползучести и зако-
ны пластического (чаще вязкопластического) течения были бы согласованы
между собой так, чтобы необратимые деформации и скорости деформаций
были бы непрерывны на упругопластических границах.

считаем, что вязкие свойства деформируемого материала проявляются на
стадиях деформирования, предваряющих пластическое течение, и при раз-
грузке в форме его деформаций ползучести. В условиях пластического те-
чения эти же свойства выступают в качестве сопротивления материала его
пластическому течению. В простейшем случае при таких условиях необходи-
мо полагать, что поверхность нагружения в пространстве напряжений имеет
уравнение: 𝑓(𝜎𝑖𝑗, 𝜀

𝑝
𝑖𝑗) = 0. Тогда в условиях принимаемого принципа макси-

мума Мизеса имеем ассоциированный закон пластического течения в форме:

𝛾𝑖𝑗 = 𝜀𝑝𝑖𝑗 − 𝜀𝑣0𝑖𝑗 = 𝜆
𝜕𝑓

𝜕𝜎𝑖𝑗
, 𝜆(𝜀𝑝𝑖𝑗, 𝜀

𝑣0
𝑖𝑗 ) > 0 (31)

Здесь 𝜀𝑣0𝑖𝑗 - скорость деформаций ползучести в момент прихода в дан-
ную точку материала упругопластической границы, то есть в момент начала
пластического течения. Такая скорость изменения необратимых деформа-
ций является начальным значением для последующего их роста в условиях
пластического течения. Вследствие такого обобщения условия пластичности
классическое условие максимальных касательных напряжений, к примеру,
приобретает вид:

max |𝜎𝑖 − 𝜎𝑗| = 2𝑘 + 2𝜂max |𝜀𝑝𝑘 − 𝜀𝑣0𝑘 | (32)
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В (32) 𝜎𝑖, 𝜀
𝑝
𝑘 - главные значения тензоров напряжений и скоростей пласти-

ческих деформаций, 𝜀𝑣0𝑘 - главные значения тензора 𝜀𝑣0𝑖𝑗 , 𝑘 - предел текучести,
𝜂 - коэффициент вязкого сопротивления пластическому течению.

Когда пластический потенциал кусочно-линейный, как в случае условия
пластичности Треска-Сен-Венана (32), то удобно и потенциал ползучести за-
давать в кусочно-линейной форме [29, 30]:

𝛾𝑖𝑗 = 𝜀𝑣𝑖𝑗 =
𝜕𝑉 (Σ)

𝜕𝜎𝑖𝑗
; Σ = max |𝜎𝑖 − 𝜎𝑗|;𝑉 = 𝐵Σ𝑛 (33)

Зависимостями (33) задается двухконстантный (B, n) степенной закон
ползучести Нортона. Подчеркнем еще раз ,что (32) и (33) являются простей-
шими и возможных и ограничений для использования иных законов пла-
стичности и ползучести построенная математическая модель не выдвигает.
Конкретизация закона упругости также может быть любой, здесь для реше-
ния конкретных задач упругий потенциал, принимая условия несжимаемости
среды, будем задавать зависимостью [31]:

𝑊 = 𝑊 (𝐽1, 𝐽2) = 𝜌−1 = −2𝜇𝐽1 − 𝜇𝐽2 + 𝑏𝐽2
1 + (𝑏− 𝜇)𝐽1𝐽2 − 𝜒𝐽3

1 + . . .

𝐽1 = 𝑠𝑗𝑗, 𝐽2 = 𝑠𝑖𝑗𝑠𝑗𝑖, 𝑠𝑖𝑗 = 𝑒𝑖𝑗 −
1

2
𝑒𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗

𝜎𝑖𝑗 = −𝑃1𝛿𝑖𝑗 +
𝜕𝑊

𝜕𝑒𝑖𝑘
(𝛿𝑘𝑗 − 𝑒𝑘𝑗)

(34)

Здесь 𝑃1 - добавочное гидростатическое давление, 𝜇 - модуль сдвига, 𝑏, 𝜒
- упругие постоянные более высокого порядка.

4. Течение упруговязкопластической среды в ци-
линдрической трубе

Теперь рассмотрим пример использования введенной математической мо-
дели больших деформаций. Пусть сплошная среда занимает цилиндриче-
скую трубу радиуса R. Введем цилиндрическую систему координат 𝜌, 𝜙, 𝑧.
Считаем, что деформирование среды вызвано действием градиента давле-
ния:

𝜕𝑃1 (𝜌, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
= −𝜓 (𝑡) , 𝜓 (0) = 0. (35)

Начальные и граничные условия задачи имеют вид:

𝑒𝑖𝑗|𝑡=0 = 𝑝𝑖𝑗|𝑡=0 = 0
→
𝑢
⃒⃒⃒
𝜌=𝑅

=
→
𝑣
⃒⃒⃒
𝜌=𝑅

= 0
(36)

Считаем, что неизвестные вектор перемещений и скорости имеют только
одну ненулевую компоненту – вертикальную. С учетом осевой симметрии
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получим:

𝑢 = 𝑢𝑧 (𝜌, 𝑡) , 𝑣 = 𝑣𝑧 (𝜌, 𝑡)

𝑑𝜌𝜌 = −1

2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝜌

)︂2

; 𝑑𝜌𝑧 = 𝑑𝑧𝜌 =
1

2

𝜕𝑢

𝜕𝜌

𝜀𝜌𝑧 = 𝜀𝑧𝜌 =
1

2

𝜕𝑣

𝜕𝜌
; 𝑤𝑧𝜌 = −𝑤𝜌𝑧 =

1

2

𝜕𝑣

𝜕𝜌

(37)

В качестве термодинамического потенциала использовалась свободная
энергия Гельмгольца. Предполагая, что плотность распределения 𝜓 свобод-
ной энергии не зависит от необратимых деформаций, получаем: 𝑊 = 𝜌0𝜓.
Тогда упругий потенциал для изотропной несжимаемой среды в виде разло-
жения в ряд Тейлора относительно свободного состояния запишется в виде:

𝑊 = 𝑊 (𝐼1, 𝐼2 ) = (𝛼− 𝜇) 𝐼1 + 𝛼𝐼2 + 𝛽𝐼21 − 𝜉𝐼1𝐼2 − 𝜁𝐼31 + . . .

𝐽1 = 𝑠𝑗𝑗, 𝐽2 = 𝑠𝑖𝑗𝑠𝑗𝑖, 𝑠𝑖𝑗 = 𝑒𝑖𝑗 −
1

2
𝑒𝑖𝑘𝑒𝑘𝑗

(38)

здесь 𝜇, 𝛼, 𝛽, 𝜉, 𝜒 – параметры материала.

Далее подставим последнее соотношение в формулы (22) и получим со-
отношения связывающие обратимые деформации и напряжения:

𝜎𝜌𝜌 = − (𝑃1 + 2𝜇) + 2𝑏 (𝑒𝜌𝜌 + 𝑒𝑧𝑧 + 𝑒𝜙𝜙) + 2𝜇𝑒𝜌𝜌 + 𝜇𝑒2𝜌𝑧 + . . .

𝜎𝜙𝜙 = − (𝑃1 + 2𝜇) + 2𝑏 (𝑒𝜌𝜌 + 𝑒𝑧𝑧 + 𝑒𝜙𝜙) + 2𝜇𝑒𝜙𝜙 − 2𝜇𝑒2𝜌𝑧 + . . .

𝜎𝑧𝑧 = − (𝑃1 + 2𝜇) + 2𝑏 (𝑒𝜌𝜌 + 𝑒𝑧𝑧 + 𝑒𝜙𝜙) + 2𝜇𝑒𝑧𝑧 + 𝜇𝑒2𝜌𝑧 + . . .

𝜎𝜌𝑧 = 2𝜇𝑒𝜌𝑧 + . . .

(39)

Уравнения равновесия в цилиндрической системе координат с учетом осе-
вой симметрии и без учета массовых и инерционных сил:

𝜕𝜎𝜌𝜌
𝜕𝜌

+
𝜕𝜎𝜌𝑧

𝜕𝑧
+
𝜎𝜌𝜌 − 𝜎𝜙𝜙

𝜌
= 0

𝜕𝜎𝜌𝑧

𝜕𝜌
+
𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧
+
𝜎𝜌𝑧
𝜌

= 0
(40)

Уравнения переноса для компонент тензоров необратимых и обратимых
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деформаций:

𝛾𝜌𝜌 =
𝑑𝑝𝜌𝜌
𝑑𝑡

+ 2 (𝑝𝜌𝜌𝛾𝜌𝜌 + 𝑝𝜌𝑧 (𝑟𝑧𝜌 + 𝛾𝜌𝑧))

𝛾𝑧𝑧 =
𝑑𝑝𝑧𝑧
𝑑𝑡

+ 2 (𝑝𝑧𝑧𝛾𝑧𝑧 + 𝑝𝜌𝑧 (𝑟𝜌𝑧 + 𝛾𝜌𝑧))

𝛾𝜌𝑧 =
𝑑𝑝𝜌𝑧
𝑑𝑡

+ 𝑟𝑧𝜌 (𝑝𝜌𝜌 − 𝑝𝑧𝑧) + (𝑝𝜌𝑧 (𝛾𝑧𝑧 + 𝛾𝜌𝜌) + 𝛾𝜌𝑧 (𝑝𝑧𝑧 + 𝑝𝜌𝜌))

𝛾𝜙𝜙 =
𝑑𝑝𝜙𝜙
𝑑𝑡

+ 2𝑝𝜙𝜙𝛾𝜙𝜙

−𝛾𝜌𝜌 =
𝑑𝑒𝜌𝜌
𝑑𝑡

+ 2𝑟𝑧𝜌𝑒𝜌𝑧

−𝛾𝑧𝑧 =
𝑑𝑒𝑧𝑧
𝑑𝑡

+ 2𝑟𝜌𝑧𝑒𝜌𝑧

𝜀𝜌𝑧 − 𝛾𝜌𝑧 =
𝑑𝑒𝜌𝑧
𝑑𝑡

+ 𝑟𝜌𝑧 (𝑒𝜌𝜌 − 𝑒𝑧𝑧)+

+
1

2
(𝑒𝜌𝜌 (𝛾𝜌𝑧 − 𝜀𝜌𝑧) + 𝑒𝑧𝑧 (𝜀𝜌𝑧 − 𝛾𝜌𝑧) + 𝑒𝜌𝑧 (𝛾𝑧𝑧 − 𝛾𝜌𝜌))

−𝛾𝜙𝜙 =
𝑑𝑒𝜙𝜙
𝑑𝑡

(41)

Перейдем к определению источника необратимых деформаций. Запишем
потенциал ползучести V в соответствии со степенным законом ползучести
Нортона:

𝑉 (𝜎𝑖𝑗) = 𝐵Σ𝑛 (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3)

Σ = max |𝜎𝑖 − 𝜎𝑗|
(42)

где 𝜎𝑖 – главные значения тензора напряжений, 𝐵, 𝑛 – параметры ползучести
материала, определяемые экспериментально.

Величина Σ выражается через координатные напряжения следующим об-
разом:

Σ =
√︁

4𝜎2
𝜌𝑧 + (𝜎𝜌𝜌 − 𝜎𝑧𝑧)

2 (43)

Найдем выражения для источника деформаций ползучести:

𝜀𝑐𝜌𝑧 = (−1)𝑛 2𝑛𝐵𝑛𝜇𝑛−1𝑒𝑛−1
𝜌𝑧 ;

𝜀𝑐𝜌𝜌 = −𝜀𝑐𝑧𝑧 =
𝜀𝑐𝜌𝑧
2

(︂
𝑒𝜌𝜌 − 𝑒𝑧𝑧
𝑒𝜌𝑧

)︂
.

(44)

Рассмотрим модифицированный пластический потенциал Мизеса с уче-
том упрочнения и вязкости:

𝑓
(︀
𝜏𝑖𝑗, 𝑝𝑖𝑗, 𝜀

𝑝
𝑖𝑗

)︀
=
(︀
𝜏𝑖𝑗 − 𝑐𝑝𝑖𝑗 − 𝜂𝜀′

𝑝
𝑖𝑗

)︀ (︀
𝜏𝑗𝑖 − 𝑐𝑝𝑗𝑖 − 𝜂𝜀′

𝑝
𝑖𝑗

)︀
− 8

3
𝑘2 (45)

где 𝜏𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 − 1
3
𝜎𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗, 𝜀′

𝑝
𝑖𝑗 = 𝜀𝑝𝑖𝑗 − 1

3
𝜀𝑝𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗, 𝑐 – параметр материала, харак-

теризующий проявление эффекта Баушингера, 𝜂 – коэффициент вязкости
пластического течения, 𝑘 – предел текучести материала.
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Из ассоциированного закона пластического течения получим:

𝜀𝑝𝑖𝑗 =
2𝜆 (𝜏𝑖𝑗 − 𝑐𝑝𝑖𝑗)

1 + 2𝜆𝜂
(46)

Подставляя последнее соотношение в выражение для пластического по-
тенциала

𝑓
(︀
𝜏𝑖𝑗, 𝑝𝑖𝑗, 𝜀

𝑝
𝑖𝑗

)︀
найдем неизвестную функцию 𝜆 и получим выражения для скоростей пла-
стических деформаций. Далее выразим скорости пластических деформаций
через компоненты обратимых деформаций с помощью соотношений (39) и
получим окончательно:

𝜀𝑝𝜌𝜌 =
1

3𝜂

𝑄−
√︁

8
3
𝑘

𝑄

(︀
𝜇
(︀
4𝑒𝜌𝜌 − 2𝑒𝜙𝜙 − 2𝑒𝑧𝑧 + 3𝑒2𝜌𝑧

)︀
− 3𝑐𝑝𝜌𝜌

)︀
𝜀𝑝𝜙𝜙 =

1

3𝜂

𝑄−
√︁

8
3
𝑘

𝑄

(︀
𝜇
(︀
4𝑒𝜙𝜙 − 2𝑒𝜌𝜌 − 2𝑒𝑧𝑧 − 6𝑒2𝜌𝑧

)︀
− 3𝑐𝑝𝜙𝜙

)︀
𝜀𝑝𝑧𝑧 =

1

3𝜂

𝑄−
√︁

8
3
𝑘

𝑄

(︀
𝜇
(︀
4𝑒𝑧𝑧 − 2𝑒𝜌𝜌 − 2𝑒𝜙𝜙 + 3𝑒2𝜌𝑧

)︀
− 3𝑐𝑝𝑧𝑧

)︀
𝜀𝑝𝑟𝑧 =

1

𝜂

𝑄−
√︁

8
3
𝑘

𝑄
(2𝜇𝑒𝑟𝑧 − 𝑐𝑝𝜌𝑧)

(47)

Величина 𝑄 при этом:

𝑄 =

√︂
1

3

(︀
3𝑐2𝐵1 + 2𝑐𝜇𝐵2 + 2𝜇2𝐵3

)︀
𝐵1 = 𝑝2𝜌𝜌 + 𝑝2𝜙𝜙 + 𝑝2𝑧𝑧 + 2𝑝2𝜌𝑧

𝐵2 = 3𝑒2𝜌𝑧 (−𝑝𝜌𝜌 + 2𝑝𝜙𝜙 − 𝑝𝑧𝑧) + 2𝑒𝑟𝑟
(︀
−2𝑝𝜌𝜌 + 𝑝𝜙𝜙 + 𝑝𝑧𝑧

)︀
+

+2𝑒𝜙𝜙 (𝑝𝜌𝜌 − 2𝑝𝜙𝜙 + 𝑝𝑧𝑧) + 2𝑒𝑧𝑧 (𝑝𝜌𝜌 + 𝑝𝜙𝜙 − 2𝑝𝑧𝑧)− 12𝑒2𝜌𝑧𝑝𝜌𝑧

𝐵3 = 12𝑒2𝜌𝑧 + 6𝑒2𝜌𝑧 (𝑒𝑟𝑟 − 2𝑒𝜙𝜙 + 𝑒𝑧𝑧) + 4𝑒2𝜌𝜌+

+4𝑒2𝜙𝜙 + 4𝑒2𝑧𝑧 − 4𝑒𝑟𝑟𝑒𝑧𝑧 − 4𝑒𝑟𝑟𝑒𝜙𝜙 − 4𝑒𝑟𝑟𝑒𝑧𝑧 + 9𝑒4𝜌𝑧

(48)

Для второго уравнения равновесия (40) с учетом (35) можно найти общее
решение

𝜎𝜌𝑧 (𝜌, 𝑡) = −𝜓 (𝑡)

2
𝜌 (49)

Использовались следующие безразмерные переменные:

𝜌 =
𝜌

𝑅
, 𝑧 =

𝑧

𝑅
, 𝑢̂ =

𝑢

𝑅
, 𝜏 =

𝑡

𝑅

√︂
𝜇

𝜌0
, 𝜎̂𝑖𝑗 =

𝜎𝑖𝑗
𝜇
, 𝑏̂ =

𝑏

𝜇
, 𝑘 =

𝑘

𝜇
, 𝑐 =

𝑐

𝜇
(50)

где 𝜌0 – плотность среды.
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Рис. 1: Необратимые деформации 𝑝𝑟𝑧

Рис. 2: Перемещения 𝑢

Рис. 3: Необратимые деформации 𝑝𝑟𝑟

Рис. 4: Необратимые деформации 𝑝𝑧𝑧

Рис. 5: Результаты расчетов для моментов времени 𝜏1, 𝜏2, 𝜏3

Параметры материала и процесса:

𝑛 = 3,
𝐵𝑛𝑅𝜇𝑛−1√𝜌0√

𝜇
= 3.5, 𝜂 =

2
√
𝜇𝑅

√
𝜌0

𝜂
= 1.0, 𝑏̂ = 4, 𝑘 = 0.00125, 𝑐 = 0.05;

𝜏1 = 16, 𝜏2 = 32, 𝜏3 = 48, 𝜓𝑚𝑎𝑥 = 5 · 10−3

(51)
В качестве градиента давления использовалась следующая кусочно-

заданную функцию:

𝜓 (𝜏) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜓𝑚𝑎𝑥

2
·
(︁
1 + sin

(︁
𝜋
𝑡1
𝜏 − 𝜋

2

)︁)︁
, 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏1

𝜓𝑚𝑎𝑥, 𝜏1 < 𝜏 ≤ 𝜏2
𝜓𝑚𝑎𝑥

2
·
(︁
1 + sin

(︁
𝜋

(𝑡3−𝑡2)
(𝜏 − 𝜏2) +

𝜋
2

)︁)︁
, 𝜏2 < 𝜏 ≤ 𝜏3

(52)

Полученная система дифференциальных уравнений (41) и первое урав-
нение равновесия (40) в безразмерных переменных (50) решалась численно
с учетом начальных и граничных условий (36). Для аппроксимации про-
странственных производных используется центральная разностная схема, а
производных по времени – явная схема. Граница, отделяющая область вязко-
упругого деформирования от области пластического течения определялась в
ходе численных расчетов с помощью следующего условия:

𝑄−
√︂

8

3
𝑘 = 0 (53)

Графики необратимых деформаций 𝑝𝜌𝑧, 𝑝𝜌𝜌, 𝑝𝑧𝑧 и перемещений 𝑢 для мо-
ментов времени 𝜏1, 𝜏2, 𝜏3 изображены на рис. 5.
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